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Ozet
Geleneksel istatistik metodolojisinde, iyi se¢ilmis degiskenlerin birkag tane, drneklerin ise daha fazla oldugu farz edilir.
Gilinlimiizde ise bir¢ok sahada, ¢aligma i¢in ulagilabilen 6rnekler onlar veya yiizlerle ifade edilirken, tek bir gozlem binlerce
hatta milyonlarca boyuta sahip olabilmektedir. Klasik yontemler bu tarz verilerle basa ¢ikabilecek sekilde tasarlanmis
degillerdir. Temel bilesenler analizi, faktor analizi, siniflama ve kiimeleme analizleri, regresyon katsayilarmnin ¢ikarimi ve
tahmini gibi klasik ¢ok degiskenli istatistiksel tekniklerin birgogu, verinin kovaryans matrisinin ve/veya onun tersinin
tahminini gerektirir. p degisken sayis1 n 6rnek sayisindan fazla oldugu durumlarda ise drnek varyans-kovaryans matrisi
dejenere olur ve tersi hesaplanamaz. Bu, klasik istatistiksel metotlar agicindan karsilagilabilecek en dnemli zorluklardan
biridir. Pamukgu ve ark tarafindan (2015) yiiksek boyutlu veri setlerindeki kovaryans probleminin iistesinden gelebilmek
icin, Hibrit Kovaryans Tahmin Edicisi (Hybrid Covariance Estimator-HCE) yontemi gelistirilmistir. HCE ile kovaryans
yapisindaki bu bozulmanin niine gegilmis ve n<<p probleminin oldugu yiiksek boyutlu veri setlerinin istatistiksel analizleri
miimkiin hale gelmistir. HCE, aslinda bir¢ok farkli kovaryans yapisi ile elde edilebildigi i¢in HCE ile yapilacak analizlerde
o6nemli agamalardan biri, veri setine uygun kovaryans yapisinin belirlenmesidir. Bu asamada ise model se¢im kriterleri olarak
da bilinen AIC, CAIC ve ICOMP gibi bilgi kriterleri ile uygun kovaryans yapisi secilebilmektedir. Bu ¢aligmada, n<<p olan
yiiksek boyutlu veri setlerinde HCE ve bilgi kriterleri ile 6nerilen Hibrit Regresyon Modeli-HRM tanitilmis ve hesaplama
adimlar verilmistir. Simiilasyon calismas: ile farkli senaryolarda farkli p/n oranlarma sahip veri setleri HRM ile analiz
edilmis, uygun kovaryans yapisinin se¢imi AIC, CAIC ve ICOMP bilgi kriterleri ile yapilmis ve sonuglar klasik regresyon
analizi yontemi ile karsilastirilmigtir.
Anahtar Kelimeler — Bilgi karmasiklig1 kriteri (ICOMP), Boyutsallik problemi, Hibrit kovaryans tahmin edicisi (HCE),
Hibrit regresyon modeli (HRR), Kii¢iik 6rnekem problemi.

A New Hybrid Regression Model for Undersized Sample Problem

Abstract

In traditional statistics, it is assumed that the number of samples which are available for study is more than number of well
selected variables. Nowadays, in many fields, while the number of samples expressed in tens or hundreds, the single
observation may have thousands even millions dimensions. The classical statistical techniques are not designed to be able to
cope with this kind of data sets. Many of multivariate statistical techniques such as principal component analysis, factor
analysis, classifiation and cluster analysis and the prediction of regression coefficients need estimation of the sample variance-
covariance matrix or its inverse. When the number of observations is much smaller than the number of features (or variables),
the usual sample covariance matrix degenerates and it can not be inverted. This is one of the biggest encountered obstacle to
the classical statistical methods. To remedy the manifestation of the singular covariance matrices in high dimensional data,
Hybrid Covariance Estimators (HCE) has been developed by Pamukcu et al.(2015). HCE has overcome the singularity
problem of the covariance matrix and, thus, the multivariate statistical analysis for high dimensional data sets has been made
possible. One of the most important process in statistical analysis using HCE is to select the appropriate covariance structure
for the data set since HCE can in fact be obtained with many different covariance structures. It can be selected by using the
information criteria such as Akaike Information Criteria, Information Complexity Criteria which are well known as model
selection criteria. In this study, we introduce a new regression model with HCE and information criteria for n<<p undersized
high dimensional data. We demonstrate our approach on simulation studies with different scenarious for p/n ratios. We use
AIC,CAIC and ICOMP criteria to select appropriate HCE structure and compare the results with classical regression analysis.
Keywords — Curse of dimensionality, Hybrid covariance estimator (HCE), Hybrid regression model (HRM),
Information complexity criterion (ICOMP), Undersized sample problem.
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1 Giris

Geleneksel istatistik veri analizinde, 6zel bir fenomenin 6r-
neginin goézlemleri disiiniiliir. Bu gézlemler, kan basinc,
agirlik, boy, basar1 puani.. vb. gibi bazi degiskenler iize-
rinde Olgiilen degerlerin bir vektorii olur. Geleneksel ista-
tistik metodolojisinde, iyi secilmis degiskenlerin birkag
tane, gozlemlerin ise daha fazla oldugu farzedilir. Giinii-
miizde ise gozlemler ¢ok olsa bile degiskenlerin sayisinin
radikal bir sekilde daha fazla olabildigi gézlenmektedir.
Burada, ¢alisma i¢in ulagilabilen 6rnekler, onlar veya yiiz-
lerle ifade edilirken, tek bir gézlem binlerce hatta milyon-
larca boyuta sahip olabilmektedir. Klasik yontemler bu tarz
verilerle basa ¢ikabilecek sekilde tasarlanmus degillerdir
[1]. Istatistik¢iler bazen bu problem igin “Big p, Small n”
yani “biiyiik boyut, kiigiik gbzlem” ifadesini kullanmakta-
dirlar. Bir diger tamimlama ise “undersized sample prob-
lem”, asir1 derecede kiiciik 6rneklem problemidir [2,3].
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Gergek kovaryansin dogru bir tahminine dayanan ¢ok de-
giskenli teknikler i¢in biiyiik p-kii¢iik n probleminin oldugu
yerlerde, klasik 6rnek kovaryans matrisi sistematik olarak
bozulan bir 6z-yapiya sahip olur. Stein (1956, 1975)’de ¢ok
oncelerden de rapor edildigi gibi  kovaryans yapil1 ve sifir
ortalamali normal dagilan bir anakiitleden gelen n boyutlu
bir 6rnegin varyans kovaryans matrisinin maksimum olabi-
lirlik tahmini, p/n biiyiik oldugu zaman yansiz ve pozitif ta-
niml1 olmasina ragmen, kovaryans matrisinin dogru bir tah-
min edicisi degildir [4]. Bu durumda kovaryans matrisinin
yapisi, en biiyiik 6zdegerlerin yukari yonde yanli, en kiiciik
0zdegerlerin agag1 yonde yanli olmas: seklinde bir bozul-
maya ugrar [5]. Bu durumu gosterebilmek amaciyla farkli
p/n oranlarina sahip veri setleri iiretilmis ve 6rnek kovar-
yans matrislerinin 6zdegerleri hesaplanmistir. Sonuglar Se-
kil 1’deki gibidir.

Farkl p/n oranlari igin 6zdegerlerin degisimi
20 T T T T T

b —+— p/n=10
| —+— pin=2
| /n=1
151 P
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Sekil 1. 1000x100,200x100,100x100,50x100,10x100 bo-
yutlarinda {iretilen veri setleri i¢in 6zdegerlerin degisimi.
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804

E. Pamukg¢u
Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Dergisi
Cilt 13, Say1 3, s 803-813

Biiyiik sayilardaki p degerlerinde, p/n oranini ihmal edile-
bilir yapabilmek icin gerekli gozlem sayisina ulagmak zor-
dur. Bu yiizden yiiksek boyutlu kovaryans matrisleri i¢in iyi
sartlandirilmis bir tahmin edici bulmak 6nemlidir [6].

Yiiksek boyutlu veri setlerindeki kovaryans probleminin
ustesinden gelebilmek i¢in, bir dizi ¢aligmanin sonucu ola-
rak Pamukcu ve ark., 2015 [7] tarafindan literatiirde ilk
defa, Maksimum Entropi Kovaryans Tahmin Edicisi [3] ve
onun bazi diizgiinlestirilmis kovaryans yapilar ile birlikte
kullanimindan elde edilen Hibrit Kovaryans Tahmin Edi-
cisi (Hybrid Covariance Estimator-HCE) tanitilmig, HCE
ile kovaryans yapisindaki bu bozulmanin &niine gegilmis
ve n<<p probleminin oldugu yiiksek boyutlu veri setlerinin
cok degiskenli istatistiksel yontemler ile analizleri miimkiin
hale gelmistir.

HCE’nin kullanmildig1 farkli ¢ok degiskenli istatistiksel yon-
temler gelistirilmeye ve tanitilmaya devam etmektedir. Bu
calismanin amaci, n<<p olan yiiksek boyutlu veri setlerinde
HCE ve bilgi kriterleri ile regresyon analizini tanitmaktir.
Calismanin geri kalan kismi agagidaki basliklardan olus-
maktadir. Boliim 2.1°de literatiirde var olan ¢esitli diizgiin-
lestirilmig/saglam kovaryans yapilari, Bolim 2.2°de Mak-
simum Entropi Kovaryans matrisi ve Boliim 2.3’de Hibrit
Kovaryans Tahmin Edicisi (Hybrid Covariance Estimator-
HCE) tanitilacaktir. Boliim 2.4’de model se¢im kriterlerine
genel bir bakis verildikten sonra ¢alismada model se¢im
kriterlerinden biri olarak kullanilan Bozdogan’in Bilgi Kar-
masikligi  Kriteri (Information Complexity Criteria-
ICOMP) tanitilacaktir. Bolim 2.5°de Bilgi kriterleri ve
HCE ile 6nerilen yeni regresyon modeli olan Hibrit Reg-
resyon Modeli’nin hesaplama adimlari verilecektir. B6liim
3’de simiilasyon ¢aligmasi ile farkli senaryolarda farkli p/n
oranlarina sahip veri setleri HRM ile analiz edilecek, uygun
kovaryans yapisinin se¢imi AIC, CAIC ve ICOMP bilgi
kriterleri ile yapilacaktir. B6lim 4’de elde edilen sonuglar
tartigilacaktir.

2 Materyal ve Metot
2.1 Baz1 Diizgiinlestirilmis Kovaryans Yapilari
Bir problemin ¢dzlimii ile ilgili olarak Jaques Hadamard’in
(1902)’de ortaya koydugu tanima gore,
i. Problemin bir ¢éziimii olmalidir (existince)
ii. Var olan ¢6ziim tek olmalidir (uniqueness)
iil. Coziim problemin verilerine bagli olmamalidir
(stability)

Bir problem bu {i¢ 6zelligi ayn1 anda tasiyorsa iyi sartlan-
dirllmig (well-conditioned), en az bir tanesini tagimiyorsa
koti sartlandirilmig (ill-conditioned) olarak tanimlanir [8].
Singiiler veya kotii sartlandirilmis kovaryans matris prob-
lemi i¢in genel baslangi¢ ¢oziimii ridge diizenlilestirmesi-
dir. Ridge diizenlilestirmesinde
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seklinde 6zdegerlerin ayarlanmasi ile kotii sartlandirilmig-
ligin iistesinden gelinmeye ¢alisilir. Genel olarak ridge pa-
rametresi o ¢ok kiiciik segilir. Ancak a,

i Ne kadar biiyiik olabilir?

ii. Ne kadar kiigiik olmalidir?
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Zr =2 +05Ip

Bir kovaryans matrisi i¢in en bilylik 6zdegerin, en kiigiik
0zdegere boliimii olarak tanimlanan kosul sayis1

CN=A_ /A 22)
seklindedir. Kosul sayisinin tersi olarak kullanilan
K(X)= 1 (2.3)
CN '

sayisi1 singiilerligin tanim i¢in kullanilabilir [9]. k(X), sa-
yist sifira ne kadar yakin olursa, X kovaryans matrisi de sin-
giilerlige o kadar yakindir demektir. Buradan hareketle bir
kovaryans matrisine ne zaman ridge diizenlilestirmesi uy-
gulanmalidir sorusuna cevap verilecektir. X, kovaryans
matrisi igin

i. K(X)<le-10 ise

il. Pozitif tanimli degilse
kovaryans matrisine ridge diizenlilestirmesi uygulanabilir
[10].

Ridge diizenlilestirmesine alternatif olarak X ’nin 6zdeger-
lerini merkezi bir degere dogru biizecek baska tahmin edi-
ciler gelistirilmistir. Bu yaklagimlarin tamami biiziilme
(shrinkage) tahmin edicilerine dayanir. Bu tahminlerin ana
fikri, £ ’nin 6rnek kovaryansi Epmig ile uygun segilen bir

hedef kdsegen matrisi D *nin konveks kombinasyonunu
almaktir (yani agirliklandirilmig ortalamasini almaktir). O
zaman kovaryans tahmin edicisinin biiziilmiis veya diiz-
giinlestirilmis tahmin edicisi

ZA:s = (l_la)iMLE +15[3

seklinde olur. Burada ﬁ optimal biiziilme katsayis1 (veya

(2.4)

yogunluk) olup 0 ile 1 arasinda deger alir. Bu deger aym
zamanda gozlemlerin bir fonksiyonu da olabilir. D mat-
risi ise biiziilme hedefi olarak adlandirilir. D *nin naive
formu,

[3 — tr(iMLE) I
p

seklindedir. Burada tr(.) matrisin izini, A4 i j

1 =
) =(Fz/1j)|p =11, @5
j=1

L.

> P

805

E. Pamukgu
Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Dergisi
Cilt 13, Say1 3, s 803-813

icin tahmin edilen 6rnek kovaryans matrisinin 6zdegerle-

rini ve A Ozdegerlerin aritmetik ortalamasini gdsterir.
Denklem (2.4)’deki diizgiinlestirilmis kovaryans matrisinin
tahmininde genel formdaki agirlikli ortalamanin kullanil-
masi ile tahmin edilen kovaryans matrisi igin, asir1 dere-
cede biiylik veya asir1 derecede kiiciik 6zdegerler lizerinde
daha diisiik agirlik koyulur. Boylece asir1 derecede biiyiik
veya kiigiik 6zdegerlerin etkisi azaltilir ve daha saglam bir
tahmin edici elde edilmis olur.

Bu caligmada ilgilenilen problem kapsaminda, asagidaki
diizenlilestirilmis (regularized) veya diizlestirilmis (smoot-
hed) kovaryans tahmin edicileri kullanilmistir. Bunlar lite-
ratiirdeki orijinal isimleri ile: Empirical Bayes tahmin edi-
cisi [11]

A

EB

- -1
=X+ P — 1,
ntr(x)
Stipulated Ridge tahmin edicisi [12]

(2.6)

A A A -1
Zge =2+ p(p —l)[Zn.tr(Z)] I, @7
Stipulated Diagonal tahmin edicisi [12]

Seoe = (1-7)% + zdiag(X) (2.82)
7=p(p —1)[2n.tr(ﬁ*1)— pT (2.8b)
Convex Sum tahmin edicisi [13; 14]
. n . n | tr)
I X+ 1-—— || —— |, 9
N ( n+mj{ p } p 299
2l p(1+ p)-2
O<m< M (2.9b)
p-p
tr()
=— (2.9¢)
P =G )
Bozdogan’in Convex Sum tahmin edicisi [15]
Secse = P2+ (1-p)D (2.10a)
p= 1 (2.10b)
(94
1 p
a=——->Var(x;) (2.10¢)
n _1 j=1

Ayrica denklem (2.4) formunda olmayip sadece kovaryans
matrisinin 6zdegerlerini daha stabil hale getiren bir bagka
yap1 da Thomaz Stabilizasyonu’dur [16]. HCE’nin hesap-
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lama adimlarindan biri Thomaz Stabilizasyonu’na dayan-

maktadir. Bu yap1 asagidaki hesaplama adimlarindan olus-
maktadir.
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A

. » ornek kovaryans matrisinin i. 6zdegeri, A ; Ozdeger-
lerin ortalamasi, V; 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

olmak tizere,

0

max(4,,4)
A = :

(2.11a)
0 max(4,,4)

2.11a denklemi ile, kovaryans matrisinin ortalamadan biiyiik
Ozdegerleri degismez birakilitken ortalamadan  kiigiik

.
ozdegerlerinin yerine 6zdegerlerin ortalamasi alinarak A
kosegen matrisi olusturulur.

S =VAV 2.11b)

Ozdegerleri stabil hale getirilmis yeni kovaryans yapisi 2.11b
denkleminde tanimladig: gibi hesaplanir.

2.2 Maksimum Entropi Kovaryans Tahmin Edicisi
Ozdegerlerin biiyiik cogunlugunun negatif veya sifir olarak
elde edildigi durumlar i¢in muhtemel bir ¢dziim Maksi-
mum Entropi Kovaryans Matrisi’dir [3]. Bu kovaryans ya-
pis1, 6rnek kovaryans matrisine gore daha fazla farklilig:
ortaya koyar ve veri girisinin kovaryans matrisi seklinde ol-
dugu ¢ok degiskenli yontemlere yazilabilecek bir program
sayesinde kolaylikla uygulanabilir. Asagidaki paragrafta,
maksimum entropi kovaryans matrisinin hesaplama adim-
lar1 tanitilacaktir.

Iki degiskenli durum igin asagidaki gibi bir Z matrisi ele
alinsin.

XY

(2.12)

X, Yn |

Adim-6: D ridge matrisi hesaplanir:

1 2 1 2 2
eI TRE) s (GBI AR
0
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Adim-1: Sira istatistikleri olusturulur:

0

X=x'<x? <. <x"=x" (2.13a)
Y=y <y <<y =y (2.13b)
Adim-2: Birincil orta noktalar hesaplanir:
Ui ygd#ly i
gj =5(x +x) 1=0,1,...,n (2.14a)
Loy i
1, :E(y +y™) J=0,1,..,n  (2.14b)

Adim-3: Birincil orta noktalarn yardimu ile ikincil orta
noktalar hesaplanir:

.oN  (2.150)

N 15b)
Adim-4: Her bir gdzlem ¢ifti B, = (X, Y, ) i¢in, baziive
j degerleri vardirki (X,, Y, )= (x',y') dir. Buradan ikin-
cil orta noktalarla iliskili olan (Yi , 7’) ¢ifti vardir. Bu
noktay1 Isk =X, Y= (X',¥') olarak tammlayalim.

P, . orijinal Pk gbzlem noktasinin bir déniisiimiidiir.

Adim-5: Tkincil orta noktalarin i¢ ¢arpim matrisi C olustu-
rulur:

1 o —u 1 - e o
| REETD JEONED| )
YE-NE-D X G-
0 2.17)
% (77]_771'71)2+6Ln{(771_770)2+(77n_77n71)z}
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Adim-7: Maksimum entropi kovaryans matrisi C+D’dir.
Burada C pozitif tanimli genel yayilim matrisi, D kdose-
genlerinde pozitif elemanlarin oldugu pozitif taniml kose-
gen matrisidir. Bu pozitif elementler, degiskenlerin ardigik
birincil ve ikincil orta noktalarinin arasindaki farklarin agir-
liklandirilmis bir kareler toplami formundadir ve bu ele-
mentler maksimum entropi kovaryans matrisinde bir ridge
olarak hizmet eder. Diger bir ifadeyle, genel ridge tipi tah-
min edicilerinde oldugu gibi ridge parametresinin nasil se-
cileceginden endise etmeksizin, direkt ve otomatik olarak
veriden iiretir. Istatistik literatiiriinde ihmal edilmis maksi-
mum entropi kovaryans matrisinin tanitilmasinin ana fikri,
asir1 derecede kiiciik 6rneklem problemine sahip veri setle-
rinde singiiler ve kotii sartlandirilmis kovaryans matrisini
pozitif tanimli yapmasidir. Ayrica maksimum entropi ko-
varyans matrisi hakkinda ilging olan bir bagka sey, lineer ve
lineer olmayan sira istatistiklerini kullanarak daha fazla
bilgi kullanmasidir. Bu sira istatistiklerinin kullanim ile
veri setinde ortalama, mod ve medyan gibi istatistikler et-
kilenmez. Bu da verinin siralanmasi ile aslinda verinin de-
gistirilmedigi anlamina gelmektedir. Maksimum entropi
kovaryans matrisinin hesab1 hizli ve yiiksek boyutlu veri
setleri i¢in etkilidir ve agir degildir. Bunun i¢in yukarida iki
degiskenli durum i¢in tanimlanan maksimum entropi ko-
varyans matrisi, p- degiskenli duruma genellestirilmis ve
Matlab modiilii yazilmigstir.

Celal Bayar University Journal of Science
Volume 13, Issue 3, p 803-813

2.3 Hibrit Kovaryans Tahmin Edicisi (Hybrid Covari-
ance Estimator-HCE)

Bu calisma kapsaminda ilgilenilen problem olan yiiksek
boyutlu kiigiik 6rnekleme sahip veri setleri i¢in, bu verilerin
kovaryans matrislerinin maksimum olabilirlik tahminle-
rinin singiiler yaptya sahip olup, pozitif tanimli olmayacak-
lar1 agiktir. Bu nedenle, maksimum olabilirlik tahminleri
kullanilarak yapilacak klasik ¢cok degiskenli istatistiksel an-
alizlerin dogrulugu ve gecerliligi siiphelidir. Dolayisi ile
veri girisinin kovaryans matrisi seklinde oldugu ¢ok
degiskenli analizler icin singiilerlikten uzak iyi sart-
landirilmig bir kovaryans yapisinin elde edilmesi oldukg¢a
onemlidir. Bu noktadan hareketle Pamukcu ve ark. (2015)
tarafindan Hibrit Kovaryans Tahmin Edicisi-HCE
gelistirilmisti. HCE’nin hesaplama adimlar1 asagidaki
gibidir:

Adim-1. Maksimum olabilirlik veya maksimum entropi
kovaryans tahmin edicisi hesaplanir

Adim-2: Thomaz stabilizasyon iglemi uygulanir

Adim-3: Stabilize edilmis kovaryans yapis1t Boliim 2.1°de
bahsi gecen diger kovaryans yapilart igin baslangig
kovaryansi olarak kullanilir

Ornek olarak ﬂ,l , maksimum entropi kovaryans matrisinin

i. 0zdegeri, A ; Ozdegerlerin ortalamasi, V; 6zdegerlere
karsilik gelen 6zvektorler olmak tizere,
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0

*

max(4,,4)
A = :

(2.18a)

0 max(4,,1)

Sye s =VAV (2.18b)

ile maksimum entropinin stabilizasyonu hesaplanir. Bu
kovaryansin Convex Sum yapisinda kullanilmas: ile
HCE=ME STA CSE kovaryans matrisi elde edilmis olur.
Bu yap1 denklem 2.19 (a-b)’da verildigi gibidir.

> n s n ) trE )
Fre s cse :szE*STA J{l_ n+ mj{ M;*STA } !
(2.192)
- SN2
0<m< 2[9(1+,6’) 2] :tr(é) (2.19)
P-4 tr(2?)

Benzer sekilde diger kovaryans yapilarinin da hibrit form-
lar1 elde edilebilir. Stabilizasyon+Hibridizasyon kullan-
manin mantig1r ve matematiksel temasi, biiziilmeye gore
pozitif tanimlilig1 basarmak ve diizgilinlestirilmis yapilar ile
hibrit yapmadan 6nce, stabilizasyon ile kovaryans matris-
inin daha biiyiik 6zdegerlerini degismeden tutarak, daha az
uygun ve daha kii¢iik olan 6zdegerlerini genisletmektir.

2.4 Model Se¢cim Kriterleri

1970’1erin basindan beri, ge¢tigimiz birkag on yilda, model
secim algoritmasi ve kriterleri ile ilgili bircok ¢alismaya
rastlamak miimkiindiir. Bunlar arasinda klasik model se¢im
metotlar1 ve bilgi kriterlerine dayanan model se¢im me-
totlar1 yer almaktadir. Klasik se¢cim metotlar1 genellikle
hipotez testleri ile gerceklestirilir.Bilgi kriterlerine dayanan
model secim metotlari, klasik yaklasimlara bir alternatif
olusturmaktadir. Bu tiirdeki kriterlerin temel fikri, gergek
model ve en uygun model altinda cevap degiskenlerinin
dagilimlar1 arasindaki Kullback-Leibler uzakligini mini-
mize etmektir.

Akaike, 1973 ve 1974 yillar1 arasinda ard arda yayinladigi
makaleler [17,18] ile istatistiksel modelleme ve istatistiksel
model tespiti veya degerlendirmesi alanlarindaki
gelismelere 6n ayak olmustur. Bu nedenle bu alandaki ilk
arastirmacilardan biri olarak kabul edilmektedir. Ortalama
beklenen olabilirligin logaritmasinin -2 katinin yansiz
kestiricisi olan AIC, modelin uyum eksikliginin deger-
lendirilmesi ve parametre sayismin cezalandirilmasi
esasina dayali bir kriterdir. Parametre sayisinin ceza terimi
olarak kritere eklenmesi, AIC’ni farkli boyutlu modellerin
karsilagtirilmasina imkan saglayan bir hale getirmektedir.

L(é) , maksimize edilmis olabilirlik fonksiyonu, 0 , model

alinda @ parametre vektoriiniin maksimum olabilirlik
tahmini ve k modeldeki bagimsiz parametre sayisini



j

gostermek lizere,
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AIC =-2log L(0) + 2k (2.20)
seklinde tanimlanir. Akaike tipi bilgi kriterleri ise,
Akaike’nin AIC kriterini temel alan kriterlere verilen genel
bir addir. Bayes Bilgi Kriteri (Bayesian Information Crite-
rion-BIC) olarak da bilinen ve Schwartz 1978 [19] tarafin-
dan gelistirilen Schwartz Bayesci Bilgi Kriteri ( Schwart’s
Bayesian Information Criterion-SBC),

SBC =—2log L() + k log(n) 2.21)
ve denklem 2.22 ile tanimlanan Bozdogan, 1987 [20]
tarafindan geligtirilen Tutarli Akaike Bilgi Kriteri (Con-
sistent Akaike Information Criterion-CAIC),

CAIC =-2log L(0) +k[log(n) +1]
Akaike tipi bilgi kriterlerinden bazilaridir.

(2.22)

Bilindigi tizere, 6rneklem biiyiikligii arttikga, AIC’nin ilk
terimi artar fakat ceza terimi olan 2k, degismez. Bunun an-
lam1 ceza teriminin yanlih: telafi etmedeki etkisinin, n
orneklem biiyiikliigl arttikga azalmasidir. O halde, AIC
bilgi kriterinin tutarliligimin asimptotik durumda siipheli
oldugu sdylenebilir. Ayrica, ceza teriminin Oniindeki 2
sayisinin kullanimi da literatiirde elestirilmis ve Bhansali
ve Downham (1977)’de 2’nin yerine bir a sabiti koyarak bu
sabitin 1 ile 4 arasinda degerler alabilecegini sOylemistir
[21]. Rissanen ise (1978)’de bu saymin rasgele secildigini
bildirmistir [22]. Bu noktadan hareketle Bozdogan
(1987)’de AIC kriterini gelistirmek, genigletmek ve onu
asimptotik durumda tutarli yapmak i¢in 6nce Tutarl
Akaike Bilgi Kriteri CAIC’ni 6nermistir [20].

Buraya kadar bahsi gegen bilgi kriterlerinin en biiytik eksi-
kligi degiskenler arasindaki iligkileri goz ardi1 ederek model
secimi yapmalaridir. Istatistiksel modellerde en iyi modelin
secimi, arastirmacinin degiskenler arasindaki iliskiler
hakkinda kesin bilgisinin olmadigi durumlarda ayrica
onemli bir sorundur. Bu noktadan hareketle, Bozdogan
sadece uyum iyiligi ve model yalinligin1 degil, ayn1 za-
manda modelin karmasikligini da géz oniine alarak ICOMP
tipi kriterleri gelistirmistir [23-28,15,9].

ICOMP, (I; Information-COMP; Complexity) Bozdogan
tarafindan (1988) yilinda, ¢ok degiskenli dogrusal ve
dogrusal olmayan modellerde model se¢imi i¢in gelistirilen
bir kriterdir. Her ne kadar AIC temeline dayanan bir 6l¢ii
olsa da, AIC’dan farkli olarak
ICOMP;
i. Sonlu 6rneklem dagilimlarindan baslayarak bir
modelin parametre kestirimlerinin kovaryans
matris 6zelliklerinin bilgiye dayali belirlenmesini
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il. Bir modelin dogrulugunun belirlenmesinde yeni
bir yaklasim olarak ters Fisher bilgi matrisi-IFIM
ozelliklerinin bilgiye dayali belirlenmesini
kullanir. Model karmasikliginin bir 6l¢iimii olmaksizin,
model davranmigmi kestirmek ve model kalitesini deger-
lendirmek zordur. Bu nedenle ICOMP tipi Kkriterlerin
amaci; bir modelin karmagikligi ve uyum iyiligi arasindaki
en uygun dengeyi saglamaktir. ICOMP, asagidaki kayip
fonksiyonunu tahmin etmek i¢in tasarlanmustir.

Kaywp =
Uyum eksikligi + Parametrelerin ceza terimi + Komplekslik 6lgiisii
AlC

Icomp

AIC, sadece uyum eksikligi ile ceza terimi arasinda bir
denge kurmayi amaglarken; ICOMP, modeldeki para-
metrelerin birbirleriyle nasil iligkili olduklarini 6lgen bir
komplekslik Olgiisii de gdz Oniine alarak bu dengeyi
kurmay1 amaglar. Bu nedenle, bagimsiz parametre sayisini
direkt olarak cezalandirmak yerine, modelin kovaryans
kompleksligini cezalandirir. Buradan ICOMP,

ICOMP = 2logL(0)+2C,(Z)  (2.23)

seklinde tanimlanir. Esitligin ikinci terimi olan C,(X)

Bozdogan (1990) tarafindan ortaya atilan ¢ok degiskenli
normal dagilimlt dogrusal veya dogrusal olmayan modelin
karmagikliginin en biiyiik bilgi teorik dl¢timii (maximal in-
formation theoretic measure of complexity) olarak

adlandirilir [24] ve
C.(®) =glog{ }

seklinde hesaplanir. Denklem 2.24 igin gerekli diizen-
lemeler yapilirsa,

tr(%)

1

——log|X 2.24
5 glZ| (224

|:tr( ):|

1 p
C(E)==log=——= 225
1() ) g |Z| ( )

ifadesi de yazilabilir. |X| , genellestirilmis varyans ve

tr(¥)

toplam varyans ortalamasi oldugu i¢in kom-

plekslik, genellestirilmis varyans ile toplam varyans ortala-
masmin geometrik ortalamasi arasindaki logaritmik oran
olarak da yorumlanabilir. Dahasi, eger X ‘nin 6zdegerleri

A Ayseis Ay olarak almirsa, 0 zaman

r) = 1

L = /1a =— Z /ll 6zdegerlerin aritmetik ortalamasi,
P
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)
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mast olmak lizere, 2 ‘nm kompleksligi
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(H A ) Ozdegerlerin geometrik ortala-

C,(Z)= plo (2.26)

>ﬁ|| o

g
olarak da yorumlanabilir. C,(X), X ‘nin 8zdegerlerinin

nasil esit olmadigini 6lger ve tek bir fonksiyon i¢inde de-
terminant ve iz olarak adlandirilan ¢ok degiskenli sagilimin
en basit iki 6lgegini igerir. X ‘mn tam rankli olamadig1 du-
rumlarda p degeri genellikle s=rank(X) olacak sekilde
degistirilir. Bu konuyla alakali daha detayli bilgi i¢in
[23,24,28] kaynaklarina bagvurulabilir. ICOMP’in farklt
uygulama sahalarinda tanimlanan ve uygulanan bagka
yapilar1 da s6z konusudur. Ters Fisher Bilgi Matrisi (In-
verse Fisher Information Matrix-IFIM)’in kullanildigi
ICOMP_IFIM, sonsal beklenen fayday: (Posterior Ex-
pected Utility PEU) maksimize etmek amaciyla
ICOMP’mm Bayes uyarlamast ICOMP_PEU, hatali belir-
lenen modellere kars1 dayanikli formu ICOMP_Miss bun-
lardan sadece bazilaridir. Bu kriterler ICOMP tipi kriterler
olarak adlandirilir. Daha detayll bilgi i¢in [23-28,15,9]
kaynaklarindan faydalanilabilir.

2.5 ICOMP ve HCE ile Onerilen Yaklasim: Hibrit Re-
gresyon Modeli (HRM)

Ornek varyans-kovaryans yapisinda singiilerlik problem-
inin oldugu yiiksek boyutlu kiigiik 6rnekleme sahip n<<p
olan veri setinde;

Adim-1: Veri seti i¢in farkli ZHCE kovaryans matrisleri

tahmin edilir.

Adim-2: ZHCE , coklu regresyon ¢dziimlemesinde X ' X

Gram matrix yerine kullanilir.

Adim-3: Farkli kovaryans yapilari ile olusturulan modeller
arasindan ICOMP degerinin minimum oldugu model en iyi
model olarak belirlenir.

Caligmada, ICOMP’m yam sira Akaike tipi bilgi kriter-
lerinden AIC ve CAIC kriterleri de alternatif olarak
kullanilmistir. Dolayist ile HRM analizinde model se¢imi
icin kullanilacak bilgi kriterlerinin tiiretilmesi gerekmekte-
dir. Bu kriterler; k parametre sayisi, n gézlem sayisi olmak
lizere asagidaki gibi tamimlanir.

AlC:

AIC(HRM) = nlog(27) + nlog(6%) +n+2K (2.27)

CAIC:
CAIC(HRM) =nlog(27) + nlog(6?)+n+k(log(n)+1)
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(2.28)
seklinde hesaplanir. Burada 6= lz ( Y, — Y )2 “dir.
i=1
ICOMP:
ICOMP,,.(HRM) =nlog(27)+n log(&z)
(2.29)

+n+ 2C1 (COV(ﬂHRM )Misspec)
seklinde hesaplanir. Burada,
n

S| =

Q) EMD
¥_/

= Carpiklik katsayisi =

Ve

g

1
nll

K, = Basiklik katsayisi =

olmak tizere

'
COV(ﬂHRM )Misspec =
0’\_2 n nsk 6-2
D R R 0
0 26 || nS n(K -1 26"
n |L26° 46* n

seklinde tanimlanir.

3 Bulgular
3.1 Simiilasyon Calismasi

)y icin teorik olarak veri setine uygun kovaryans
HCE y y

A

yapilarindan herhangi biri segilebilir. ZHCE , bugtine kadar
bir ¢ok farkli veri seti lizerinde farkli yontemleri denemek
amaciyla bir ¢ok kez test edilmistir. Bu nedenle, simiila-
syon calismasinda simdiye kadar yapmis oldugumuz
caligmalardan edindigimiz bilgiler 1s18inda asagidaki
kovaryans yapilar1 kullanmilmugtir. Hesaplamalarda Matlab
programi kullanilmustir.

Tablo 1. HRM igin simiilasyon caligmasinda kullanilan
kovaryans yapilari

Hibrit Kovaryans Model
1 ME* HRM1
2 MLE_STA CSE HRM2
3 ME_STA _CSE HRM3
4 MLE_STA BCSE HRM4
5 ME_STA BCSE HRMS5

*ME: Maksimum Entropi Tahmini, MLE: Maksimum Olabilirlik Tahmini,
STA: Thomaz Stabilizasyonu, CSE: Convex Sum Tahmini, BCSE:
Bozdogan Convex Sum Tahmini.
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Simiilasyon Protokolu:
e P;: Birbiriyle korelasyona sahip ilgili degiskenlerin
sayisl
P,: ilgisiz ya da gereksiz degiskenlerin say1st

P: Veri setindeki toplam degisken sayisi= Pi+ P,
n: Gozlem sayisi
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etkisi ilerleyen paragraflarda tartigilacaktir.

flgisiz degiskenlerin olusturdugu (nxP,) boyutundaki veri
seti U(0,1) tekdiize dagilimdan tiiretilirken, ilgili degisken-
lerin olusturdugu (nxP;) boyutundaki veri seti, sifir ortala-
mali ve X varyans-kovaryans matrisine sahip cok
degiskenli normal dagilimdan tiiretilmistir. Degiskenler

. Xl(nxpl) 0 MVN(0,X) arasinda korelasyon olmast agisindan Y asagidaki gibi
tanimlanmustir. Ornek olarak r=0.5 ve P1=5 alinmustir.
. XZ(nxpz) du(@,1
o r: Korelasyonlu degiskenler arasindaki korelasyonu r r r
belirleyen say1=0.5 Lo E Z g
e O :Hata varyansi=0.25
e ¢&:Hata r 1 r rr
o Yy=Xpf+eo 2 4
Bu protokol i¢in farkli p/n oranlarini elde edebilmek 2 7
amaciyla cesitli senaryolar denenmistir. Py
Senaryo-1: P=10, P=20, P=P1+P,=30 igin n=5, 10, 15,20 e b 231)
allnar?k (I.1xp.):'(5x30), (10x30), (15x30), (20x30) veri rrr )
setleri liretilmistir. - — —r 1
18 4 2 i
Senaryo-2: P;=20, P,=30, P= P,+P,=50 i¢in n=10, 20, 30, .
40 alzarak (nxp)=(10x50), (20x50), (30x§0), (40x50) veri 1 0.500 0250 0.125 0.062
setleri iiretilmistir. 0.500 1 0.500 0.250 0.125
Senaryo-3: P1=80, P,=20, P= P+P,=100 icin n=10, 20,21,  —| 0-250 0.500 1 0.500 0.250
50 alinarak (nxp)=(10x100), (20x100), (21x100), (50x100) 0.125 0.250 0.500 1 0.500
veri setleri tiretilmistir.
10.062 0.125 0.250 0.500 ]
Son senaryoda gézlem sayisindaki bir birimlik degisimin
Tablo 2:. Senaryo 1 i¢in HRM modellerinin bilgi kriteri degerleri (P,=10, P,=20, P= P,+P,=30)
n=5 HRMI1 HRM2 HRM3 HRM4 HRMS
AIC 137.616 128.653 146.122 126.713 146.451
CAIC 155.899 146.936 164.405 144.997 164.734
ICOMP 78.616 69.653 87.122 67.713 87.451
n=10 HRM1 HRM2 HRM3 HRM4 HRMS
AIC 234.728 178.531 235.809 181.830 234.782
CAIC 273.806 217.608 274.887 220.907 273.860
ICOMP 175.728 119.530 176.809 122.829 175.782
n=15 HRM1 HRM2 HRM3 HRM4 HRMS5
AIC 326.611 201.015 314.254 206.445 311.583
CAIC 377.853 252.256 365.496 257.686 362.825
ICOMP 267.611 142.013 255.254 147.444 252.583
n=20 HRMI1 HRM2 HRM3 HRM4 HRMS
AIC 403.324 286.657 412.244 302.203 412.197
CAIC 463.196 346.529 472.116 362.075 472.069
ICOMP 344.324 227.657 353.244 243.203 353.197
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Tablo 3. Senaryo 2 icin HRM modellerinin bilgi kriteri degerleri (P,=20, P,=30, P= P,+P,=50)

n=10 HRMI HRM2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 279.558 248.454 295.389 247.408 296.374

CAIC 344.687 313.583 360.518 312.538 361.503

ICOMP1 180.558 149.454 196.389 148.408 197.374

n=20 HRMI HRM2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 508.892 340.844 497.480 350.530 488.077

CAIC 608.679 440.630 597.267 450.317 587.863

ICOMP1 409.892 241.843 398.480 251.530 389.077

n=30 HRM1 HRM?2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 651.883 503.700 679.901 529.626 681.774

CAIC 771.942 623.760 799.961 649.686 801.833

ICOMP1 552.883 404.700 580.901 430.626 582.774

n=40 HRM1 HRM?2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 990.660 576.723 971.535 612.517 975.226
CAIC 1125.10 711.167 1105.979 746.961 1109.671

ICOMP1 891.660 477.723 872.535 513.517 876.226

Tablo 4. Senaryo 3 icin HRM modellerinin bilgi kriteri degerleri (P,=80, P,=20, P= P;+P,=100)

n=10 HRM1 HRM2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 456.5085 393.2942 447.1549 383.6019 438.1423
CAIC 586.767 523.5527 577.4134 513.8604 568.4008
ICOMP1 257.5085 194.2942 248.1549 184.6019 239.1423

n=20 HRM1 HRM2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 738.1502 566.6225 719.7299 565.9338 696.6322
CAIC 937.7234 766.1957 919.3032 765.5071 896.2054
ICOMP1 539.1502 367.6225 520.7299 366.9338 497.6322

n=21 HRM1 HRM2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 748.8445 565.6283 730.654065 565.7666 706.0466
CAIC 953.2967 770.0806 935.1063088 770.2189 910.4989
ICOMPI 549.8445 366.6283 531.654065 366.7666 507.0466

n=50 HRM1 HRM2 HRM3 HRM4 HRM5
AIC 1478.337 1007.262 1452.223 1043.292 1423.937
CAIC 1769.54 1298.464 1743.425 1334.495 1715.139
ICOMPI 1279.337 808.2622 1253.223 844.2925 1224.937

Ucg farkli senaryoda iiretilen 12 farkli veri seti hem klasik
regresyon ile hem de Tablo-1’de verilen 5 farkli kovaryans
ryans kovaryans yapisindaki singiilerlik probleminden
dolay1, rank sayis1 kadar degiskenin sifirdan farkli oldugu,
digerlerinin sifir olarak elde edildigi goriilmiistiir. HRM ile
analiz yapildiginda ise, kovaryans yapisindaki singiilerlik
problemi ortadan kalktig1 i¢in degisken sayisi kadar sifir-
dan farkli regresyon katsayisi elde edilebilmistir.
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yapisi kullanilarak analiz edilmistir. Klasik regresyon yont-
emi ile analiz edildigi zaman, 6rnek va

Hangi kovaryans yapisinin en iyi sonucu verdigi ise bilgi
kriterleri kullanilarak belirlenmistir. Sonuglar Tablo-2,3 ve
4’deki gibidir. Ayn1 veri seti igin kullanilan farkli kovaryans
yapilari arasindan bilgi kriterlerinin minimum olarak elde
edildigi model en iyi model olarak se¢ilmistir ve koyu renk
yazilarak belirtilmigtir. Tiim senaryolarda en iyi sonuclar1
veren HCE yapilart MLE_STA CSE ve MLE _STA BCSE



/
olarak tespit edilmistir. p/n oranina bagli olarak iki
kovaryans yapisindan biri uygun olmaktadir. ilk iki sen-
aryoda p/n oranmin 5 oldugu sezgisel olarak anlagilmistir.
Yani degisken sayis1 gézlem sayisinin 5 kat1 ve {istiinde ise
MLE STA BCSE kovaryans yapisi, bu oran diistiikge
MLE STA CSE kovaryans yapist iyi sonu¢ vermektedir.
Son senaryoda, bu durum n=20 ve n=21 alinarak test

edilmistir. Gergektende, n=21 oldugu yani p/n orani 5’in
altina diistiigii anda uygun kovaryans yapisi degismistir.
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4 Tartisma ve Sonu¢

Klasik ¢ok degiskenli istatistiksel yontemlerin bir¢ogu,
X'X matrisinin ve onun tersinin hesaplanmasini gerektirir.
Ancak n<<p oldugu durumlarda X'X matrisinin tersinin
(precision matrix) hesaplanamamasi, bu veri setlerinde kla-
sik yontemlerin kullanilmasi agisindan karsilasilabilen en
biiyiik zorluklardan biridir. Literatiirde, n<<p i¢in ¢esitli
kovaryans matrisleri tanititlmaya devam edilmektedir. Bun-
lardan bir tanesi de Pamukgu ve ark. tarafindan 2015°de
onerilen Hibrit Kovaryans Tahmin Edicisi (Hybrid Covari-
ance Estimator-HCE)’dir. Bu calismada, ilk olarak n<<p
problemine sahip veri setleri i¢in, HCE kovaryans matrisi-
nin yapisi tanitilmigtir. n<<p olan veri setleri i¢in, HCE 6z-
degerlerinin daha duragan bir yapiya sahip oldugu ve sin-
giiler olmayan bir kovaryans matrisidir. HCE ile ¢ok de-
giskenli istatistiksel yontemler gelistirilmeye ve tanitil-
maya devam edilmektedir. Bunlardan bir tanesi olarak bu
caligmada Hibrit Regresyon Modeli (HybridRegression
Model-HRM) tanitilmigtir. n<<p ig¢in, farkli n ve p oranla-
rinda tiiretilen veri setleri HRM ile analiz edilmistir. Klasik
regresyon modeli, bu tarz verilerle basa ¢ikabilecek sekilde
tasarlanabilmis degildir. Nitekim, klasik regresyon modeli
ile katsayilarmn biiyiik ¢ogunlugu sifir elde edilmisti. HRM
icin farkli 5 model denenmis, hepsinde de degisken sayisi
kadar katsay1 hesaplanabilmistir. Yapilan simiilasyon ¢alig-
masi neticesinde, en iyi kovaryans yapisinin p/n oranina
baglt olarak degiskenlik gosterdigi ve pm < 5 igin
MLE/STA/CSE, p/n > 5 i¢cin MLE/STA/BCSE en iyi ko-
varyans yapilari olarak tespit edilmistir.

Bundan sonraki asama katsayilar1 hesaplanabilen p adet de-
gisken arasindan cevap degiskeni iizerinde en ¢ok etkiye
sahip olan degiskenlerin tespit edilmesi agamasidir. Model
secimi, temelde agiklayict degiskenlerden hangi bir veya
birkaginin cevap degiskeni iizerinde etkili oldugunu ortaya
koyarak mevcut modeller altkiimesi i¢ginden en iyi modelin
bulunmast ile ilgili bir siiregtir. Ozellikle agiklayic degis-
kenlere iliskin alternatif alt kiime sayisi, yiiksek boyutlu

veri setleri i¢in milyonlari bulabildigi ( p=20 igin 2%
=1048576 adet degisken kombinasyonunun olmasi gibi) bir
gercektir. Bu Olgiide genis bir ¢6ziim uzay1 i¢inden en iyi
modeli se¢ebilmek i¢in klasik ileri dogru, geri dogru ya da
adimsal tekniklerden ziyade ICOMP tipi bilgi kriterlerinin
amag¢ fonksiyonu olarak kullanildig: genetik algoritma gibi
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bazi niimerik optimizasyon teknikleri ve stratejilerinin
kullanilmasi onerilmektedir. Tim degiskenler i¢inden en
iyilerinin tespit edilmesi probleminin ¢6ziilmesinin ardin-
dan yontemin etkinligi gercek veriler lizerinde gosterile-
bilecektir.
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