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Oz

Bu ¢alismada, rasyonel parametrizasyonlar yardimiyla verilen iki
regle ylzey arasindaki tim afin denklikleri hesaplayan yeni ve
etkili bir yontem sunulmaktadir. Yontem, temelde, afin
diferansiyel invaryantlari denklikleri  tespit
etmektedir. Bu sayede, benzer problemi ¢6zen metotlardan

kullanilarak

farkl olarak hesaplamayi zorlastiran ve hesaplama siiresinin
uzamasina sebep olan polinom sistemi ¢6zimlerine ihtiyag
duymamaktadir. Bu yontem bir algoritma haline getirilmis ve
yéntemin performansi Maple™ (2021) bilgisayar cebir sistemi
kullanilarak, genis kapsamli testlerle incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Regle yiizeyler; Afin denklik; Afin simetri; Algoritma.

Afyon Kocatepe Universitesi

Abstract
A novel and efficient method for computing all affine

equivalences between two ruled surfaces using rational
parameterizations is presented in this paper. The technique
essentially uses affine differential invariants to find equivalences
in contrast to other methods, our method does not require
polynomial system solutions, which complicate computations
and increase computation time. The performance of the method
was thoroughly tested using the Maple™ (2021) computer
algebra system after it had been transformed into an algorithm.

Keywords: Ruled surfaces; Affine equivalence; Affine symmetry;
Algorithm.

1. Girig

Bir ylizeye, bir afin donlisim uygulanarak elde edilen
ikinci ylzeye birinci ylzeyin afin dengidir, ya da iki ylzey
denir. Afin
Bilgisayarli Gérii ve Oriintii Tanima gibi alanlarda oldukca

afin  denktir denkliklerin  belirlenmesi,
onemlidir. Clnk{ bu alanlarda nesneler bir veri tabaninda
depolanir. Daha az depolama kapasitesi kullanmak igin
nesneleri, belli bir dénlsim altinda bilinen nesne ile
Dahasi Afin

denkliklerin/simetrilerin tespiti ile iki nesne arasindaki

iliskilendirmeye  ihtiyag  duyulur.

tim izometriler, simetriler (merkezi simetriler, bir
diizleme gore yansimalar, dénel simetriler) de belirlenmis
olur. Ornegin bir yiizeyin simetrilerinin bilinmesi, yiizeyin
geometrisini anlamak icin ve hatta ylzeyi dogru bir
sekilde gorsellestirebilmek igin oldukga faydalidir. Bundan
dolayi goriintii depolama, nesne tespiti gibi islemlerde
etkin olarak kullanilir. Bu durum, birgok metodun
gelistiriimesine yol agmistir. Son yillarda bircok makale,
egriler ve ylzeyler icin benzer problemleri ele almistir
(Alcazar vd. 2015, Alcazar ve Hermoso 2016, Alcazar ve

Goldman 2017, Alcazar ve Quintero 2020, Alcazar vd.

2022, Bizzarri et al. 2020, Chen et al. 2001, Chen and
Wang 2003, Gozutok vdl. 2023, Hauer ve Jittler 2018,
Hauer vd. 2018, Perez-Diaz ve Shen 2014).

Bunlardan Alcazar ve Quintero (2020), Chen vd. (2001),
Chen ve Wang (2003), Perez-Diaz ve Shen (2014) in
calismalarinda dogrudan regle yizeyler arastirilmistir.

Bu calismada, Alcazar ve Quintero (2020)’ de elde edilen
bulgulardan yararlanarak gelistirilen yeni ve etkili bir
yontem sunulmaktadir. Yontem, benzer problemi ele alan
diger calismalardan farkli olarak, Alcazar vd. (2015)
calismasindan esinlenilerek ilk kez Gozutok vd. (2023)
calismasinda sunulan, denklik problemine diferansiyel
invaryantlar yardimiyla ¢6zim arayan bir yaklasima
dayanmaktadir. Bu yaklasim sayesinde ¢ok bilinmeyenli,
yliksek dereceli, zorlu denklem sistemi ¢6ziimiinden
kaginilmis olunmaktadir.
Her denklik problemi, donisiimin kendine has
ozelliklerinden dolay1 farkli bir diferansiyel invaryant
fonksiyon kiimesine ihtiya¢ duymaktadir. Bu da elde

edilen invaryantlarin diger denklik problemlerinde elde
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edilenlerden farkli ve yeni olmasini saglamaktadir. Ayrica
olusturulan algoritma yardimiyla elde edilen test
sonuglar da yontemin bu konudaki benzer ¢alismalara

oranla ne kadar etkili oldugunu kanitlamaktadir.
2. Materyal ve Metot

2.1. On bilgiler

S1,S,, asagida verildigi gibi, standart formda reel rasyonel
parametrizasyonlar 1y, 1, yardimiyla tanimlanan iki regle
ylzey olsun.

1i(t,s) = x;(t) + sy, (1) €Y

Perez-Diaz ve Shen (2014) calismasinda verilen bir
algoritma ile, standart formda verilmemis bir regle
ylzeyin standart forma donUstirilmesi saglanmistir.
Burada, x;(t) taban egrisi (the base curve) ve y;(t) ise
gosterge egrisi (the director curve) olarak adlandirilir (O
Neill 2006).

Bu asamasindan sonra, S regle ylzeyinin cift kath regle
yuzey (dizlem, hiperbolik paraboloit ve tek kanath

hiperboloit) olmadigini varsayacagiz. Cunka,
paraboloitlerin ve hiperboloitlerin afin denklikleri, onlarin
kapali denklemleri yardimiyla kolayca
belirlenebilmektedir. Ayrica her bir regle vyizey

parametrizasyonu uygun, yani en fazla ylizeyin bir boyutlu
alt kimesi hari¢ birebir, oldugunu kabul edecegiz.
Bunlarin yaninda, y;(t) nin bileseni olan ti¢ polinomun en
blyiik ortak béleninin 1 oldugunu varsayacagiz. Boylece,
tersinir  oldugundan, bir

parametre  degisimi

parametrizasyon uygun ise digeri de uygun olacaktir.

Eger f(S;) =S, olacak sekilde f(r)=Mr+B, M€
R3*3 bir regiiler kare matris (det(M) # 0),r € R3ve B €
R3 seklinde tanimlanan bir f:R3 - R3 tersinir afin
donisiimi varsa Sy, S, ylzeylerine afin denktirler denir.
Burada, M matrisi bir ortogonal matris ise f dontsimi
yuzeyler arasindaki izometriyi; A # 0 ve N bir ortogonal
matris olmak lUzere M = AN ise f donlUsuimi yuzeyler
S;1 =S, ise, bu

takdirde birimden farkli f donisgimi S; in simetrisini

arasindaki benzerligi tanimlar. Eger

tanimlar.

2.2. Regle yiizeylerin afin denklikleri

S, ve S5, (1) denklemindekine benzer sekilde, sirasiyla, r;
ve 1, ile parametrelenmis ve 2.1. On bilgiler bélimiinde
verilen sartlari saglayan iki reel rasyonel regle ylizey olsun.
Asagida verilen teorem iki regle ylzey arasindaki afin

denkligi parametrelenisleri arasindaki denklige indirgedigi
icin gok 6nemlidir.

Teorem. S; ve S, reel rasyonel regle yuzeyleri, (1)
denklemindekine benzer sekilde, sirasiyla, r; ve 1, ile
parametrelenmis olsun. Bir f:R® - R3, f(r) = Mr + B,
burada M, 3x3 tipinde bir regiiler matris ve B € R3
seklinde tanimlanan déntisum igin f(S;) = S, (51, S, afin
denk) dir ancak ve ancak bir u:R? — R? birasyonel
donlisimi vardir 6yle ki asagida verilen diyagram
degismelidir (commutative).

S A S,
rnt Tr,
R2 - R2
u
Bir baska degisle,
f(ﬁ(t:s)) =1(u(t,s)) (2)

dir.

ispat. Bu teoremin bir ispati Alcazar ve Quintero (2020)
makalesinde verilmistir. m

Buradaki birasyonel y donisimi Cremona donlsimi
(2020)
makalesinin 3. Bolim’ Gnde S; ve S, yizeylerinin afin

olarak isimlendirilir. Alcazar ve Quintero

denk ve regle olmalarini kullanarak ux Cremona
donisliminin

u(t,s) = (@), k(yt + 6)"s + c(¢)) 3)
seklinde oldugu gosterilmistir. Burada ¢ (t) = ﬁ:g,aS —
yB # 0 seklinde tanimlanan iyi bilinen Mobius

donlisimi; k, bir sabit; c(t), bir rasyonel fonksiyon; n ise
q; Yi olusturan polinomlarin derecelerinin en biyugtdar.
Boylece, (2) ve (3) denklemlerini kullanarak,

M(x,(6) + sy, (D)) + B =
=x%(p@®) + (k(yt + 8)"s + c())y.(p(©))

elde edilir. ifadenin her iki tarafi s ye gore lineer
oldugundan,

Mx, () + B = x,(0p(®)) + c(©)y2 (D)) 4)
ve
My, (t) = k(yt + )"y, (¢(t)) (5)
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esitlikleri elde edilir. Boylece iki regle ylzeyin afin

denkligi, bu iki regle ylzeyin dayanak ve gosterge

egrilerinin afin denkligine indirgenmis olur.
2.3. Metot ve strateji

Dolayisi ile problem, 2.1. On bilgiler béliimiindeki sartlari
saglayan iki rasyonel regle yiizeyin denkliginden (4) ve
(5) denklemleri ile verilen iki farkh egrinin afin denkligine
dénusir. Fakat, burada (4) denklemi ile verilen denklik,
c(t) rasyonel fonksiyonunun bilinmemesinden ve esitligin
bir tarafinda sadece dayanak egrisi verisi varken diger
tarafinda hem dayanak hem de gosterge egrisi verisi
bulunmasindan dolayr incelenmesi zor bir denkliktir.
Bundan dolayr 6ncelikle (5) denklemi ile verilen yani
sadece gosterge egrileri arasindaki denklik ifadesini ele
alacagiz. Alcdzar ve Quintero (2020) da uygulanan

metottan bu asamadan sonra ayrismaktayiz. Bunun igin;

1. invaryant (degismez) fonksiyonlar. Bir
parametrizasyonun kendisi ve tlirevlerini iceren
determinantlar yardimiyla yazilan alti rasyonel
fonksiyon ile yola ¢ikiyoruz. Bu fonksiyonlar I, I,
I3, 1, I5, I ile gbsterelim. Bu sayede, 1 < i < 6igin,

L(y;(®) = Lkt + 8) ™y, (@(1))) (6)

elde edilir.
_ at+p
(p(t) - yt+8

derece(yl(t)) = derece(yz(t)) dir.)
polinomlarin derecelerinin en buyugudir. Denklem

Burada, ad —yf # 0 olacak sekilde
i Yi (Afin denk olduklarindan

olusturan

(6)‘daki degiskenleri k ve ¢(t) nin katsayilari olan
bir denklem sistemi ortaya cikarir. Fakat, bu sistem
yuksek derecelidir ve ¢o6ziimde kac¢indigimiz uzun
hesaplama stireleriyle karsilasmamiza sebep olur.

2. Mébius déniisiimiinden etkilenmeyen afin invaryant
fonksiyonlar. Blylk polinom sistemlerinin ¢ozimi
ile ugrasmamak igin, I; lerden iki rasyonel fonksiyon
Uretecegiz. Bu invaryant fonksiyonlari Rk, ve Rk, ile
gosterecegiz. i € {1,2} igin bu invaryantlar asagida
verilen esitligi saglarlar;

Ric;(y1(£)) = Ric; (k(yt + 8)"y, (9 (t))).

Burada elde edilen yeni fonksiyonlarin getirdigi
avantaj,

Lkt + 8"y, (@) # L(y2) © ¢(t)

iken

Ric; (ke + 8)"y,(0(0))) = R (v2) © 9(2)

esitligini saglamasidir. Devaminda, Rk; lerden elde
edilen iki polinomun gcd (greatest common divisor) si
hesaplanir. Elde edilen polinomu ¢arpanlara ayirarak
istenilen sonug, yani ¢ nin katsayilari elde edilir.

3. ¢ Mobius doniisimini (5) denkleminde yerine
yazarak k ya bagh M matrisi elde edilir. Geriye, (4)
denklemini kullanarak k, c(t) ve B nin bulunmasi
kalir. Bunun igin de (4) denkleminin her iki tarafinin
t ye gore turevi alinir ve ortaya ¢ikan esitliklerinden
sirastyla k sabiti ve c(t) fonksiyonu elde edilir. Elde
edilenlerin hepsi (4) denkleminde yerine yazilarak B
vektorl hesaplanir.

3. Bulgular

3.1. Afin invaryantlarin belirlenmesi

I; afin invaryantlarin insasi Goziitok vd. (2023) makalesi
Boliim 3.2. dekine benzerdir. Bu takdirde, (5) denklemine
geri donerek, z:=y,(t) ve w:= (yt + 6)"y,(p(t)),
%M seklinde bir

tanimlamayla, M’z = w olarak yazilabilir. Bu denklemin

yazalim. Boylece (5) denklemi, M :=

art arda t ye gére tiirevinin alinmasiyla D(z) = [z z’ z"]
ve D(w)=[ww' w'] olmak lzere MD(z) =D(w)
esitligi elde edilir. D(z) ve D(w) tersinir oldugundan,
M =DW)D(z)™! yazlabilir.
tlrevini alarak ve M matrisinin bilesenlerinin sabit

Denklemin t ye gore

oldugunu da hesaba katarak,

d(DW)D(2)™Y)

dt =0 ™)

elde edilir. (7) esitliginin sol tarafindaki tiirevi agarak
D( ) 1 dD(a) D( ) 1 dD(w) (8)

esitligine ulasilir. Bu esitligin sol taraf Z ile, sag tarafi W ile
isaretlenirse,

[ "Z’” Z’ H"
| llzz"z"| |
_ ”ZZ’” H”
Z - |0 1 IZZ Z”" | (9)
llzz" 2"
lO 0 llzz" 2" J
”W”’W W”"
[ llww’ w'|
|WW’” II”
= 1
w |0 1 Wl (10)
[ v’ w')
lww’ w''||
elde edilir. Z matrisinin son siitununda ortaya cikan
i . ”ZHI Z’ Z””
rasyonel ifadeleri sirasiyla Il(u):=m, L(u): =
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nr le” Ill”

e’
lzz'z T zz' 2|

llzz"z"||, 6zdesce sifir olmadigindan (2.1. On Bilgiler

||z z

ve I3(u): ile gdsterelim. Burada,

Il”

bolimiindeki sartlar saglandiginda) 1 < i < 3igin [; ler iyi
(8) denkleminden,
matrislerinin esitliginden 1 < i < 3igin [;(z) = [;(w) dir,
yani  [(y:(®) = L((vt + )™y, (e®))) dir. Fakat,

burada 6zel yapisindan dolay afin denklik igin ek olarak
mnrr ZII”

tanimhidirlar. yani Z ve W

_ ||Z ZI ZIIII”

II“

= ”ZZ ve 16 = II“

1, =
4 llzz"z"| ’ lzz' z |zz' z

seklinde tanimli G¢ tane daha invaryant fonksiyona ihtiyag
duyulmaktadir.

3.2. Mébiiis déniisiimiinden etkilenmeyen Rk, ve Rk,
afin invaryant fonksiyonlar

Bu fonksiyonlari elde etmek icin Oncelikle, Mobius
donlisiminin paydasi A:==yt+ 6, A:=ad — Ly ve
P, (t) = h"yz(fp(t)) ile gosterilip, ¥,(t) nin t ye gore
turevi alinirsa zincir kuralindan,

(720) = ny 17y, (0(0)) + AR 2y3(0(1))

(F:0)" = n(n — Dy*h" 2y, ()
+2(n— DyAr" 3y (o(t))
+ 871"y (o ()

7.®)" =nn - D0 -2y 1" 3y, (e @)
+3(n — D(n - 2)y*An" *y; (1))
+3(n — 2)yA? a5y (p(1))
S Y C1(3))

rnrr

(7.(0)  =nn—Dn—2)(n-3)y*a"*y,(p))
+4(n—-1)(n-2)(n
—3)y3AR" Sy (0 (1))
+6(n — 2)(n — 3)y2A%n" "y (9(1))
+4(n - )y 7y (p(D))

N CI0)

rrrr

=nn—1)n-2)(n—-3)(n
— Y "5y, (D))
+5(n—1)(n—-2)(n—3)(n
— 4y* Ay, (0 (1)
+10(n—2)(n—3)(n
— Y30 7yy (o)
+10(n—3)(n
— YR8y (p(1)
+5(n = ys* "0y, (o(t))
+ B5A10y 1 (1))

(372 ®)

elde edilir.

I; invaryant fonksiyonlarinin tanimindan,

heL(7,(t)) = n(n — D (n - 2)y*k°
+n(n— Dy?Anc(y, (1)) o o(t)
—nyAhly (y2(t)) o @ (t)
Y ACAGIEXI)

h*L(7,(t)) = —3(n — 1)(n — 2)y2h?
—2(n — DyAnl;(y,(t)) o ¢(t)
+ ML, (y2(8) ° 9(t)

R 13(,(8)) = 3(n — 2)yh + Al (y() © ¢(t)

heL(7,(6)) = =8n(n — 1)(n — 2)(n — 3)y>h?
—8(n — 1)(n — 3)y2An2I;(y,(t))
o @(t) + 4(n — 3)yA*hl,(y,(t))
o @(t) = 2(n — D)y A hls(y, (1))
o @(t) + AL, (y,()) ° p(t)

h 5 (7, (1) = 6(n — 2)(n — 3)y*h?
+4(n = 3)yAnl; (v, (£)) ¢ (t)
+ A5 (v, (1)) ° 9 (1)

1ols(7,(8)) = 10(n — 2)(n — 3)(n — 1)y°h°
+10(n — 3)(n — )y *AR*I3(y, (1)
o p(t) + 5(n — D)y A*als(v,(1))
o p(t) + A%l (y2 (1)) ° (0

ifadelerine ulagilir. Elde edilen bu ifadelere I,-(yl(t)) =
I;(7,(t)) esitligi uygulanirsa ve kisalik igin Ii(yl(t)) =

I;(y1) ve Ii(yz(t)) o @(t) = J;(y,) gbsterimleri segilirse
asagidaki ifadeler elde edilir.

heL(y1) = n(n— D —2)y3n3
+n(n — Dy2Ah?J5(y,)
—nyA*h),(yv,) + 8%, ()
L (7,() = =3(n — 1) (n — 2)y*h*
—2(n — DyAJs(y,) + 82, (y2)
h21I3(F,()) = 3(n — 2)yh + AJ3(v2)
heL(7,()) = —8n(n — 1)(n — 2)(n — 3)y>n®
—8(n — 1)(n — 3)y*Ah?J5(y,)
+4(n = 3)yA* 1, (y,)
-2(n— 1)VA2h]5(J’2) + Agh()’z)
h*l5(7,()) = 6(n — 2)(n — 3)y*h*
+ 4(n — 3)yAnJ3(y,) + A2]5(y2)
helg(7,(6)) = 10(n — 2)(n — 3)(n — 4)y>h®
+10(n — 3)(n — 4)y*Ah?J3(y,)
+ 5 — DyA )5 (y) + %6 (v2)

Au =1 olacak sekilde u # 0 sayisi A lari yok edecek
sekilde yukaridaki denklemlere uygulanirsa,
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w3kl (y1) = n(n — 1(n — 2)(yw)3h3
+n(n — D(yu)*h?/3(y2)

—n(ywh,(y2) +1(y) 11)
u2h412(y1(t)) =
—-3(n—1)(n - 2)yu)?n?
—2(n— DGWh/3(y2) +2(v2) (12)
uh?I;(y;(t)) = 3(n — 2)uwh + J3(y2) (13)
u3h614(y1(t)) =

—8n(n—1)(n —2)(n — 3)(yu)3n®
—8(n— 1)(n - 3)(yw)*h?J3(y2)
+4(n = 3)ywh],(y2)

—2(n— DGWs(2) +J2(v2) (14)
u2h415(y1(t)) =
6(n —2)(n — 3)(yu)?hn?
+4(n = 3)GWh/3(y2) +J5(v2) (15)
u3h616()’1(t)) =

10(n —2)(n — 3)(n — 4)(yu)3h3
+10(n — 3)(n — 4) (yw)*1?J5(y,)
+5(n — G5 (2) +J6(V2) (16)

denklemleri elde edilir. (13) denkleminden

_ uh?l;(y,) — J3(v2)
B 3(n—2)h

elde edilip, (11), (12), (14), (15) ve (16)

denklemlerinde yerine yazildiginda, (12) denkleminden

2p4 3(n—2),(y) + (n— 1)]3(}’2)2
3(n = 2)L,(y1) + (n — DI3(y1)*

(15) denkleminden de

254 _ 3(n—2)Js(y;) + (n— 1)]3(}’2)2
3(n = 2)I5(y1) + (n — DI3(y1)*

esitlikleri

elde edilir. Elde edilen denklemlerin sol

taraflarinin esit olmasindan dolays,

3(n—2)),(y2) + (n— 1)5(,)”

3(n —2)(y1) + (n — DIz(y1)?
_ 3(n = 2)Js(y2) + (n — 1)J3(3,)°
~3(n-— DIs(y) + (n — DIs(y)?

ve buradan da,

3(n—2)Is(y1) + (n — DI (y1)?

3(n = 2)(y1) + (n — DI3(y1)?
_ 3(n—2)Js(y2) + (n — 1)]3(y,)?
~3(n-— 2),(r2) + (n — DJ3(y,)?

simetrik ifadesi elde edilimis olur. Boylelikle de aradigmiz

rasyonel invaryantlardan ilkini elde etmis oluruz. Bu
invaryanti Rk ile gosterirsek,

Ri;(y,) =
3(n = 2)Is(y1) + (n — DIs(y1)?
3(n—2)L(y1) + (n — DI5(y,)? 17)

dir. Benzer islemler (11), (15) ve (16) denklemlerine
uygulandiginda ikinci invaryant,

Ricy(y1):=
2
540(n — 2)2[(1y (1) + 252 + 22
+(=7h () — L(yy) — “2n + 121, ()]
B0 - 2Ly + (1 - DE()D?

(18)

elde edilir.

3.2.1. Not Rk (y;) ve Ri,(y;)
calisabilmek igin n > 3 yani degree(y;) > 3 olmaldir.

invaryantlari ile

Bu sart yliziinden yontemimiz ile bazi regle ylizeylerin afin
denklikleri incelenemese de burada yalnizca denkligi
kolayca hesaplanabilenler incelenememis olacag igin
o6nemli bir sorun ortaya ¢ikmamaktadir.

Boylece (5) denklemiyle verilen gosterge egrilerinin
merkezil afin denkligi icin asagidaki sonuglari verebiliriz.

3.2.2. Teorem i € {1,2} ve n > 3 i¢in asagidaki esitlik
saglanir.

Ric;(y1) = Rr; (y1) (@) (19)
3.2.3 Teorem S;, S, sirasiyla (1) denkleminde verilen
71,7, uygun parametrizasyonlarina sahip, ¢ift kath

olmayan ve gosterge egrilerinin (q;) dereceleri 3 den
buyuk iki rasyonel regle yuzey olsun. Bu takdirde, S; ve S,
afin denk ise asagidakiler saglanir:

Ri;(y1) = Ri1(y2) (@)
Ric;(y1) = R, (¥) (). (20)

3.3. Afin denkliklerin hesaplanmasi

Bu bolimde bir onceki bolimde elde edilen bulgular
hesaplamali sonuglara déniistiiriilecektir. ilk olarak,

U U
Ri,(q1) = V_ll' Ri,(q1) = V—ZZ,
U; U,
RK1(qz) = VTl’ Ri,(q;) = V=2
1 2

alalim. Burada, U;,V; ile U,V ifadeleri t parametresine
bagh gcd(U;,V;) = ged(U, V) =1 sartini saglayan

at+p
yt+8

donlisimine karsilik gelen Mdbius ¢arpani olmak zere,

polinomlardir. Buradan keyfi L = ¢(t) = Mobius

asagidaki polinomlari tanimlayalim.

P (t, L) = U, OV (L) = Vi (O T1 (L)
P, (t, L) = U ()V,(L) = Vo ()T, (L) 21

Bu polinomlarin en blyiik ortak ¢arpanini da

G = gcd(Py(t, L), P,(t, L)) (22)
seklinde gosterelim. Bununla birlikte, Mébius ¢arpanini da
C(t, L) = (at+pB)— Lyt +6) (23)

olarak tanimlayalim.
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3.3.1. Teorem S,, S, sirasiyla (1) denkleminde verilen
cift katl
olmayan ve gosterge egrilerinin (q;) dereceleri 3 den

71,7, uygun parametrizasyonlarina sahip,
buyuk iki regle ylizey olsun. S;, S, afin denk ise C
polinomu G polinomunu boler.

ispat. S;, S, regle yiizeyler afin denk ise bu yiizeylerin
91,492
denklemindeki afin denklige indirgenir. Bu takdirde, 3.2.3
Teorem ve (21) denklemlerinden i € {1,2}i¢in P;(t, L) =
0 olacak sekilde bir £ Mobius donlisimu vardir. Bu

gosterge egrilerinin parametrizasyonlari  (5)

Mobius donlsimine karsilik gelen Mobius carpani
C(t,L) olsun. L, P(t,L)=0
oldugundan, C(t, £) polinomunun sifir yerleri olan (¢, £)

sisteminin  ¢6zUmu
ikilileri G(t, L) polinomunun sifir yerinde igerilir. Diger
C(t, L)
Teoremi’ ne gore C(t, L), G(t, L) nin bir carpani olmak

taraftan indirgenemez oldugundan Bezout

zorundadir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Sonu¢ olarak G(t,£) polinomunun c¢arpanlarindan
C(t, L) tipinde carpanlar belirlenir. Bu c¢arpanlarda, £

yalniz birakilarak Mébius ¢arpanlari elde edilir.

Daha sonra, elde edilen her bir Mobius donisiimiine
karsihk gelen M matrisi 3.1. Afin
belirlenmesi bolimiinde anlatildigi sekilde asagidaki gibi

invaryantlarin

elde edilir.

M =D((yt + 8"y (LD (24)

Burada, M matris, k sabitine bagl, bilesenleri sabit
sayilardan olusanve M = %M seklinde tanimli bir regiiler

matristir.

Daha sonra, elde edilen bitiin bilgiler (4) denkleminde
yerine yazilarak (4) denklemi, k sabiti, c(t) rasyonel
B €R3 sabit
bilinmeyenlere sahip iki rasyonel bilesenli vektor esitligine

fonksiyonu  ve vektorden olusan
déniismiis olur. ilk olarak denklemin her iki tarafinin t ye
gore tiirevi alinarak B € R3 sabit vektori yok edilir. Elde
edilen yeni vektor esitliginin bilesenleriyle olusturulan
denklem sisteminden Maple™(2021) bilgisayar cebir
sistemindeki “eliminate” komutu kullanilarak 6nce k
sabiti, daha sonra da c(t) rasyonel fonksiyonu belirlenir.
Son olarak, (4) esitliginde elde edilenler yerine yazilarak
B € R?® sabit vektérii bulunur. Boylece, (2) esitligi ile
verilen, iki rasyonel regle yilzey arasindaki tim afin
denklikler elde edilmis olur.

3.4. Algoritma

Onceki bélimlerde ulasilan sonuglar yardimiyla asagidaki
RSAff isimli algoritma (bkz. Algoritma 1), verilen iki

rasyonel regle ylizey arasindaki tim afin denklikleri
belirlemektedir.

Algoritma 1: RSAff

Input: Cift kath olmayan S;, S, regle yizeylerinin,
sirasiyla, (1) denkleminde verilen ve gosterge
egrilerinin dereceleri 4 den buylik olan 7,1,
uygun parametrizasyonlari.

Output: S1,S, regle vylzeyleri arasindaki tim afin

denklikler. Denklik olmamasi durumunda ise
“Afin denk degillerdir.” Uyarisi.
Procedure: RAff(S;, S;)

1. (21) de verilen P;(t, £) polinomlarini hesapla.

2 (22) de tanimlanan G polinomunu hesapla.

3. G polinomunun FC garpanlarini hesapla.

4 (23) de tanimlanan phi M®&bius carpanlarinin

kiimesini olusturmak icin FC yi kontrol et.

5. Eger phi = @ ise “Afin denk degillerdir.” yaz

6. Aksi takdirde her bir Mobius c¢arpani igin M =
kD((yt + 8)™y,(£))D(y,) ™! matrisini bul.

7. (4) denkleminde elde edilen Mébius ddnusimlerini
ve bunlara karsilik gelen M matrislerini yerlerine yaz.

8. 7. adimda elde edilen esitligin her iki tarafinin tirevi
alinarak elde edilen esitliklerden k sabiti ve c(t) yi
hesapla.

9. 8. adimda elde edilen bilgileri de kullanarak 7.

adimda ortaya c¢ikan esitliklerden B oGteleme
vektoriind bul.
Algoritma adimlarinin daha iyi anlasilabilmesi igin
asagidaki 6rnek verilmistir.

3.4.1 Ornek Asagida sirasiyla 1y (t,s) = x,(t) + sy, (t) ve
1, (t, s) = x,(t) + sy, (t) yardimiyla parametrelenmis S,
ve S, regle ylzeylerin afin denkligini inceleyelim. Burada,

() =(@*+e2+¢6,t0+t35+t3+t%+3¢t)

nt) =@+¢6t5tr+t2+3)

x2(t) = (5t* + 5t% + 5t — 1,3t5 + 3t3 + 3t2
49t +5,—t0 +t*—t3+t2+1t)

y,(t) = (5t3+5¢t3t* +3t24+9,—t5+t3+1t)

olsun. Boylece (21) denklemleri asagidaki gibidir;
P, (t, L) = (6t1° — 152t8 — 574t° + 400t* + 2910¢t2
+900)(3£° + 89,8 — 1376
+2570L* +3300£% + 1800)
— (3t'° + 89¢t® — 137t% + 2570t*
+3300t2 + 1800)(6L° — 1528
—574L°% +400L* +2910£L2 + 900),
P,(t, L) = 524880000((t® + 3t* — 39t — 30)*(t?
—1)2(3L£° + 89,£8 —137L®
+2570L* + 3300L2 + 1800)3
— (3t10 + 89t — 137t% + 2570¢t*
+ 3300t% + 1800)3(L® + 3L*
—39L£2 - 30)*(L% - 1)?).
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Bu iki polinomun en biiyik ortak ¢arpani (gcd),
G=/L%—t?
dir. Bu polinomu c¢arpanlara ayirirsak,
FC=(L-t)(L+1)
elde edilir. Buradan da M&bius donugumleri kiimesi
phi ={L=t,L=—t}
ye ulasilir. Her bir Mobius donusiimine karsilik sirasiyla,

5k 0 0
L=t M1=<0 0 3k>.
k -k O
=5k 0 0
L= —t, MZ = ( 0 0 3k>;
-k k 0

matrisleri elde edilir.

Sirasiyla elde edilen bu bilgiler (4) denkleminde yerine
yazildiginda
(5k(t* +t2 +t) + by, 3k(t® +t3 + t% + 3t)
— by k(tr+ 2+ ) — k(5 + t3)
+ by3)
(—s(5t* + 5t +5t — 1)
—c(t)(5t3 + 5¢t), — s(3t° + 3t3
+ 3t?2+ 9t + 5)
— c(®)@t* + 3t2 + 9),— s(—t°
+tt— 3+ 2+ ¢)
—c(®)(—t>+ t3+ 1)),
(=5k(t* + t2+ t) + by, 3k(t5 + t3 + t? + 3¢)
+ by, — k(t* + t2+ t)
+ k(t®+ t3) + bys)
= (—s(-3t°— 3t3+ 3t?— 9t

+ 5)
— c(®)(3t* + 3t2 + 9),— s(5t*
+ 5t2— 5t — 1)

c(t)(=5t3 — 5t),
—s(—to+ t*+ 3+ t2— 1)
- c®E - 3 - 1)),

vektor esitlikleri  karsimiza ¢ikar.  Burada, B; =

(b1, b12, bi3)T, L = t Mébius déniisiimiine karsilik gelen

sabit vektdr, B, = (byq, byy, by3)T ise L = —t e karsilik

gelen sabit vektordir. Esitliklerin her iki tarafinin tlrevleri

alinarak olusturulan yeni esitliklerden, sirasiyla,

k=1, c(t) =0,

k=1, c(t) =2t

elde edilir. Bittn bu bilgiler (4) denkleminde yerlerine

yazildiginda olusan esitliklerden de sirasiyla, B; ve B,

sabit vektorleri hesaplanir. Boylece, S; ve S, regle

ylzeyleri arasindaki afin donlslimin matrisi, 6teleme

(3) denkleminde

olusan

vektori  ve verilen Cremona

donisiiminden ¢6zim kimeleri, sirasiyla,

asagidaki gibi elde edilir;

5 0 O 1
KO 0 3),(—5),#1(4?, s) = (¢, s)},
1 -1 1
-5 0 0
[( 0 0 3>,<—S>,u2(t, s)=(-t,s+ Zt)}.
-1 1 1 0

0.141

= o

Bu ornekteki tim hesaplamalar saniyede

tamamlanmigtir.
3.5. Testler ve Performans

Bir onceki boluimde verilen algoritma RSAff, bilgisayar
cebir sistemi Maple™ (2021) kullanilarak uygulanmistir.
Bunun igin 2.4 Ghz Intel Core i5 islemciye ve 8 GB bellege
sahip bir bilgisayar kullaniimistir. Bu ¢alismada sunulan
algoritmaya ait Maple™(2021) uygulamasi, birinci
web sayfasinda (int. Kyn. 1) tim

yazarin resmi

arastirmacilara agik bir sekilde sunulmustur.

Cizelge 1’ de verilen parametrizasyonlar Alcazar ve
Quintero (2020) ¢alismasindan alinmistir.

Cizelge 1 Cesitli rasyonel regle ylzeylerin
parametrizasyonlan.
Der. Rasyonel regle ylizey parametrizasyonu
1 4 t*+t%t2=-3,t3+1)
+s-(—t* +2,t2 - 8,2¢t)
2 4 t*+t?2 t2-3 t3+¢
t2+3't?+3't? +3)
+s - (—t* +2,t2 — 8,2t)
3 6  (t*+t2+6t0+t3t5+t3 +t%2+30)
+s- (3 +t, 65t +t2 +3)
4 6 s-(2t(t*—6t%2+1),
2+ D(t*—6t2 + 1), (t2 + 1)3)
5 7  (t®—6t*+t2+2t,—t7
+6t> —t3+t2+t,t3+ 1)
+s-(t5—6t3 +t,—t5 + 6t*
—t2+1,t2+1)
6 7 t3 t5 t?
(tz +1't2+1't2+ 1)
+s-(=t> +1t,3t7,-2t3)
7 9 2t8 —10t% — 10t* + 5t2 + 1
( t2+1 ’
t?—6t7+6t3+t2-3t+1
B t2+1 ’
t7+3t5+3t3+¢t+5)
+s- (2t(t* —6t2 +1,—t% + 7t* — 7t + 1,
(t* + 1))
8 17 t17 — 6t 5 + 6t —6t7 +6t3—t2—t+1
- t2+1 ’
2t(t*> —5¢13 = 5¢11 + 2 +t7 — 565 - 53+t +
t2+1

t(2+ 138+ 1) + s (—t5 + 7t
—7t% + 1,2t(t* — 6t%2 + 1), (t% + 1)3)
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Cizelge 2’ de yapilan hesaplamalar, Cizelge 1’ de verilen
her bir regle ylizey parametrizasyonuna,

-1/2 -1 0
( 0 1 1)
0 2 3

matrisi uygulanarak elde edilen ikinci bir regle yizey
parametrizasyonu arasinda olmustur. Bununla birlikte,
Cizelge 3’ deki izometri hesaplamalari ise, yine Cizelge 1’
de verilen her bir regle ylizey parametrizasyonuna,

0 1 0
(4/5 0 —3/5)
3/5 0 4/5

matrisi uygulanarak elde edilen ikinci bir regle ylzey
parametrizasyonu arasinda olmustur.

Bu da, Cizelge 2 ve Cizelge 3’ de Alcdzar ve Quintero
(2020) ¢alismasinda sunulan yoéntem ile bu ¢alismada
sunulan yontemin karsilastirlmasini  saglamistir. Bu
cizelgelerde t,, Alcdzar ve Quintero (2020) ¢alismasinda
elde edilen hesaplama sirelerini, t; ise bu ¢alismada elde

edilen hesaplama sirelerini géstermektedir.

Yontemimiz rasyonel regle yiizeylerin gosterge egrilerinin
dereceleri n > 3 olanlarini inceleyebildiginden, Cizelge 2’
de Alcazar ve Quintero (2020) ¢alismasindan sadece (¢
rasyonel regle vyizeyin afin denkligine ait sireler
karsilastirilabilmistir. Buna karsin Cizelge 3’ de ise daha
fazla rasyonel regle yiizeyin simetri ve izometrilerinin

hesaplanmasi igin gecen siireler karsilastirilmistir.

Karsilastirma vyapilabilen her bir o6rnek igin en iyi

zamanlama mavi renkte verilmistir.

Cizelge 2 Cizelge 1’ de verilen rasyonel regle ylzeylerin
afin denkliklerinin hesaplanmasi igin gegen

sureler saniye cinsinden verilmistir.

Cizelge 3 Cizelge 1’ de verilen rasyonel regle yiizeylerin
simetrilerinin ve izometrilerinin
hesaplanmasi igcin gecen sireler saniye
cinsinden verilmistir.

Derece Simetri igin izometri igin
hesaplama siiresi hesaplama siiresi
(ta/tp) (ta/tp)

1 4 /0.110 /0.172

2 4 /0.047 /0.078

3 6 1.716/0.047 2.200/0.078

4 6 4.587/0.312 10.280/0.125

5 7 1.888/0.062 2.184/0.078

6 7 1.935/0.063 2.372/0.063

7 7 9.640/0.266 9.267/0.281

8 17 9.828/0.218 10.124/0.250

Derece Hesaplama siiresi Afin denklik

(ta/tp)

sayisi

0.452/0.047
0.608/0.063
/0.063
/0.094
11.563/0.062
/0.062
/0.093

17 /0.547

©® N O U~ W N
N N N o o b~ b
©® 00 N N 00 N N N

4. Tartisma ve Sonug

Bu calismada iki rasyonel regle ylizey arasindaki afin
denklikleri, simetrileri ve izometrileri hesaplayan yeni ve
etkili bir ydntem sunulmustur. Bunun igin, (2) denklemiyle
verilen, regle yuzeylerin afin denkligini (simetrisini ve
izometrisini), bu vylzeylerin parametreleri arasindaki
denkligine indiren u: R? — R? birasyonel déniisiiminiin,
Alcdzar ve Quintero (2020) calismasinda elde edilen bu
galismada ise (3) denklemi ile verilen karakterizasyonu
Mobius
dénusiiminden etkilenmeyen afin invaryant fonksiyonlar

kullantimistir. Gelistirilen yontem,
yardimiyla iki rasyonel regle ylizey arasindaki afin denklik
problemine, ¢ok bilinmeyenli dogrusal olmayan sistem
¢ozlimlerinden kaginilarak, tam bir ¢6ziim getirmistir. Elde
edilen sonuglar bir algoritma yardimiyla Maple bilgisayar
cebir sistemine aktarilmis, elde edilen test sonuglari
Cizelge 2 ve Cizelge 3’ de Alcazar ve Quintero (2020)
edilen sureleri ile

calismasinda elde hesaplama

karsilastinilmistir.  Sonuglarin  ne kadar basarii ve

algoritmamizin ne kadar etkili oldugu gorilmektedir.
Bu c¢alismadan edinilen bilgiler 1s1ginda gelecek
calismalarda, yontemin rasyonel regle ylizeyler arasindaki
denklik ve

gelistirilmesi planlanmaktadir.

projektif simetrileri  bulacak sekilde

Etik Standartlar Bildirgesi
Yazarlar tim etik standartlara uyduklarini beyan ederler.

Yazarlik Katki Beyani

Yazar 1:  Kavramsallastirma, Metodoloji/Calisma, Dogrulama, Analiz
ve yorumlama, Arastirma, Yazma/orijinal taslak,
Yazma/inceleme ve diizenleme, Gorsellestirme

Yazar2: Kavramsallastirma, Metodoloji/Calisma, Dogrulama, Analiz

ve yorumlama, Arastirma, Kaynak saglama, Yazma/inceleme
ve diizenleme, Denetleme/danismanlik

Cikar Catigsmasi Beyani
Yazarlarin bu makalenin igerigiyle ilgili olarak beyan edecekleri higbir
cikar ¢atismasi yoktur.
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Verilerin Kullanilabilirligi
Bu c¢aligma sirasinda olusturulan veya analiz edilen tiim veriler,
yayinlanan bu makaleye dahil edilmistir.

Tesekkiir

Yazarlar, Prof. Juan Gerardo Alcazar’ a higbir zaman
esirgemedigi yardimi icin tesekkdrlerini sunar.
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