Ortogonal Diizenler

Hiilya BAYRAK® Aslihan ALHAN™

OZET

Bu ¢aliymada, ortogonal diizenlerin kurulug problemi
iizerinde duruldu. Bu probleme cebirsel ve geometrik dzellikler ile
yaklagildi. Bu nedenle tiim kaynak taramalar: tamamland ve konunun
anlagilabilmesi amaciyla ornekler verildi. Ayrica, bazi 6nemli deneme
diizenleri tamtildi. Bu diizenlerin kurulusunda ortogonal diizenlerin
ozellikleri kullanmildi. Mevcut ortogonal diizenlerden diger deneme
diizenlerine gegis yollar1 aragtirildi. Bunun sonucunda, ortogonal
diizenlerin diger deneme diizenlerine genigletilebilecegi gosterildi.

Anahtar Kelimeler :  Ortogonal Diizenler, Projektif Geometri,
Hadamard Matrisleri, Ortogonal Latin Kare
Setleri.

1. GIRIS

Matematikte bir matris tiirli olarak bilinen ortogonal diizenler istatistikte
bagvurulan deney diizenleme yontemlerinden biridir. Ortogonal diizenler kendilerine
uyan yapidan bagka bir yapiya gegiste kullanilir. Bu deneme diizenlerinde iglem
ciftlerinin birlikte goriilme sayisi1 her deneme diizeninde farkhdir. Ortogonal diizenler
faktoriyel tasarimlarda yaygin olarak kullamlmaktadir.

2-diizeyli ortogonal diizenlerin kurulusu igin kullanilan teknikler, s-sembolli
ortogonal diizenlerin kurulugu igin kullanilan tekniklerin 6zel durumudur.

Sylvester, 1867’ye kadar 2 kuvvetli (t=2), 2 diizeyli (s=2) ortogonal diizenleri
diigiinmiistir ayrica, N=2' durumu igin ortogonal diizenlerin kurulusunu vermistir.
Paley (1933) t=2, s=2 ortogonal diizenleriyle ilgilenmistir, ¢linkii polytopes teorisi t=2,
s=2 ortogonal diizen uygulamalaridir.Paley’in ¢aligmasi Hotelling (1944) tarafindan
onerilen agirlik tasarimlarinin  problemini ¢6zmis ayrica, kimyada faktoriyel
tasanimlarin uygulandigi noktadan hareketle iki diizey ve iki kuvvetli ortogonal
diizenleri disunmistir ve Mood (1946) tarafindan ¢aligma devam ettirilmistir.
Istatistikte ortogonal diizen kavrami ilk defa Rao (1946) tarafindan hiperkiipler olarak
tanitilmugtir.

Plackett ve Burman (1943-1946) fizik ve endistrideki arastirmalarda Paley’in
¢aligmalarini uygulamislar ve gok faktorlii tasarimlarin terminolojisini ¢aligmiglardir.
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Onlarin aragtirmalari Hotelling tarafindan onerilen probleme tamamen ¢oziim
saglamugtir. Plackett ve Burman tarafindan kurulan tasarimlarindan bazilarinin
Kempthorne (1947) ve Brownlee ve Loraine (1948) tarafindan analizi yapilmistir.

Rao, Bose, Bush, Ray Chadhuri ikiden biiyiik kuvvetli ortogonal diizenlerin
kurulug ve o6zelliklerini ¢aligmiglardir. Bose (1961) bilgi teorisinde ortogonal diizenleri
uygulamigtir, bilgi teorisi ve deneylerin tasarimi problemleri arasinda benzerlikleri
belirtmistir (Seiden, 1954; Seiden ve Zemach, 1966).

Son zamanlarda Hedayat ve Stufken (1999), Lin ve Draper (1992), Box ve
Tyssedal (1996), Rosenbaum’un (1996) caligmalart genellikle ortogonal diizenlerin
kurulusu iizerinedir ve ortogonal diizenler ile bazi tasarimlarin iligkilerini
belirtmiglerdir, ayrica ortogonal diizenlerin projeksiyonlari ve projektif 6zelliklerini
aciklamiglardir.

Ortogonal diizenler, OA(N,k,s,t) ile tammlanir, N biyukligiindeki ortogonal
dizeninde, k kisiti, s diizeyi ve t kuvveti gosterir. Boyle bir ortogonal diizen s
sembollerinin kxN boyutlu X matrisidir, dyle ki X’in herhangi txXN alt matrisinin siitun
vektorleri aym sayida tekrar eder. A genellikle ortogonal diizenin indeksi olarak
isimlendirildiginde, N=As' bigiminde oldugu agiktir. Faktoriyel tasarimlara uygulamada,
her bir satir faktére uygundur, semboller, faktor diizeylerini ve her biri siitun, faktor
diizeylerinin birlesimini gosterir. Boylece her OA(N,k,s,t), her bir s diizeye sahip k
faktorii igin N-tekrarh faktoriyel tasarimi tamimlar (Cheng, 1995). A=1 durumunda
boyle diizenlere “birim indeksli ortogonal diizenler” denilir (Bush, 1952).

2. ORTOGONAL DUZENLERDE KISITLARIN MAKSIMUM SAYISI

Ortogonal diizenlerde olasi kisitlarin maksimum sayisi f{N,k,s) (bazen sadece k
ahmir) ile gosterilsin. Boylece s asal sayr yada asal saymin kuvveti oldugunda
f(N,s,2)=s+1 dir (Bush, 1952).

Teorem 1:

A indeksli (N,k,s,t) ortogonal diizeninde (N=A4s");

(k (k
N-12> s—=1D+..+ s—1)", t=2u ise (1)
\l &
ve
(k (k i k_] u+l x
N-1> s—=D+..+ s—=D"+ s=1)",t=2u+1 ise (2)
\I 4 u

dir (Rao, 1947).
Teorem 2:

>3 ve birim indeksli OA(s’, k, s, 3) ortogonal diizeni igin kisit sayist asagida verildigi
gibidir:
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k<s+2 s cift ise 3)

ve
k<s+1 s tek ise (4)

dir (Raghavarao, 1971).

3. ORTOGONAL DUZENLERIN KURULUS TEKNIKLERI
3.1. Ortogonal Diizenlerin Kurulusunda Sonlu Projektif Geometrinin Kullanimi

R.C. Bose (1947), deney tasariminin temel istatistiksel problemlerini sonlu
geometri terimleri ile istatistiksel terimlerin iligkilendirilebilecegini gosterdi. Simetrik
faktoriyel denemelerde etkilegime iligskin serbestlik derecelerini etki karigimi olmaksizin
faktorlerin maksimum sayisini belirleme probleminde faydali olacagim gosterdi.

Simetrik faktoriyel diizende her bir faktér (burada p pozitif asal say1 ve r pozitif
tamsayidir) s=p" diizeyli ve her bir blok sx1 boyutludur. Bose bdyle bir diizende
etkilesime ait serbestlik derecelerini PG(r-1,s) sonlu projektif uzayinin noktalarinin
maksimum sayisi ile yorumlandi (Seiden, 1950).

Teorem 3.1.1:

kxr boyutlu bir C matrisi goz 6niine alinsin.

CI] Clz see Clr
Cyy Coy +ea C
21 €22 o+ Cay
=
| €k1 C2 + Cr |

Burada cije GF(s) dir [GF(s), s elemanli sonlu cimi gosterir]. Eger t satirli t
rankli alt matrisler bulunabiliyorsa, bu takdirde OA(s', k, s, t) ortogonal diizeni
kurulabilir. Burada s=p" dir (Bose ve Bush, 1952).

C matrisinin satirlari PG(r-1, s) sonlu projektif uzayindaki noktanin koordinatlan
gibi yorumlanabilir 6yle ki noktalarin t tanesi birlestiriimemigtir. Boylece agagidaki
teorem elde edilir:

Teorem 3.1.2:

PG(r-1,s) projektif uzayinda t tanesi birlegtirilmemis (t tanesi bir dogru tizerinde

degil) k noktalar1 bulunabilirse, bu takdirde A=s", s=p" olan OA(s"k,s,t) ortogonal
diizeni kurulabilir (Bose ve Bush, 1952).
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Ornek 3.1.1: Burada s=2 durumu diistiniilsiin ve (r-2)-boyutlu alt diizleminde olmayan
PG(r-1,2) nin tiim noktalarin seti alinsin. Bu takdirde,

X, +%x, +..4x, =0 (5)

dir. (3.1.1) ozelligini saglayan 2! tane nokta vardir. PG(r-1,2) deki her bir dogru iig
noktadan ge¢mediginden dolayr bu noktalarin iigi ayni dogru tizerinde degildir ve
dolayisiyla setin digindaki dogrulardan biri (3.1.1) diizleminde degildir. Teorem 3.1.1
deki C matrisinin satirlart igin bu noktalarin koordinatlar1 alimir, 3 kuvvetli
OA(2",2"' 2,3) ortogonal diizeni kurulabilir ve 2! tane kisit vardir.

GF(2) iizerinde kurulan projektif geometri PG(2,2) dir ve r=3 bulunur. PG(2,2)
bir Fano dizlemidir. Bu diizlemin (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1) dort noktas
x, +x, +x, =0 dogrusu iizerinde degildir. Bundan dolay1 uygun C matrisi

[100]
010
001
111}

Sekiz tane olasi € siitun vektorii agagidaki gibidir:

01000111
00101011
00011101

Boylece, OA(8,4,2,3) diizeninde gerekli siitunlar agagida verilen CE formuyla
bulunur.

0OA(8,4,2,3) ortogonal diizeni

01000111
00101011
00011101
01110001

3.2. Ortogonal Diizenlerin Kurulusunda Hadamard Matrislerinin Kullanim

n mertebeli Hadamard matrisi 1 yada —1 hiicreleri ile nxn boyutlu H, matrisidir
oyle ki nxn boyutlu birim matrisi I, ile gosterildiginde,
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Ortogona

H.H, =nl, (6)
dir. Hadamard matrislerinin varligs i¢in gerekli kogul n=2 yada n=0 (mod 4) olmasidir.

n=4A alinirsa (A pozitif tamsay1), A, ¢ekirdek matrisinin OA(4A,4A-1,2,2)
oldugu kolayca gosterilebilir, bu yap: temelde 1 ve —1 6gelerinden olusur. Teorem 2.1°e
gore f(4A,2,2)=4A-1 olur, Boylece, asagidaki Teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1:

f(4),2,2)= 4A-1 olmas: igin gerekli ve yeterli kosul 4A mertebeli Hadamard
matrisinin mevcut olmasidir.

Yukaridaki gibi OA(4A,4A-1,2,2) diizeni, OA(8A,4A,2,3) diizeninin kurulusunda
kullanilabilir. Verilen A diizeni igin, 0’lar ve 1’lerin yer degistiriimesiyle A’dan
bulunan diizeni 4 ile gosterilecektir.

Teorem 3.2.2:

t ¢ift oldugunda ve OA(A2'k,2,t) mevcut ise, bu takdirde B diizeni

B= A A
0.0 1.1

biciminde olan bir OA(A2"' k+1,2,t+1) ortogonal diizeni bulunabilir.

Ornek 3.2.1: t=2 icin 8.inci mertebeden bir Hadamard matrisini g6z Oniine alarak
Teorem 3.2.2’ye gore OA(16,8,2,3) ortogonal diizeni agagidaki gibi elde edilebilir.

0OA(16,8,2,3) ortogonal diizeni

1110100000101110
1011010010010110
1001101011001010
1000110111100100
1100011001110010
1010001110111000
1101000101011100
0000000011111111

(Bayrak ve Alhan, 2002).
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3.3. Ortogonal Diizenlerin Kurulusunda Ortogonal Latin Kare Tam
Setlerinin Kullamligt

Ortogonal diizenlerin kurulusunda kullamlan diger bir yontem ortogonal Latin
kare tam setleridir.

Teorem 3.3.1: s asal say1 iken s mertebeli ikigerli ortogonal Latin kare tam setinin
varligi OA(s’,s+1,s,2) ortogonal diizeninin varhgini ifade eder.

Bundan dolay: tiim s igin ikigerli ortogonal Latin karenin en az bir ¢ifti
OA(s? s+1,5,2) ortogonal diizeninin varliginm vurgular (s=6 harig) (Chakravarti, 1963).

3. mertebeden ortogonal Latin kare tam seti gbéz Oniine alinarak OA(9,4,3,2)
ortogonal diizeni agagidaki gibi kurulabilir.

0A(9,4,3,2) ortogonal diizeni

0
1
1
1

NN NO

1
0
1
2

—_— O N —
— N O N
RO =N
O = NN

1
1
2
0

oo oo

Boyle bir ortogonal diizenin birim indeksli ve iki kuvvetli oldugu goriilir.
Bundan dolayr 3 mertebeli 2 ikigerli ortogonal Latin kare tam setinin varhigi
0A(9,4,3,2) ortogonal diizeninin varligini ifade eder (Bayarak ve Alhan, 2002a).

3.4. Birim Indeksli Ortogonal Diizenin Kurulusu ve Polinomlar
s asal say1 yada asal sayimnin kuvveti ve t<s iken OA(s',s+1,s,t) ortogonal diizeni
kurulabilir (Bush, 1952). t=3 ve s tek iken, kisitlarin maksimum sayis1 Teorem 2.2’de
verildigi gibi bulunur. Bununla birlikte, s ¢ift ise, s+1 satirlardan diger ortogonal satirlar
kurularak kisitlarin maksimum sayisi bulunur.
0=0, 0y, 0, ..., 0t GF(s) nin elemanlari olsun ve s' polinomlar diigiiniilsiin.

y,(x)=a,_x" +a,,x7? +..+ax+a,; a, € GF(s),i =0,1,...,t —1 (7

Baoyle s' tane polinom oldugu agiktir, t katsayilarinin her birinden dolay: cisimde
s fakli degerin oldugu varsayilir ve 0,1,...,s'-1 degerleri iizerinde j alt indis siralamasi
yapilabilir. 0’dan s-1’e satirlarin sayisi ve 0°dan s'-1’e siitunlarin sayisi iken sxs' diizeni
olusturulur. Ozellikle i.inci satir ve j.inci siitunda bulunan eleman

yj(ei):eu (8)

olur (u tamsay1). Diizenin sonunda birim indeksli ve t kuvvetli ortogonal diizen elde
edilebildigini soylemek miimkiindiir.
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Tersine ozdes iki t-Ozdes alt siitun vektorii (tuple) nedeniyle t satirlarin
segilebildigi farz edilsin ve polinomlar birlestirilsin. Bu takdirde;

a_ X" +a,,x" . taxtay = y,(x) 55

a_x"ta_x . tax+a,=y;(x)

olur. Satirlar ¢; , e, .., €; sonlu cisminin elemanlaridir. Yukaridaki egitlikler taraf
tarafa gikarildiginda,

Ane ' +A e v .t Ae +4,=0 (10)

elde edilir. 1’den t’ye kadar r siralamada gosterildigi gibi, A,,A,,.....A,,4, t tane
tiirdes lineer denklem elde edilir. Polinomlarin 6zdes olmasindan dolayi, A’larin hepsi

sifir olamaz. Dolayisiyla ¢ozimiin varhig i¢in Vandermonde tipindeki matrisin
determinant: kullanilir (Bush, 1952).

t=3 iken kisitlarin maksimum sayisina sahip olan s+1 satirlar nedeniyle OA(s',s+1,s,t)
ortogonal diizeninin kurulabilecegi goriliir (Raghavarao, 1971).

Ornek 3.4.1: t=3 ve s=3 olsun. OA(27,4,3,3) ortogonal diizenini kuralim. GF(3) iin
elemanlar1 0, 1, 2 ve (7) esitligi ile bulunan 27 polinom agagidaki gibidir:

yi=0, y2=1, y3=2, ya=x, ys=x+l, ye=x4+2, yr=2x, ys= 2x+1 , yo= 2x+2
yio= X° , yii= 2+ Yig= X242 | yi3= x2+x yia= X +x+I yis= X +x+2 yi6= X°+2X
Yir= X +2x+l , Yi8= x 242x42 , y.g_ 2x% | yao= 2x%+1 , ya= 2x%42 , yu= 2x%4X
y23= 2x%4x+1 , yoa= 2X24X+2 , yas= 2X242X , yoe= 2X° +2x+1 , Y21= 2x2+2x+2 g

Bu takdirde ortogonal diizenin dort satir1 asagida gosterildigi gibi olugturulur:

0A(27, 4, 3, 3) igin ortogonal diizen

1234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 2
001201201201 201 2012012012071 2
110121202011 2 02 01 0122010121220
20122011201 2 001 2201201T1Z32U0O0T12
Aj00009009000 1 1 11 11111222 222722 2

Maksimum kisitlarin sayisi ile, s<t oldugunda, OA(s',t+1,s,t) ortogonal diizeni
kurulabilir (Raghavarao, 1971).

4. SONUC

Ortogonal diizenler deney diizenleme problemlerinde sikga bagvurulan ve
kullanilma alani genig olan deneme diizenleridir. Bu deneme diizenlerinin kurulusu
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oldukga zordur. Bu ¢aligmada, ortogonal diizenlerin kurulug teknikleri igin bazi
yaklagimlar verildi.
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The Orthogonal Arrays

ABSTRACT

Examples are given for understandable this of subject.
Moreover, some important experimental designs are given. It used
properties of orthogonal arrays for these arrays of construction.
Finally, it is researched other experimental designs transition from
existence of orthogonal arrays. Therefore, orthogonal arrays could
have expanded to others experimental designs.

Key Words : Orthogonal Arrays, Projective Geometry, Hadamard
Martices, Sets of Orthogonal Latin Squares.

33



	Hülya BAYRAK, Aslıhan ALHAN
	Ortogonal Düzenler


