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Ortogonal Düzenler 

Hülya SAYRAK' Aslıhan ALHAN" 

ÖZET 

Bu çalışmada, orıogonal d fizenlerin !amıluş problemi 
üzerinde duruldu, Bu probleme cebirsel ve geometrik özellikler i/e 
yaklaşıldı. Bu nedenle tüm kaynak taramaları tamamlandı ve konunun 
anlaşılabilmesi amacıyla lJrnekler verildi. Ayrıca, bazı Onemli deneme 
düzenleri tanıtıldı. Bu düzen/erin kuruluşunda ortoganal düzenlerin 
Ozellikleri kullanıldı. Mevcut ortogonal düzenlerden diger deneme 
düzenlerine geçiş yolları araştırıldı. Bunun sonucunda, ortogonal 
düzen/erin diger deneme düzen/erine geniş/elilebi/ecegi gOslerildi. 

Aııahtar Kelime/er,' Or/ogol/al Düzenler, Projekrif Geometri, 
Hadamard Marrisleri, Ortogorıal Latin Kare 
Setleri. 

Arnıık 2002 

Matematikte bir matris türü olarak bi linen ono go nal düzenler istatistikte 
başvurulan deney düzenleme yöntemlerinden biridir. Ortogonal düzenler kendi lerine 
uyan yapıdan başka bir yapıya geçişte kullanılır. Bu deneme düzenlerinde iş lem 

çiftlerinin birlikte görülme sayısı her deneme düzeninde farklıdır. Ortoganal düzenler 
faktöriyel tasarım l arda yaygın olarak ku llanılmaktad ı r. 

2-düzeyli ortogonal düzenlerin kuruluşu için kullanılan teknikler, s-sembollü 
ol1ogonal düzenlerin kuruluşu için kullanılan tekniklerin özel durumudur. 

Sylvester, 1867'ye kadar 2 kuvvetli (1=2), 2 düzey li (s=2) ortoganal düzen leri 
düşünmüştür ayrıca, N=t durumu için ortogonal düzenlerin kuruluşunu verm i ştir. 
Paley (1933) t=2, s=2 ol1ogonal düzenleriyle ilgi lenmiştir, çünkü polytopes teorisi t=2, 
s=2 ortogonal düzen uygulamaları d ı r.Paley'in çalı şması Hotelling ( 1944) tarafından 
önerilen ağırl ı k tasarımlarının problemini çözmüş ayrıca, kimyada faktöriyel 
tasanmların uygulandığı noktadan hareketle iki düzey ve iki kuvvetli ortogonal 
düzenleri düşünmüşıür ve Mood ( ı 946) tarafından çalışma devam ettir i lmiştir. 
İstatistikte ortogonal düzen kavramı ilk defa Rao (1946) tarafından hiperküpler olarak 
tanıtılmışt ı r . 

Plackett ve Burman ( 1943-1946) fiz ik ve endüstrideki araştırmalarda Paley'in 
çalışma l arını uygulamışl ar ve çok faktörlü tasarımların terminoloj isin i çal ı şmışlard ı r. 
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Onların araştırmaları Hotelling tarafından önerilen probleme tamamen çözüm 
sağl amıştır. Plackett ve Bunnan tarafından kuru lan tasarıml arından bazı larının 
Kempthorne (1947) ve Brownlee ve Loraine (1948) tarafından analizi yapılmı ştır. 

Rao, Bose, Bush, Ray Chadhuri ikiden büyük kuvvetl i ortogonal düzenlerin 
kuru luş ve özelliklerin i çalı şmışl ardı r . Bose (1961) bilgi teorisinde ortogonal düzenleri 
uygulamıştır, bilgi teorisi ve deneylerin tasarımı problemleri arasında benzerlikleri 
belirtmiştir (Seiden, 1954; Seiden ve Zemach, 1966). 

Son zamanlarda Hedayat ve Stufken (1999) , Lin ve Draper (1992), Box ve 
Tyssedal (1 996), Rosenbaum'un (1 996) çalı şmalan genell ikle ortogonal düzenlerin 
kuruluşu üzerinedir ve ortogonal düzenler ile bazı tasarıml arın ilişki lerin i 

belirtmiş lerdi r, ayrı ca ortogonal düzenlerin projeks i yonl arı ve projektif özell iklerini 
açı k l amışlardır. 

Ortogonal düzenler, OA(N,k,s,O ile tanımlanır, N büyükl üğündeki ortogonal 
düzeninde, k kısıt ı , s düzeyi ve t kuvveti gösterir. Böyle bir ortogonal düzen s 
sembollerinin kxN boyutlu X matrisidir, öyle ki X' in herhangi txN alt matrisin in sütun 
vektörleri aynı sayıda tekrar eder. A. gene ll ikle ortogonal düzen in indeksi olarak 
i simlend i ril diği n de, N=/"sl biçiminde olduğu açıktı r. Faktöriyel tasarım l ara uygulamada, 
her bir satır faktöre uygundur, semboller, fak tör düzeylerini ve her bi ri sütun, faktör 
düzeylerinin bi rl eş i mini gösterir. Böylece her OA(N,k,s,t), her bir s düzeye sahip k 
faktörü için N-tekrarlı faktöriyel tasarım ı tanım l ar (Cheng, 1995). lı;:;: 1 durumunda 
böyle düzenlere "birim indeksli ortogonal düze nler" denilir (Bush, ı 952). 

2. ORTOGONAL DÜZENLERDE KISITLARIN MAKSİMUM SAYıSı 

Ortogonal düzenlerde olas ı k ı s ıt l arın maksimum sayıs ı f(N,k,s) (bazen sadece k 
alınır) ile gösteri lsin. Böylece s asal sayı yada asal sayı nın kuvveti olduğunda 

f(N,s,2)=s+ 1 dir (Bush, 1952). 

Teorem 1: 

A indeksli (N,k,s,t) ortogonal düzeninde (N= Ar'); 

t = 2u ıse ( I ) 

ve 

dir (Rao, 1947). 

Teorem 2: 

~3 ve birim indeksli OA(s3, k, s, 3) ortogonal düzeni için kısıt sayısı aşağıda verildiği 
gibidir: 
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k ~ s+2 s çift ise (3) 
ve 

k S s+l stek ise (4) 

dir (Raghavarao, i 97 I). 

3. ORTOGONAL DÜZENLERİN KURULUŞ TEKNiKLERİ 

3.1. Ortoganal Diizenlerin Kuruluşunda Sonlu Projektif Geometrinin Kullaııımı 

R.e. Bose (1947), deney tasarımının temel istatistiksel problemlerini sonlu 
geometri terimleri ile istatist iksel terimlerin ilişkilendirilebileceğini gösterdi. Simetrik 
faktöriyel denemelerde etkileşime ilişkin serbestlik derecelerini etki karışımı olmaksızın 
faktörlerin maksimum sayısını belirleme probleminde faydalı olacağını gösterdi. 

Simetrik faktöriyel düzende her bir faktör (burada p pozitif asal sayı ve r pozitif 
tamsayıdır) s=pn düzeyli ve her bir blok srx i boyut ludur. Bose böyle bir düzende 
etkileşime ait serbest lik derecelerini PG(r-I,s) sonlu projektif uzayının noktaların m 
maksimum say ıs ı ile yorumland ı (Seiden, 1950). 

Teorem 3.1.1: 

kxr boyutlu bir C matrisi göz önüne alınsm. 

c = 

Burada CijE GF(s) dir [GF(s), s elemanlı sonlu cimi gösterir]' Eğer t satırl ı t 
ranklı alt matrisler bulunabiliyorsa, bu takdirde OA(sr, k, S, t) ortogonal düzeni 
kuru labilir. Burada s=pn dir (Bose ve Bush, ı 952). 

C matrisİnin satırları PG(r.l, s) sonlu projektifuzaymdaki noktanm koordinatları 
gibi yorumlanabilir öyle ki noktaların t tanesi birleştirilmemiştir. Böylece aşağıdaki 
teoreın elde ed il ir: 

Teorem 3.1.2: 

PG(r-I,s) projektifuzayında t tanesi birleştirilmemiş (t tanesi bir doğru üzerinde 
değil) k noktaları bulunabilirse, bu takdirde ~s«, s=p' o lan OA(s',k,s,t) onogonal 
düzeni kurulabilir (Bose ve Bush, 1952). 
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Örnek 3.1.1: Burada s=2 durumu düşünülsün ve (r-2)-boyut lu alt düzleminde olmayan 
PG(r- l ,2) nin tüm noktaların seti alın sm. Bu takdirde, 

(5) 

dir. (3.1. I) özell iğini sağlayan 2r
-! tane nokta vardır. PG(r- l ,Z) deki her bir doğru üç 

noktadan geçmediğinden dolayı bu noktaların üçü aynı doğru üzerinde değildir ve 
dolayısıyl a setin dışındaki doğrulardan biri (3.1.1) düzleminde değildir. Teorem 3. 1. i 
deki C matrisinin satırları için bu noktaların koordin atları alınır, 3 kuvvetli 
OA(Zr,Zr-1 ,2,3) ortogonal düzenİ kuru labilir ve Zr-! tane kı sıt vardır. 

GF(2) üzerinde kuru lan projektif geomet ri PG(2,2) dir ve r=3 bulunur. PG(2,2) 
bir Fano düzlemidir. Bu düzlemin (1 ,0,0), (0,1,0), (0,0,1), ( 1,1,1) dört noktası 

Xi + xı + Xı = O doğrusu üzerinde değildir. Bundan dolay ı uygun C matri si 

c= 

100 

010 

001 

1 1 1 

Sekiz tane olası ç sütun vektörü aşağıdaki gibidir: 

01000111 

00101011 

00011 101 

Böylece, OA(8,4,2,3) düzeninde gerekli sütunlar aşağıda verilen Cç formuyla 
bulunur. 

OA(8,4,2,3) ortogonal düzeni 

0100011 1 

00101011 

00011101 

011 10001 

3.2. Ortogonal Düzenlerin Kuruluşunda Hadamard Matrislerinin Kullanımı 

n mertebeli Hadamard matrisi 1 yada - I hücreleri ile nXn boyutlu Hn matrisidir 
öyle ki nx n boyutlu birim matrisi In ile gösterild iğinde, 
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H"H~=lIl" (6) 

dir. Hadamard matrislerinin varl ığı için gerekli koşul n=2 yada n=O (mod 4) ol masıd ı r. 

n=4/ı. alınırsa (/ı. pozitif tamsayı), An- ı.n çekirdek matrisinin OA(4/ı.,4/ı.-I,2,2) 
olduğu kolayca gösterilebilir, bu yapı temelde 1 ve - 1 öğelerinden o luşur . Teorem 2. l 'e 
göre f(4A. ,2,2)= 4A.-I o lur. Böylece, aşağıdaki Teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.1: 

f(4/ı.,2,2)= 4/ı.-l olması için gerekli ve yeterli koşul 4/ı. mertebeli Hadamard 
matrİsİnin mevcut olmasıdır. 

Yukarıdaki gibi OA(4A.,4A.- I,2,2) düzeni, OA(8A,4A.,2,3) düzeninin kuru luşunda 
kullanılabilir. Verilen A düzeni için, O'lar ve l 'lerin yer değiştirilmesiyle A'dan 
bulunan düzeni A ile gösterilecektir. 

Teorem 3.2.2: 

t çift olduğunda ve OA(/ı.2',k,2,t) mevcut ise, bu takdirde B düzenİ 

biçiminde olan bir OA(/ı.21+ I ,k+ i ,2,t+ I) ortogonal düzeni bulunabilir. 

Örnek 3.2.1: t=2 için 8.inc i mertebeden bir Hadarnard mat risini göz önüne alarak 
Teorem 3.2.2'ye göre OA(16,8,2,3) ortogo11al düzeni aşağıdaki gibi elde edilebi lir. 

OA( 16,8,2,3) ortogonal düzeni 

1110100000101110 
1011010010010110 
1001101011001010 
1000110111100100 

1100011001110010 

1010001110111000 
1101000101011100 

0000000011111111 

(Bayrak ve Alhan, 2002). 
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3.3. Ortogonal Düzenlerin Kuruluşunda Ortogonal Latin Kare Tam 
Setlerinin Kullanılışı 

Ortogonal düzenleri n kuruluşunda kullanılan diğer bir yöntem ortogonal Latin 
kare tam setleridir. 

Tcorem 3.3.1: s asal sayı iken s mertebeli ik i şerli ortogonal Latin kare tam setinin 
varlığ ı OA(s2,s+1,s,2) ortogonal düzeninin varl ığını ifade eder. 

Bundan dolayı tüm s için ikişerH ortogonal Latin karenin en az bir çifti 
OA(s2,s+ l ,s,2) ortogonal düzeninin varlığını vurgular (s=6 hariç) (Chakravarti, 1963). 

3. mertebeden ortogonal Latin kare tam set i göz önüne a lınarak OA(9,4,3,2) 
ortogonal düzeni aşağıdaki gibi kurulabil ir. 

OA(9,4,3,2) ortogona! düzeni 

O O O ! 2 2 2 
O 2 O 2 O ı 2 
O 2 2 O 2 O 
O 2 2 O 2 O 

Böyle bir ortogonal düzen in birim indeksli ve iki kuvvet li olduğu görülür. 
Bundan dolay ı 3 mertebeli 2 ikişerli ortogonal Latin kare tam set inin varlığı 

OA(9,4,3,2) ortogonal düzeninin varlığını ifade eder (Bayarak ve Alhan, 2002a). 

3.4. Birim İndeksli Ortogonal Düzenin Kuruluşu ve Polinomlar 

s asal say ı yada asal sayının kuvveti ve t<s iken OA(st,s+ l ,s, t) onogonal düzeni 
kurulabi lir (Bush, 1952). t=3 ve s tek iken, kısıtların maksimum sayıs ı Teorem 2.2'de 
verildiği gibi bulunur. Bununla birlikte, s çift ise, s+ ı satırl ardan diğer ortogonal satırl ar 

kurularak kıs ıtların maksimum sayı sı bulunur. 

00=0, ılı, <X2, ... , Us- ı GF(s) nin elemanl arı olsun ve st pol inomları düşünü lsü n . 

(7) 

Böyle st tane polinom olduğu açıktır, t katsayıl arının her birinden dolayı c İ simde 
s faklı değerin olduğu varsayı lır ve 0,1, ... ,s'· i değerleri üzerinde j alt indis sıralaması 
yap ıl ab i l ir. O'dan s·l'e satırların sayısı ve O'dan s!·1 'e sütunl arın sayısı iken sxs' düzen i 
oluşturulu r . Özell ikl e i.inci satır ve j.inci sütunda bulunan eleman 

(8) 

olur (u tamsay·ı ). Düzenİn sonunda birim indeksH ve t kuvvet li ortoganal düzen elde 
ed ilebildiğ i n i söylemek mümkündür. 
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Tersine özdeş iki t-özcleş alt sülun vektörü (tuple) nedeniyle 
seçi lebild iği farz edilsin ve polinomlar birleşt i r il sin. Bu takd irde; 

t satırların 

I - I ı - ı ( ) 
aı_ıx +aı_ıx + ... +aıx+ao ::: Yj X 

. ı -I . 1- 2 .. . 
aı_ıx +aı_ıx + ... +aıx+ao ::: Yj(x) 

(9) 

olur. Satırlar e;ı ,e ;ı , ... , e;, sonlu cisminin elemanlarıdı r. Yukarıdaki eş itlik ler taraf 

tarafa çıkarı l dığı nda, 

(10) 

elde edi lir. i 'den t'ye kadar r sıral amada gösteri ldiği gibi, AH ,A,_ı •... ,Aı.Ao t tane 

türdeş lineer denk lem elde edil ir. Polinoml arın özdeş o l masından do lay ı , A' l arın hepsi 
sıfır olamaz. Dolayı s ıy la çözümün varlığı için Vandermonde tipindeki matrisin 
detenninantı ku llanılır (Bush, 1952). 

1=3 iken kıs ıt l arın maksimum sayısına sahip olan s+l sat ı rlar nedeniy le OA(s\s+l.s,l) 
ortogonal düzeninin kurulab il eceği görülür (Raghavarao, 1971). 

Örnek 3.4.1: t~3 ve s~3 olsun. OA(27,4,3,3) ortogonal düzenini kuralım. GF(3) ün 
elemanları 0, 1, 2 ve (7) eşi t liği ile bulunan 27 polinom aşağıdaki gibidir: 

Yı= O. yı= i , Y3= 2, Y4= x, Ys= x+ l , y6= x+2, Y7= 2x, YS= 2x+1 , Y9= 2x+2 , 
ı ı ı ı ı 2 2 '2 Yıo= x ,y ıı= x +1 , Y12= x +2 , Y13= x +x , Y14= x +x+i , Y1 5= x +x+ ,YI6= X + x, 
2 2 2 2 2' 2' Y17= x +2x+1 , YIS= x +2x+2 , Y19= 2x ,Y20= 2x +1 ,Y21= x +2 ,Y22::: X +x 

Y23= 2x2+x+ 1 , Y24= 2x2+x+2, Y2S= 2x2+2x, Y26= 2x2+2x+ 1 , Y27= 2x2+2x+2. 

Bu takdirde ortogonal düzenin dört satırı aşağıda gösteri ld iği gibi olu şturu lur: 

OA(27, 4, 3, 3) için orlogonal düzen 

i 2 3 4 5 678 9 LO ii 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
O O i 2 O i 2 O i 2 O i 2 O i 2 O i 2 O i 2 O i 2 O 
i O i 2 i 2 O 2 O i i 2 O 2 O i O i 2 2 O i O i 2 i 
2 01220 11 20 i 2 O O i 2 2 O i 2 O i i 2 O O 
A O O O O O O O O O i i i i i i i i i 2 2 2 2 2 2 2 

Maksimum k ı s ıt ların sayıs ı ile, s~t o lduğunda, OA(SI, t+ l ,s, l) ortogonal düzeni 
kurulabi lir (Raghavarao, 197 1). 

4. SONUÇ 

Ortogonal düzenler deney düzenleme problemlerinde sıkça başvurulan ve 
kulla nı lma alanı gen i ş olan deneme düzenlerİd İ r. Bu deneme düzenlerinin kuru luşu 

3/ 

i 2 
2 O 
i 2 
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oldukça zordur. Bu çalışmada, ortogonal düzenlerin kuru lu ş teknikleri ıçın bazı 

yaklaşım l ar verildi. 
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The Orthogonal Arrays 

ABSTRACT 

Examples are giveıı for ımderstandable this of subject. 
Moreover. some imponarı! experimemal desigııs are giveıı . It used 
properıies of orılıogoııal arrays for these arrays of coııstrllctiol!. 
Finally, it is researclıed other experimemal designs transiıion from 
e.xistence of orılıogoııal arrays. Tlıerefore. orthogoııal arrays could 
have expaııded to others experimeıııal designs. 

Key Words : Orılıogoııal Arrays. Projecrive Geomeıry. Hadamard 
Martices. Sets ofOnlıogonal Latin Squares. 
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