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Oransal ve çarpımsal Tahmin EdicHer 

Cem KAD !LAR' Hülya ÇiNGl" 

1. GiRiş 

ÖZET 

Bu çalışıııa. SO/1 ytllarda bl/erilen oransal lahıııil1 edicileri 
istatistikul olarak incelemekte ııe oraıısaltalımiııiıı özel bir tiirü o/mı 
çOI1J11l1sa/ ve oransa/-çarpıııısal tahminler i/e ilgili temel bilgi/er 
verll/ekledir. Ayrıca, yaptlan bil' uygulama ile oraf/sa/tahmin edici/er 
duyarlılık/an açısı/ldaıı karşılaştll'l/maktadır. 

Aııalıtar Kelimeler: Ora/lsa/ tahliliıı, çOlplll1Sa/ lahıııil1, orama/
ça/'pıııısa/ıahıııiıı, duyar/Ilık. 

19S0'li yıllardan günümüze, ömekleme kuramında en öneml i gelişmelerden biri , 
ilgilenilen değişkenle ilişkili yardımcı bir deği şkene ait bilgileri kullanarak kitle 
toplamının ya da ortalamasının tahmin edileb ilmesidi r. Yardımcı değişkene ait bilgiler 
varo lduğunda, kitle toplamının ya da ortalamasının tahmin edicileri, farklı tahmin 
yöntemleri kullanılarak çeşitli örneklem tasarım ları için üreti lebilmektedir. Örneği n , 
örnekleın tasarım t basit rasgele örnekleme iken ilgilenilen değişkeni e ilişkili yardımcı 

bir değişkene ait bilg il er elde ed ilebil iyorsa kitle ortaması ve toplamının tahmini için en 
çok kuııanılan ve bi li nen yöntemlerden biri oransal tahmin yöntemi o l maktadır. 

N birimli bir kitleden yerine koymaksızın eşi t olasılık l a 11 birimli k bir örneklem 
çekilsin. Burada, y, ilgileni len değişken; x, yardımcı değişken ve i= I,2,,,.,11 o lmak 
üzere (Xi, yi), örneklem değerler i olsun. Bu durumda, 

" LX; 
x=~ 

n 
ve (I) 

sıras ı yla x ve y değişken l erinin basit rasgele ö111eklemede orta lama tahmin leri 

olmaktad ı r. Aynı şeki l de X ve Y , sıras ı yla x ve y deği şkenl er inin kitle orta lamaları nı 

göstersin. Bu bilgiler doğru l tusunda, Y' nin oransal tahmin edicisi, 

- y -
yo== X (2) 

x 
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Cem KAOlLAR - Hü lya ÇINGI 

biçiminde o lmaktadır. Buradaki yIX oranı it ile gösteril irken, kitle için Y/X oranı R 

ile gösterilmektedir. (2)'dc verilen yanıt tahmin ed icinin duyarlıl ığı , hata kareler 
orta l aması (HKO) değeri nin tersi ile elde edi lmektedir. Bu neden le HKO'sl küçük 
tahmin ediciler daha duyarlı o l maktadır. çoğu örnekleme çalışma l arında, HKO değeri 
çok az küçüldüğünde bi le tahmin edici lerin duyarl ılı ğı önemli derecede arttığ ı 

gözlemlenmektedir. Dolayı s ı yla , tahmin ed icilerin HKO eşitli klerinin elde edilişieri ve 
di ğer tahmin edicilere göre daha küçük olup o lmad ı klarının incelenmesinin örnekleme 
kuramında ayrı bir önemi vardı r. 

Bu düşünceler altında , bu ça lı şmada, Prasad (1989) tarafından önerilen oransal 
tahmin ediciler ve HKO'ları incelenecektir. Ayrı ca, son yıll arda öneri len d i ğer oransal 
ve çarp ımsal tahmin edicilcre de yer verilecek ve bu tahmin ediciler, ele alınan verı 
kümesi ku llanılarak karş ıl aştırılacakt ı r. 

2. ORANSAL TAHMİN EDİcİLER 

Searls (1964), ortalaman ın basit tahmin ed icisini, (l) ile verilen örneklem 
orta l amasını k gibi sabit bi r sayı il e çarparak 

~-~ O) 
şeklinde önenniştir. Bu tahmin edic inin HKO 'sl, 

HK0<Y, ) - k ' yS; + (k - ı )' y' (4) 

biçiminde bulunmaktad ı r. Burada S:.' y değişkeninin varyans!; f=n/N olmak üzere, 

y = (1- 1)/11 biçimindedir. Prasad (1989), (4) ile veri len hata kareler orta l amasını en 

küçük leyen k değerini birinci türevden yararlanarak k = kı = (I + 'YC~t biçiminde elde 

ederek 

ve 

HK0<Y,) - (i + yC; r'yS; (5) 

şeklinde elde etmi ştir. Burada, C~. , y değişkenin i n deği şim katsayı s ının karesidir. 

Prasad (1989), (2) il e veri len eşitlikte y yerine (3)'deki Y$ tahminini koymayı önenn i ş 

ve yeni oransal tahmin i 

- - y, X - k,y X 
Ypı --= --=--

X X 
(6) 
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biçiminde vermişt i r. Burada, yJx:::: Rı il e gösterilirse, HKOGrl ) :::: X 2HKO(R ı ) 
olacağından (6) ile verilen oransal tahminin hata kareler ortalamasın ı elde edeb ilmek 

için yalnızca R ı teriminin hata kareler orta l amasını elde etmek yeterli olacakt ı r. Bu 
durumda, 

y. - Rx 
x- x 

ı +-----=-x 

, 

L _ _~ x - X [ ( -)-'] = x , E (y,- Rx)- 1+ X 

biçiminde olur. Ancak, köşeli parantez içindeki ikinci terim, Taylor ser İ s i ne açı ldığında 

büyük öıııeklem l erde ihmal edilebili r. Böylece, 

biçiminde bulunur. Bu ifadeye Y :::: RX eklenip çıkart ıl ırsa , 

HKO(lL. ,)" ~ , E[(y, - Y)- R(" - X)! 

" ~ , E[(y, - Yl' - 2R(y, - Y)(" - X)+ R' (" - X)' 1 
(7) 

elde edil ir. Köşeli parantez içindeki ikinci terim, y, :::: kıY eşitliğ i nden yararl anılarak , 

- 2RE(y, - Y )(" -X) = -2RE(k,)' - Y )(" -X) 
= -2Rk,Cov(y,,,) 

biçiminde yazılabi l ir . Burada, p ilişki katsayısı olmak üzere, 

EG, - yı' 

E(X - X) ' 

:::: kıYS~ 

:::: yS! 

EG - Y)(X - X) = ypS,.S, 

o l duğu bilinmektedir. Bu durumda, (7) eşi t liği, 
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, - i ( , ? ' ' ) HKO(R,) ; X' y k,S ,. - _Rk ,pS,S, + R S, 

biçiminde yazıl ab ilmekted i r. Böylece, 

(9) 

elde edilir. 

Prasad ( 1989) ça lışmasında bir başka oransal tahmin edici daha önenni şıir. Bu 
tahm in edici, Y. tahmin edicisini yo tahmin edicisi nde kullanan 

_ kji-
Y", ; -=- X (10) 

x 

k- , 
yeni bir tahmin edicidir. Burada ! = R* ilc göstcrilirse, (7) eş i tl i ği, 

x 

HKO(R,) ; E(R, - R) 

;;; ~J(kji - V)' - 2RE(kji- Y)(x" X)+ R ' E(x - X)' ı 

olur. (4) ve (8) eşitl i kleri , (I I) eşitliği nde kullanı l arak, 

, i r , ( ) ,-, () ' ( -l' ı HKO(R,) ;;;=c lk "Y ji +(k - I)"Y"- 2RkCovji,x + R-E x- X 
X" 

biçiminde yazılabileceğ i açıktır. Bu durumda, 

" " ()'-' HKO(ji ", ı ;;; k 'yS; + R "yS; - 2RyRyk.S,. + k - I . Y" 

olur. Bu ifadenin k'ya göre türevi alınıp s ı fıra eşitlen i rse, 

1+ ypC,C. 
k = k, = • 

" yC; + i 

(II ) 

( 12) 

bulunur. Buradaki kı değeri (l2)'da veri len hata kareler orta l amas ını en küçükleyen k 
değeri olmaktad ı r. Bu durumda (1 0) tahm in edic isi, 
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Oransal ve çarpıınsal Tahmin Ediciler 
: HIB ıı 

_. = k,l' X =[ I+YPC,C.]Y X 
Y ı)2 - C' 1 -

X Y ; + X 

biçiminde, (ı 2) ise, bazı düzenlemeler yapıldıktan sonra 

biçiminde o l maktadı r. (9) ile (13) eşitlik leri dikkat li incelendi ğinde, 

( C S il 
HKO{~ )=HKO (- ,)+ yp , , I 

\Ypl yp- 1 C' +Y y 

(13) 

eş i t li ğ i yazılabi l i r. Bu eşitl i kten aç ı k bir şekilde görülmektedir ki Yp2 tahmin edicisinin 

hata kareler ortalamas ı Yp ı tahmin ed icisinin hata kareler ortalamasına göre daha 

küçüktür. Do l ayısıyla, Y p2 tahmin edic isi Y pl tahmin edicisine göre daha duyarlı dır. 

Sonuç olarak, 

olmaktadır. 

Upadhyaya ve Singh (1999), Singh-Kakran tahmin edicis ini 

(14) 

biçiminde önennişlerdir. Burada, P ı (x), yard ımc ı deği şken i n basıkhk katsayı sı 

olmaktadır. Bu tahmin edicinin HKO'sı ise çıngı (1 994)'de verilen varyans ve yan 

v(- )= L-f Y'(C' C'(I-Z C,)} YSK Y + x pc 
n • 

Yan YSK = --Ye. l - p-' ( ) 1-f - '( C) 
n C, 

eşitlikl er inden yararlanıl arak ve Taylor serısıne açılı p birinci dereceden yaklaşım 

yapılarak 
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I!!sı::::: ;;ö!BJ:::;;:;;:::ı:::; 

I - f -, r " 1 HKOG,,) =--Y ' ıC ; +C;ö(ö-2K) 
n 

elde edilebilir. Burada ıS, I 'e yakın bir değer olup 

ö=~:':'X_ 
X+p,(x) 

olarak tanımlanab ili L 

ve 

Singh-Kakran tahmin edic isinden yola çıkarak Upadhyaya ve Singh (1999), 

(15) 

(16) 

oransal tahmin edicisini önermiş l erdi r. Bu tahmin ed icini n HKO ise, ( IS)'ten 
yarar l anılarak 

I - I -, f , ' ( ıl HKO()i usı) == --Y - ıC; + WıC~ w) - 2K 
n 

. XP,~ ) 
bıçiminde bulunmuştur. Burada, wı = - , yine ı 'e ya kın bir değerdi r. 

XP,(x) + C, 

Aynı ça l ışmada Upadhyaya ve Singh (1999), ikinci olarak 

(I 7) 

oransal tahmin edicisini önernliş l erdiL Burada, z = xC, + P ı (x) ve Z = XC~ + P2(X) 

olup z, Z ' ılın yansı z bir tahmin edicis idi r. Bu tahmin edicinin HKO'sı, benzer şekilde 

I - f -, r , ' ( ıl HKO()i usı ) == -- Y - ıC ; + wıC ; w ı - 2K 
n 

biçimindedir. Burada, "', = xcjxc, +P,(x) d ı r. Upadhyaya ve Singh (1999), 
yaptıkları uygulamada ele ald ığı iki veri kümesi için de ikinci olarak önerd iği (J 7)'teki 
tahmin edieiyi biri neiye göre daha duyarlı bulmuşlard i L 

Oransal tahmin edicileri n genel eşit l i ğ i , \> ı ve Dı toplamı 1 olması gerekmeyen sabit 
ağırlı k l ar olmak üzere, 

(1 8) 
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biçiminde ifade edil ebi lir. 

Singh (2000), ( 18)'da veril en bu ağırlıkların optimal değerlerinin HKO değeri ni 

en ki.içük leyen eşi tlikl erini elde etmi ş ve benzet im çalışması yaparak çeşitli durumlarda 
bu ağırlıkl arın optimal değerl erin i bulmuştur. 

3. ÇARPIMSAL TAI-IMiN EDiciLER 

YardlJllcı deği şken ilc il gilenİl en deği şken a ras ında negat if bir ilişki var ise 
genelliklc oransa l tahnı in ediciler yeri ne çarp tınsa l tahmin ediciler tercih edilirler. 
Ancak, eğer bu negatif ili şk i küçük ve bu deği şkenlerin deği şim katsayıl arı büyük ise, 
çarplll1sal tahm in edicil eri n HKO değerleri (20)'den görüleceği gibi büyük bulunur. 

Kitl e ortalamas ı nı n 0') çarp ımsal tahmin edicisi oransal tahmine benzer şeki lde, 

_ _ x 
Yç ~ Y= 

X 
( ı 9) 

biçiminde olmak tadır. Burada ilgil enilen y deği şkeni ilc yardımcı x deği şkeninin negatif 
bir ilişkiye sahi p olduğu unutulmamalıdır. Bu tahmin edicin in HKO 'sı, 

1- r -, , , 
HKO(jiç) ~ - n- Y-(C; + 2C,. + C;) (20) 

olacakt ı r. 

Ancak, örnekleme ça lı şmalarında çoğu zaman y değişkeni ilc x değişkeni 

aras ında pozitif bi r ili şki bulunmaktad ı r. Bu durumda oransal tahmin yerine çarpllTIsal 
tahmin in kullanılabilmcsi için Srivenkataramana ve Tracy (1986), Y değişkeni üzerinde, 

biçiminde bir dönüştümıe yapm ış lardır. Burada L bir sab it olmaktadır. Bu dönüşüm 
sayes inde y ile x değişkenl eri aras ında pozitif o lan ili şki v il e x değişkenleri arasında 
negatif bir ilişkiye dönüşür ve art ı k çarpımsa l tahminin kullanılmasının bir sak ıncas ı 

kalmaz. Ancak ii o luşturulurken L sabitinden y çıkarı l dığından çarpımsa l tahmin edici 

de L sabitinden ç ıkaıiılarak 

_. L - x 
Yç = - v = 

X 

biçiminde bulunur. 

(2 ı) 

Singh ve d i ğerleri (1998), (2 1) ile verilen L sabitinin optimal değerinin HKO 
değerin i en kiiçükleyen eşitliğin i 
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;;::::: H III! II I ıımm" 

L = a + 2ppN(n0 + i) 
n (NO+2) 

biçiminde elde etmiş ve yapılan benzet im çalışması ile Y~' tahmin edicisinin Yo tahmin 

edicisine göre daha duyarlı olduğunu gösterm i şlerd ir. Bu benzetim ça lı şmasında, 

=0;1,5; P=0,5;1; 1,5; n= IO;20;30;40; N=50; 0=5 değerl er i kullanılarak optimal L 

değerlerine de ul aşılmıştı r. Burada e, gaınma dağılı mının parametresi; a ve ~, y~. 

tahmini ili n hata kareler ortalamas ı nı n genel 0I1alamasının eşitliğinin katsayılarıdır. Bu 
eş itlik l e ilgili ayrıntılı bilgiler Singh ve diğerleri (1998)' nin çalışmas ında verilmektedir. 

Lui (1990), 

_ _ (ı)ıx + (ı) ~ 
y,- = y X - (22) 

biçiminde yeni bir çarp ı msal tah min edici önenn i ştir. Bu tahmin edici, Wı= 1, 002=0 

o l duğunda, (19)'de veril en çarpımsal tahmin ediciye dönüşür . Aynı çalışmada, HKO 
değerini en küçükleyen 001 ve 002 optimal değerler i 

• C,) 
w,=-, (, " ' ) 

C; + nC;C; - C" 

• C. + C.y -

<O , = , ( " , )X 
~ C; + y C;C~ - C ~). 

biçiminde bulunmuştur. Burada, C.
y 

= cov(x,y)/(X Y) olmaktadı r. Dikkat ed ili rse, x 

ile yarasındaki il i şki negatif olduğundan 00; daima pozitif o lur. 

Espejo ve Penas (1990), (l9)'de X yerine örneklemin harmonik ortalamas ın ı 

kullanmıştır. Ayrıca, bu çalışmada, x deği şkeni daima pozitif değer ald ı ğında harınonik 

orta l aına değeri ni n , basit orta l aman ın değerinden daha küçük olduğuna dikkat 
çekilmişt ir. 

(15) ve (ı 6) eşitlikl erinde verilen Upadhyaya ve Singh (ı 999)'in çalışmasındaki 

oransal tahmi n edicilerin çarpımsa l tah mi n edici hal i sıras ı yl a , 

ve 

_ __ xP, (x)+C, 
Yu" ç - Y XP, (x)+C, 

_ __ xC,+p, (x) 
Y US2( - Y XC, + p, (x) 

(23) 

(24) 
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Oransal ve çarpıııısal Tahıııin Ediciler 
iili 

biçiminde olmaktadır. 

Baz ı ömekleme çal ı şmalarında, ikinci yardımcı dcği şkene de ihtiyaç 
duyulabilmektedi r. Eğer bu ikinci yard ı mcı deği şken l e ilgilenilen deği şken arasında 
negatifbir ilişki varsa, bu durumda oransal -çarpımsal tahmin edici, 

kullanı l maktadır. Bu tahmin ed icinin HKO'sı , 

olarak bulunur. 

Tracy ve diğer l eri (1996), 

_ _ tl Z 
YTOÇ = Y== 

UZ 

biçiminde yen i bir oransal-çarpımsal tahmin ed ici önennişlerdir. Burada, 

u= L-x ve U = L - X 

o l maktadır. 

4. UYGULAMA 

(25) 

(27) 

Bu bölümde, (LO) ile verilen Prasad tahmin edicisi , (14) ile verilen Singh-Kakran 
tahmin edicisi , (16) ile verilen Upadhyaya-Singh birinci tahmin edici ve (17) il e verilen 
Upadhyaya-Singh ikinci tahmin edici ile T.c. Devlet İstatistik Enst itüsü'nden elde 
edilen 1999 yılına ait 824 ilçe bazında Türkiye 'de elma veren ağaç sayı s ı (yardımcı 

deği şken) ve elma üretim miktarı (tahmin edi lmeye ça lış ılan deği şken) basit rastgele 
örnek leme yön temiyle kitleden 100 büyüklüğünde bir ömeklem çekilerek tahmin 
ed il miş, bu tahm in edici ler Bölüm 2'de verilen HKO eşitli k leri kullanı larak hesap lanm ı ş 

ve HKO değerl erine göre karşılaştırılmışt ır. Ele alınan deği şken l er i n kitle değerleri 

Tablo 1 'de, örneklemden elde edilen kitle tahmin değerl eri Tablo 2'de ve tahmin 
edicilerin hesaplanan HKO değerleri ise Tablo 3' te veri lmekted ir. 

Tablo i. Deği şkenlerin Kitle Değerleri 

Deği şkenler N Ortalama Toplam St. hata Bası k lı k Çarpı klık 

Ağaç sayıs ı 854 37600 32 110500 144794 312,07 15,27 
Üret im miktarı 854 2930 2502328 17106 195,84 12.65 
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111l1 

Tablo I 'den Türkiye'de 1999 yılında 854 ilçedeki toplam 32 110500 elma 
ağacından 2502328 ton elma üretildi ği, her ilçede ise ortalama 37600 elma ağacından 
2930 ton elma üret ildi ği , her iki değişkenin de sağa doğru çarpık ve normal dağıııma 
göre sivri olduğu görülmekted ir. Ayrıca bu iki deği şken arasındaki ilişki miktarı %92 
olarak bulunmuştur. 

Tablo 2. Orta lama Üretim M i ktarı Tahmin Değerler i 

Tahmin Edicilcr Ortalama Tahmini 
Prasad 11 28,48 

Singh- K::ıknın 1237,08 
Upadhyaya-Singh i 1242,09 
Upadhyava-S ingh 2 1240,78 

Tablo 2 'den görüldüğü gibi , elde edilen tüm orta lama üretim miktarı tahminleri 
gerçek değerden oldukça uzak çıkmı ştır. Bunun nedeni kitle varyans ının çok büyük 
olm ası, yani uç değerlere sahip (çok büyük değerlere sahip) ilçeleri n va r olmasıdır. Bu 
ilçeler çekilen ömeklemde yer almadığında tahmin değerl erinin gerçek değere göre 
küçük çıkacağı açıktır. 

Tablo 3. Ortahıma Tahmin Edicilerin HKO Değerleri 

Tahmin EdicHer HKO Değerleri 
Pras::ıd 490426,8855 

Si ngh-Kakran 59 11 5 1,0887 
Upadhyaya-Singh i 583869, 1092 
Upadhvava-Singh 2 585756,7796 

Tablo 3'ten, e le alınan değişkenler üzerinde en iyi tahmin ed icinin Prasad 
tahmin edic İ sİ olduğu açık bir şekil de görülmektedir. Burada dikkat edil ecek olursa 
Upadh yaya-Si ngh i tahmin edicisi Upadhyaya-Si ngh 2 tahmin edic isine göre daha iyi 
bir tahmin edici olarak bulunmuştu r. Bu sonucun, Upadhyaya ve Singh (1999) 
çalışmasındaki sonuç ile çelişmesi il gi çeki cidir. Çekilen örneklem sayıs ı 

değiştirildiğinde de tahmin ed icil erin HKO değerl eri nin sıralamas ında bir değiş iklik 
olmamakta ve dolayısıy l a bu sonuç değişmemektedi r. 

S.SONUÇ 

Bu çalışma li teratürde yer alan önemli oransa \ tahmin edic ileri kuramsalo larak 
inceledikten sonra yap ıl an bir uygulama ile dört oransal tahmin ediciyi HKO 
değerlerine göre birbiriyle karş ıl aştınnıştır. Bu karş ılaştınnanın sonucunda bu veriler 
için en iyi tahmin ed ici Prasad (I 989)' ın ö nerdi ği tahmin edici olarak bulunmuştur. 

1999 yılına aiı ik i tahmin edicin in de Prasad (1989) ' 111 tahmin edicis ine göre 
daha büyük HKO değerine sahip olması ve Upadhyaya ve Singh (1999), önerdikleri bu 
iki tahmin ediciyi temel bir oransal tahmin edici olan Prasad (1989) ' ln tahm in edicis iyle 
karş ılaştınnam ı ş olmas ı oldukça düşündürücüdür. 
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Bu çalışmanın devamı olarak, uygulamada veri len değişkenlerin özellikleri 
bakımından örneklem çek imi basiı rastgele örnekleme yöntemi yerine tabakalı rastgele 
örnekleme yöntemi ile yapılabilir. Bu durumda, kuramsalolarak oransaııahmin ediciler 
yerine tabakalı örnekleme yöntemine göre düzeltilmiş yeni oransal tahmin ediciler elde 
edilmelidir. Bu yeni tahmin edicilerin bu çal ı şmadaki veriler için daha duyarlı olacağı 
düşünülmektedir. 
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Ratio Type and Product Estimators 

ABSTRACT 

This stlldy reııieıvs receııl 1"(11;0 ıype esıiıııators sıaıisıjcally (11 1(1 

il/ırodııces prodııcı aııd raı;o-cı/llı-prodııcı esıiıııalors. Besides, ılıe 

precisioıı of ılıese ratjo ıype estimators are compared by (iii 

appl;cat;oıı 

Ke)' Words : Rat;o ıype esıiıııatioıı, protlllCt esıimal;oıı, ral;o-c /ııı/ 

prodilcı esıimaıioıı, precisioıı. 
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