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ÖZET 

Grafiksel zincir modeller diye adlandırılan istatistiksel modeJler. 
değişkenler arasmda hem simetrik hem de nedensel ilişki içeren 
grafiklerin IJzel bir tipidir. Koşullu Gauss Dağllıml(CG) kesikli 
değişkenler verilmişken sürekli değişkenlerin bileşik Gaııss dağılımı 
ve kesikli değişken/erin her bir seviye kombinasyominım pozif!f 
olasd/klan ile tanımlamr. Bir CG dağılımmda bir değişken çiftinin 
geri kalan değişkenler veri/mişken koşullıı bağımsız olabilmesi için 
gerek ve yeter koşul bıı değişken ç!{iini ifade eden liim etkileşim 
terimlerinin sifir o/masıdır. Bu çalışmada koşulhı GOl/SS etkileşimleri 
ve koşullıı Gal/ss Zincir model tanıtılacaktır. 

Aııahtar Kelimeler:Koşulllı Gauss dağılımı. 

etkileşimleri, Zincir Grafik. 
regresyonu 

Koşullu 
Koşul/u 

Gauss 
Gol/ss 

1.1. Bağımlılık Zincirleri 

Aralık 

Grafik ler, koşullu bağımsızlık i li şkil erin i formü le etmek için kull anı lı r. Grafikte; 
köşeler, rassal deği şkenleri ve kenarlar bu değişkenler aras ı ilişkiyi gösterir. Grafik; 
köşeler kü mesi ve kenarlar kümesinin terimleriyle beli rlen ir. Farklı köşeleri n her 
kümesi en çok bir kenara sahiptir. Grafikte iki tip köşe vard ır, bunlar çemberle 
gösterilen sürekli değişkenler ve noktayla gösterilen kesikli değişkenlerdir. (ı) 

Değişkenler arasında iki çeşit ili şkiden bahsedilebi li r; değişkenlerden biri, 
açıkl anan deği şken ve diğeri açıklayıcı değişken olduğunda, deği şken çiftin in aralarında 
yönlü ili şki, deği şkenl erin ikisi de açı k layıc ı yada açı k l anan değişkenl er ise ara larında 

simetrik i li şki olduğu söylenir. 

Tüm değişkenlerin kümesini gösteren grafik, alt kümelere ayrı labilir. Eğer alt 
kümeler için aşağıdaki koşu llar sağl anıyorsa, bu grafiğe, bağı mlılık zinciriyle il i şki l idir 
denir (2). 
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a)AIt kümeler yatay bi r düzeyde sıralanır . 

b)AIt kümeler arasında sadece bir yönde aklar işaretlenir. 
c)Altkümeler içinde sadece çizgi ler vard ır . 

a b 
v 

E 

Şekil L.l Zincir grafiklere ili şkin örnek 

d 

y 

Bir grafik bir bağım lı lı k zinci ri ile ili şk il i ise, bu grafiğe zinci r grafik denir. Tesadüfi 
(concurrent) değişkenler kümesi, bağım lılı k zincirinde açı klanan değişken kümelerin;n 
birer birer sili nmesiyle elde edilir. Şeki l L. I 'de tesadüfi deği şken l eri n dört kümesi 
avbvcud, bvcud, cud ile d'dir. Grafik lerde aralarında çizgi yada ok olmayan 
deği şkenl er, geri ka lan tesadüfi değişkenler hakkındaki bilgi veri l diğinde, bu çiftler 
arasında koşullu bağımsızlık i li şkisi vardır şeklinde yorum l anır. 

Şekil 1.2. Zincir grafiklere karşılık gelmeyen ilişki yap ıl arı . 

Yukarıdaki grafikler bloklar arası ok ve bloklar içi çizgi olacak şekilde 

düzen l enemediğinden zincir grafik değildir . 

1.2. Koşullu Bağımsızhk Yapıları 

Grafiğin tüm köşe çiftleri arasında kenar varsa grafik tamd ı r . Tam grafikte hiçbir 
koşullu bağımsı zlık belirlenemez. Tüm değişkenler kümesi K; !:1 kesikli ve r sürekli 
deği şkenler alt kümelerini belirtmek üzere K=!:1ur şeklinde yazı labilir 

Bir zincir grafikte bağımlılı k zincirinden açık lanan değişkenler kümesi, tesadüfi 
deği şkenler kümesi ve her kayıp kenarın anlamı yorumlanabilir 

Şeki l Ll ' de bağımlılık zinciri cp=(a,b,c,d), köşe kümesi K= aubucud, açıklanan 
değişken kümesi a, b, c, d ve 4 tesadüfi kümesi aubucu d , bucud, cu d ve d'dir. 
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LE illi III 

Kay ı p bir kenarı , geri kalan tüm tesadüfi deği şkenler veri lm i şken o çift ler arasında 
koşu llu bağımsızl ık vardır şeklinde yorumlanab il ir. 
Örneği n , aşağıdaki seçi lmi ş çiftler için; 

(V,E): VlEI(aubucudl{V,E}) yada VlEI(A,B,C,D,X,Y,Z,U) 
(D,B): D.LB/(bucud I{D,B}) yada D.LB/(A,C,X,Y,Z,U) 
(X,Y):X.lY/(dl{X,Y}) yada X.lY/A 

Değişik bağımlılık zincirleri, aynı temel zincir grafiğe sahip olabilir. Örnek olarak, 
şeki l 1.3 'teki grafikler veril ebilir. Araştırma hipotezini anlamak için (her kayı p kenarın 

beli rli bir anlam belirt t iği sürece) bağı m lılı k zinci rini bi lmek gerekir. 

2 3 
temel zincir grafik iki blok içeren zincir grafi k üç blok içeren zinc ir grafik 

o 0 

Şekil 1.3. İkinci grafikte (X,Z) kayıp kenarı n ın anlamı XJ.2J(Y,U,V) ve üçüncü 
grafikteki (X,Z) kayıp kenarının anlamı XJ..2/(Y,U)'dur. 

Koşuııu bağım sızlık grafiğinin üç sınıfı aşağıdaki gibidir: simetrik ortaklık grafiğ i , 
sadece bir açıkl anan değişkeni olan ve çoklu açık l anan değişkene sahip olan bağı msızlı k 

grafiğ i . Değişi k durumlar arasındaki farkı ayırt etmek için, genel geri dönüşlü koşuJl u 
bağımsızlık grafiği G ile gösterilsin . Bir koşullu bağımsızlık grafiğinde; 

i) hiçbir açı k lanan deği şkene kümesi yoksa simetrik ortakl ık grafiği (Gll
) 

ii) en az bir açı k lanan deği şken kümesi birden fazla değişken içeriyorsa çoklu 
açıkl anan grafiği (Gmr

) 

iii) tüm açıklanan değişken kü mesi bir değişken içeriyorsa tek aç ı k l anan grafiği 

(G") 
şeklinde sını flanab ili r. 

2. GRAFİKSEL KOŞULLU GAUSS (CG) zİNcİR MODEL 

Bileşik dağılım , tesadüfi değişkenleri n farklı kümelerini gerektiren dağı lı mlar 
cinsinden belirl enebiliyorsa, grafik, bir grafiksel zincir modele karşılık gelir. Zincir 
grafik bileş i k dağılım üzerinde koşullu bağıms ı zlık kı s ıtlarını gösterir. 

2.1 . Zincir Modelde Bileşik Dağılım 

Bir bağı mlılı k zinciri,istatistiksel modelde iki farklı roloynar: i ) Sistemdeki tüm 
deği şken l erin bileş i k dağılı mını elde etmenin bir yo lunu belirtir. 2) Grafikteki kayıp 
kenara sahip olan her değişken çift i için koşull u bağı msızlık sı nı rlaması nı tanımlar . 
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Bağım lılık zinciri T tane eleman içeriyorsa sistemdeki tüm değişkenl er i n bileşik 
dağılı mı fv, T- L tane koşu llu yoğunluk ve bir tane marjinal yoğunluğun bileşiminden 
elde edilir(3). Örneğin şeki lL.I için 

yazılı r. CG zincir modellerde, T-L tane koşullu yoğun luk ve i tane marjinal yoğunluk 
CG tipindedir . g sembolü CG tipindeki yoğun lukları ayırt etmek için ku l lanılır. Şekil 

1.1' de bir CG zincir model in bileşik dağı lım ı aşağı daki gibi yazılabilir. 

2.2 .Koşullu Gauss Dağılımı 

Değişkenler kümesi, (K=ru6.) q tane sürekli deği şken içersin. K için CG dağılımı 
kesik li değişkenler veri lmişken sürekli değişkenl er i n koşullu bileşik Gauss dağılımı ve 
kesikli değişkenler her seviyedeki kombinasyonuna ilişkin olası lı klar tarafından 

tanım lanır. Tüm değişkenl er in bi leşik yoğunluğu moment özellik lerinin yardımıyla 

ifade edileb ilir. Bunlar n ı o l ası lı kları, Il ı ortalamaları ve kovaryans matris ler i Lı 'd ir. 

Burada [=1,2, ........ L kesikli deği şkenlerin seviye kombinasyonunu gösterir. Koşullu 
kovaryans matrisi kesikl i değişkenleri seviye kombinasyon l arı na bağlı olmadığı zaman, 
(örn. Lı=L) CG dağılım ına, homojen denir. B i leşik yoğunluk, koşullu Gauss 

yoğunlu k ları gf\6' in ve gı>= n i marjinalolasılık fonksiyonunun bir üıiinüdür. 

Eşdeğer olarak yoğunluğun logaritması kanoniksel özellikler cinsinden aşağıdaki 

gibi yazıl abilir. 

Burada kanonİk özeıı i kler olan kesikli lineer ve kuadratik özellikler sırasıyla dı, 

hı ve Kı ile gösteri lir. 

İki özeıı ik kümesi (d,. h" Kı) ve (n ı, 111' Lı) arasındaki ilişki şöy l edir(4) : 

d i = log n i - ..!. {ı In( 2ır) + IniL ıl + .u ,rL~ı.uI}' 
2 

( * ifadesinin i spatı için Eklere bakınız. ) 

2.3. Koşullu Gauss Dağılımlarının Etkileşimleri 

Dolaylı ilişkiler ile ilgili araştırma hipotezlerinin 
dağılımının önemli bir özelliği etkileşiml erle 

parametre le nd iri J mes id ir . 
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CG dağılımlarında bir deği şken çiftin in geri kalan değişkenler üzerinden koşunu 
bagımsı z olmas ı sadece ve sadece bu değişken çift lerini içeren tüm etkileşim 
terimlerin in s ı fı r o l masına bağlıdır (5) . 
Etki l eşim lerle CG dağılımının parametrelenmesi, K::: { A,B,X, Y} o lmak üzere, c.p=(K) 
için örneklenmi şti r (burada ô,={A,B) A, B ' in sırasıy la i= ı ,2, .. j ve j= ı ,2, .... J 
kategorilerine sahip olsun ve sürekli deği şkenler kümesi f = {X,Y} şek li nde veril sin) . Bu 
durumda, CG yoğunluğu kancniksel özellikler terimleriyle aşağıdaki gibi yazıl abilif. 

i (.. ı-d h$ h ·r ı k '~ ı ı k " 2 e·ı· n g I , ),x,y - ij+ ;j X+ ijY- ı i/ X -'2 yY - ii xy 

ve etkileşim terimleri yle şöyle ifade edilebilir. 

(2. 1 ) 

1 (.. )' (1A 1 8 1"8) (X AX BX ABX) (Y AY BY ABY n g l,j,X,y = 11.+ 11., +Iı'J +11.,; + 77 + 77, - 77 j +77 ij x+ 11 + 77, +1J j +1J,j )y-

_ -'-('P X + \f'.AX +'f'~x + \f' .~BX )X2_ ~('f' Y + 'P .AY + q.ı BY +'l',~8Y)y2_ 
2 ' ı i) 2 ' J 'i 

_ ('f' XY + 'f' .AXY + 'f' ~XY + q.ı .~BXY )xy 
, i 'I 

( .. ifadesi nin i spatı için Eklere bakın ı z) 

d~6 olmak üzere buradaki A, ıı , '" etk i l eş i m terimlerine aşağı dak i gibi yorumlanabi lir. 
Ad : Idl=O ise sabit, Idl= l ise kesikli deği şken in ana etkisi, idi>! ise d'deki 
kesikli deği şkenlerinin birbirleriyle etkileşimlerini gösterir. 
ııd : Idl=O ise sürekli deği şken in ana etkisi, Idl;t;O ise sürek li değişken ile d 'deki 
kesik li deği şkenler i n karma lineer etkileşimleri gösterir. 
",d : Idl=O ise sürekli değişken l eri n saf kuadratik etkisi, Idl;t:O sürekl i deği şken 
çifti ile d ' deki kesikli deği şken l er aras ı kuadratik etki leşimi tanımlar. (5) 

Modellerin etkileşiml eri için aşağı daki sonuçlar çıkarılabilir . 

Sonuç 2. ı : 

Simetrik ortaklık grafik G3 'da, deği şkenler kümesi 6ur'den her çi ft için, 
aşağıdaki ifadelere karşı lı k gelir. 

i) Değişken çifti, diğer tüm deği şkenler verilmişken koşullu olarak 
bağı ms ı zd ır. 

ii) Değişken çiftini içeren tüm etki l eşi ml er sıfı ra eşit olur. 
iii) Değ işken çift inin kenan simetrik ortaklık grafiğinde yoktur. 

Aşağıdak i tabloda bazı koşull u bağımsı zlıklar ve etkileşim l er veri l mi şti r. 
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Simetrik Ortaklı k 

Grafiği 

B 

c 

Şekil2.! 

B 

c 

Şekil 2.2 

Tablo 2. i 
Sonuç 2.1 iç in örnekler 

Karşılı k Gelen 
Bağımsı zlık l ar 

A.LB/(B,C,Y) 

Y 

A.LB/(B,C,Y) 

ve 

Y.LB/(A,C,X) 
Y 

Sıfı r Olan Etki l eşiml er i n 

Kümes i 

i BY "BY "BCY} 52=51 U lll j ,1lij , llii~ 

U f'f' .BY l.JI.:'BY 'f'ABCY } 1. ) , i) , 'J~ 

Tablo 2. i 'deki Şek i l 2. i 'de A il e B arasındaki kayı p kenan A.LB/(B,C,Y) koşullu 

bağımsızlığın ı ifade eder. Bu koşullu bağı msızlığın anlamı tab loda verildiği gibi A ve 
B'yi içeren tü m etki l eş i mleri n O ol masıdır. Benzer olarak Şeki l 2.2'de (A, B) ile (B,Y) 
içeren tüm etki l eşim l er sonuç 2.1 'den dolayı O olur. 

2.4 . Koşullu Gauss Regresyonu 

Bir CG zinci r modelinde koşuııu yoğunluklara CG regresyonu denir. CG regresyon 
bir koşuııu dağılımdı r (açıklanan ve açık l ay ı cı deği şkenler kümesindeki değişkenlerin 
bil eşik dağılı mı bileşik CG dağılımını belirtir). Bu koşuııu dağılımın yoğunluğu kesikli, 
lineer ve kuadratik. kanoniksel ifadeleri n cinsinden açık l anabi ld i ği sü rece, CG 
tipindedir. 

Bir tek deği şkenli CG regresyonu, eğer açıklanan değişken sürekl i ise, bir lineer 
regresyondur, ve eğer açıkl anan değişken kesikli ise (etki leyen deği şkenler üzerinden 
li neer ve kuadratik bağı mlı lı kla birli kte) lojisıik regresyondur. Bir homojen CG 
regresyonu, homojen CG dağı lımından türeti li r. Bu duru mda, lineer regresyonlar 
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paraleldir. Örneğin eşit l i k (2.I)'den A,S ve X veri lmiş iken Y' ni n lineer regresyonu 
aşağıdaki gibi verilir (6) 

E(Y/x) = a'i + {J1jX Var(Y/x) = i/kı: (***) 

(* .. ifadesinin i spat ı için Eklere bakını z) 

2.5. Koşullu Gauss Zincir Modelinde Bileşik Dağıhm 

Bir CG model in in varsay ı mları aşağıdaki gibidir. 
(a) Bi l eş i k dağı lımdaki T -1 tane koşull u yoğun lukların tümü, CG regresyonlardlf. 
(b) Açıkl anan deği şken içermeyen değişkenler kümesinin marjinal dağı lım ı , bir CG 

dağı lım ıd ır. 
Sadece bir açıkl a nan deği şkene sahip olan CG zincir modele G5r grafiğ i tarafından 

verilen tek değişkenli geri dönüş/ii regresyon modeli denir. Çoklu açık l anan değişkene 
sahip olan modele blok geri döniiş/ii regresyon modeli ( Gn\r tarafından veril en) denir. 
Her grafiksel zinci r model T, simetrik ortaklık grafiğin yardımıyla yorumlanabili r: 
grafiksel zincir model tamamıy l a bağı mlılık zincirine bağlı dı r . 

3. SONUÇ 

Dolaylı ili şkiler hakk ındak i araştırma hipotezlerinin değerlend i ri l mesinde CG 
dağı lımının önemli bir özelliğ i etki l eşi mleriyle birlikte araştırma hipotezlerinin 
parametrelenmesidir. CG dağılımındak i etki l eş im fi kri, varyans analizini modeller i 
kavramında ku llanı l an etki l eşim fikri yle i li şkili fakat fark lıd ı r (7). 

Eğer bileşik dağılım tesadüfi değişkenlerin deği şi k kümelerini gerektiren 
dağı lım l ar cinsinden belirlenebiliyorsa, şekil 1.1 gibi bir grafik, grafiksel zinci r modele 
karşılı k gelir ve zincir grafik bileşik dağı lım üzerinde koşullu bağım s ı zlık kısıtlarını 
gösterir. Genelolarak deği şik bağımlılı k zincirleriyle tamaml anmı ş grafikler, 
deği şkenlerin ayn ı koleksiyonu için değişik doymuş model tanımlar . Bir CG zincir 
modeli nin tüm dağı lım l arı ·CG dağılım l arı o l masına rağmen, bunun bileşik dağılı mın ın 

kendisinin CG dağılımı o lmasına gerek yoktur. 

EKLER 

(*)'ın i spatı 

(*) gv = [{_I_ J 'I12!1:ıı-+ ex p{ - ~(x - J1.I)T1:;I(x - J1.I) }]n l 
2" 2 

denklem in logar itması a l ındığ ı nda 

In g. = log n, -.!.k log(21<) + logiI:, i + !i,'I:;' !i,}+ I:; ' !i,x - .!. x'I: -' x 
2 2 

olur. 

log g v = d i + hi x - ..!..X L K ıx olduğu bil indiğ i nden ; 
2 

kanonik özel lik ler ile moment özellikleri arasındaki i li şkiler 
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iii 

biçimindedir. 

("')'10 ispatı 

Burada ilk önce Möbius inversion tanımlamak faydalı olur. 

i i 

K - ı- ' ,- , 

:ıEE 

H ve J sonlu A kümesinin bir alt kümesi a üzerinde tanım l anan fonksiyonlar olsun. O 
zaman aşağıdaki eşitlikler birbiri ne denkıir. 

(i) if a\;A: H (a) = L ] (b) 

(ii) if a\;A: ](a) = L(_i)I""I H(b) 
' 0" 

öncelikle dç;;;:.1 olmak üzere d'nin alabi leceği değerlerden oluşan bir ç kümesi 
tanımlansın . Sabit fakat keyfi bir i"eÇ seçi lsin. ieÇ için i(d) eÇ ifadesine değiştirme 
elemanı densin. 

i(d),= { ' ~ /, 

Sed 

örneğin i(li)=i ve i(0)=i" şekli nde verilebil ir. 
CG dağı lı mındak i kanoniksel özellikleri aşağı daki gibi yazılabil ir . 

p,(i) = d(i(d)) , !;,(i) = h(i(d)) , ct>,(i) = K(i(d)) 

a\;D. iken 

,1." (i) = L(- I) I""'l p,(i) 

yukarıdaki denklemde özelolarak d=ö' ve i(.6.)=i alınd ığında 

p,(i) = d(i) = L,1.,(i) 
bo' 

!;,(i) = h(i) = L1),(i) 
bo' 

ct> , (i) = K(i ) = L 'P, (i) , 
bo' 

(EI) 

(E2) 

elde edilir. Burada dij=d(i), hij=h(i), Kij=K(i) dir. Burada sadece A.' lar bulundu. Benzer 
şeki l de rı ,ı; değerleri de bulunabi li r 

p" (i,i) = d(i, i) = ,1., «(,j') + ,1., (i,j') + ,1.,(i,j') + ,1." (i,i) 

,1.,(i',j') = p,((,j') 

'8 



ve 

A,U,j") =-p,U' ,j')+ p,U,j') 

AB(;', j) = - P, (t, j")+ PB(;" j) 

A,,(i,j)= p,U',j')- p,(i,j') - p,U',j)+ p"U,j) 

( ... ) i spat ı 

Bir regresyon denklemi ve katsayıl arı aşağı daki gibidir. 

E(Y/) ( "") "("") p(" ")- a,,"U,j) ("") -, 'p("") V (y/)- ("") x =a I,J +e I,J x, I,j - "", a I,j -Jl" - Jl;j I,j, ar x -o" I,J 
au(ı,j) 

h( " ") (h"' h ' ) ~(" ") - ' (" ") (k' , k" • k" ' k '" ,O) i,} = ii > ii =LoI,) Ji,l,j = ij J.! 'j + ijJlij, ijJl ij + ij P ij 

(

au(i,j) a,,"(i,j)) 
E. = a,,(i,j) a,,(i,j) 

olduğundan konsantrasyon matrisi aşağıdaki gibi yazı labilir. 

(E3) ve (E4)'den 
h." 

a(,i,j)= ~ bulunur. 
kif 
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Condıtıona\ Gaussıan Dıstrıbutıon and 
Interactıons 

ABSTRACT 

Statisıical models ealled graphicaf ehaiıı modefs correspoııd to 
special types of graphs ıvhich induded both symmetrie and casilaf 
refaıion behveeıı variables. A conditioııaf Caussiaıı (CC) distribution 
is defiııed by ajoint Caussiaıı distributioıı of the comiııuous variabfes 
giveıı discrele variabfes and by posifive probabiliıiesfor each fevef 
combinatioıı o/the disereıe variables. bı CC distribution. a variable 
pair is conditionally iııdependeııı giveıı remaining variabtes if and 
onfy if all inıeraetion terms coııtaiııing this variable pair are zero. Iıı 
ıhis study, ıve preseııı CC chai" modefs aııd CC interactioııs. 

Key Words: Coııditioııaf Caııssiaıı disıributioııs, Conditioııal Caussian 
imeracıioııs, Chaiıı graph, Condiııo,taf Caussiaıı 

regression 
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