Kosullu Gauss Dagilimi ve Etkilesimleri
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OZET

Grafiksel zincir modeller diye adlandirilan istatistiksel modeller.
degiskenler arasinda hem simetrik hem de nedensel iliski igeren
grafiklerin ¢zel bir tipidir. Kogullu Gauss Dagilimi(CG) kesikli
degiskenler verilmisken stirekli degiskenlerin bilesik Gauss dagilim
ve kesikli degiskenlerin her bir seviye kombinasyonunun pozitif
olasiliklar: ile tammlanir. Bir CG dagilininda bir degisken giftinin
geri kalan degigkenler verilmisken kogullu bagimsiz olabilmesi igin
gerek ve yeter kogul bu degisken ¢iftini ifade eden tiim etkilegim
terimlerinin sifir olmasidir. Bu ¢alismada kosullu Gauss etkilegimleri
ve kosullu Gauss Zincir model tanitilacaktir.

Anahtar  Kelimeler:Kogullu ~ Gauss dagilim, Kosullu  Gauss
etkilesimleri, Zincir Grafik, Kogullu Gauss
regresyonu

1. GIRIS
1.1. Bagimhhk Zincirleri

Grafikler, kosullu bagimsizlik iligkilerini formiile etmek igin kullanilir. Grafikte;
koseler, rassal degiskenleri ve kenarlar bu degiskenler arasi iligkiyi gosterir. Grafik;
koseler kiimesi ve kenarlar kiimesinin terimleriyle belirlenir. Farkli kogelerin her
kiimesi en ¢ok bir kenara sahiptir. Grafikte iki tip kose vardir, bunlar gemberle
gosterilen strekli degiskenler ve noktayla gosterilen kesikli degigkenlerdir. (1)

Degiskenler arasinda iki gesit iligkiden bahsedilebilir; degiskenlerden biri,
agiklanan degisken ve digeri agiklayict degisken oldugunda, degisken ¢iftinin aralarinda
yonli iliski, degiskenlerin ikisi de agiklayici yada agiklanan degiskenler ise aralarinda
simetrik iliski oldugu soylenir.

Tim degiskenlerin kiimesini gosteren grafik, alt kiimelere ayrilabilir. Eger alt
kiimeler igin agagidaki kogullar saglaniyorsa, bu grafige, bagimlilik zinciriyle iligkilidir
denir (2).
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a)Alt kiimeler yatay bir diizeyde siralanir.
b)Alt kiimeler arasinda sadece bir yonde oklar isaretlenir.

c)Altkiimeler iginde sadece gizgiler vardir.
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Sekil 1.1 Zincir grafiklere iligkin 6rnek
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Bir grafik bir bagimlilik zinciri ile iligkili ise, bu grafige zincir grafik denir. Tesadiifi
(concurrent) degiskenler kiimesi, bagimlilik zincirinde agiklanan degisken kiimelerinin
birer birer silinmesiyle elde edilir. Sekil 1.1°de tesadifi degiskenlerin dort kiimesi
aubucud, bucud, cud ile d'dir. Grafiklerde aralarinda ¢izgi yada ok olmayan
degiskenler, geri kalan tesadiifi degigkenler hakkindaki bilgi verildiginde, bu ¢iftler
arasinda kosullu bagimsizlik iligkisi vardir geklinde yorumlanir.
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Sekil 1.2. Zincir grafiklere kargilik gelmeyen iligki yapilari.

#

Yukaridaki grafikler bloklar arast ok ve bloklar i¢i ¢izgi olacak sekilde
dizenlenemediginden zincir grafik degildir.

1.2 . Kosullu Bagimsizhk Yapilar

Grafigin tim kose ciftleri arasinda kenar varsa grafik tamdir. Tam grafikte higbir
kosullu bagimsizlik belirlenemez. Tim degiskenler kiimesi K; A kesikli ve I" siirekli
degiskenler alt kiimelerini belirtmek tizere K=AUT" seklinde yazilabilir

Bir zincir grafikte bagimlilik zincirinden agiklanan degiskenler kiimesi, tesadiifi
degiskenler kiimesi ve her kayip kenarin anlami yorumlanabilir

Sekil 1.1’de bagimlilik zinciri @=(a,b,c,d), kose kiimesi K= aubucud, agiklanan
degisken kiimesi a, b, ¢, d ve 4 tesadiifi kiimesi aubucud , bucud, cud ve d'dir.



egimleri

Kayip bir kenari, geri kalan tim tesadiifi degiskenler verilmigken o giftler arasinda
kosullu bagimsizlik vardir seklinde yorumlanabilir.
Ornegin, asagidaki segilmis giftler igin;

(V,E) : VLE/(aubucud \(V,E}) yada V.LE/(A,B,C,D,X,Y,ZU)
(D,B) : D1B/(bucud \{D,B}) yada DLB/(A,C,X,Y,ZU)
(X,Y) : XLY/(d\{X,Y}) yada XLY/A

Degisik bagimlihik zincirleri, ayni temel zincir grafige sahip olabilir. Ornek olarak,
sekil 1.3’teki grafikler verilebilir. Aragtirma hipotezini anlamak igin (her kayip kenarin
belirli bir anlam belirttigi siirece) bagimlilik zincirini bilmek gerekir.

1 "3 3
temel zincir grafik iki blok i¢eren zincir grafik  ii¢ blok i¢eren zincir grafik
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Sekil 1.3. ikinci grafikte (X,Z) kayip kenarinin anlam X1Z/(Y,U,V) ve iigiincii
grafikteki (X,Z) kayip kenarinin anlami X 1Z/(Y,U) dur.

Kosullu bagimsizlik grafiginin {i¢ sinifi agagidaki gibidir: simetrik ortaklik grafigi,
sadece bir agiklanan degiskeni olan ve goklu agiklanan degigkene sahip olan bagimsizlik
grafigi. Degisik durumlar arasindaki fark: ayirt etmek igin, genel geri donisli kosullu
bagimsizlik grafigi G ile gosterilsin. Bir kogullu bagimsizlik grafiginde;

i) higbir agiklanan degiskene kiimesi yoksa simetrik ortaklik grafigi (G")

i) en az bir agiklanan degigken kiimesi birden fazla degisken igeriyorsa goklu

agiklanan grafigi (G™)

iii) tim agiklanan degisken kiimesi bir degisken igeriyorsa tek agiklanan grafigi

(G")
seklinde siniflanabilir.

2. GRAFIKSEL KOSULLU GAUSS (CG) ZINCIR MODEL

Bilesik dagilim, tesadiifi degigkenlerin farkli kiimelerini gerektiren dagilimlar
cinsinden belirlenebiliyorsa, grafik, bir grafiksel zincir modele karsilik gelir. Zincir
grafik bilesik dagilim tizerinde kosullu bagimsizlik kisitlarini gosterir.
2.1. Zincir Modelde Bilesik Dagihim

Bir bagimhilik zinciri,istatistiksel modelde iki farkli rol oynar: 1) Sistemdeki tim

degiskenlerin bilesik dagilimim elde etmenin bir yolunu belirtir. 2) Grafikteki kayip
kenara sahip olan her degisken ¢ifti igin kogullu bagimsizlik sinirlamasini tammlar.
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Bagimlilik zinciri T tane eleman igeriyorsa sistemdeki tim degiskenlerin bilegik
dagilimi fy, T-1 tane kosullu yogunluk ve bir tane marjinal yogunlugun bilesiminden
elde edilir(3). Ornegin gekil 1.1 igin

fy=fawcd fored fera fa

yazilir. CG zincir modellerde, T-1 tane kogullu yogunluk ve 1 tane marjinal yogunluk
CG tipindedir . g sembolii CG tipindeki yogunluklar: ayirt etmek igin kullamlir. Sekil
1.1’de bir CG zincir modelin bilegik dagilimi agsagidaki gibi yazilabilir.

Ev=Eabed Sbed LcdBd

2.2 Kosullu Gauss Dagilin

Degiskenler kiimesi, (K=I"UA) q tane siirekli degigken igersin. K igin CG dagilim
kesikli degiskenler verilmigken siirekli degiskenlerin kogullu bilesik Gauss dagilimi ve
kesikli degiskenler her seviyedeki kombinasyonuna iligkin olasiliklar tarafindan
tammlanir. Tim degiskenlerin bilesik yogunlugu moment oOzelliklerinin yardimiyla
ifade edilebilir. Bunlar IT, olasiliklari, p, ortalamalar ve kovaryans matrisleri X, dir.

Burada [=1,2,........ L kesikli degiskenlerin seviye kombinasyonunu gosterir. Kogullu
kovaryans matrisi kesikli degiskenleri seviye kombinasyonlarina bagli olmadigi zaman,
(6rn. Z,=X) CG dagilimina, homojen denir. Bilesik yogunluk, kosullu Gauss

yogunluklart grna’in ve ga=I1, marjinal olasilik fonksiyonunun bir tirtiniidiir.
gy = grra = =) 28, [ 7 exp( —o(x = )" 27" (x = )T
v rra 21—[ ! 2 ! 1 1 !

Egdeger olarak yogunlugun logaritmasi kanoniksel ozellikler cinsinden agagidaki
gibi yazilabilir.

Ing, =d1+h;x—%x’K,x

Burada kanonik 6zellikler olan kesikli lineer ve kuadratik ozellikler sirasiyla d,,
h,ve K, ile gosterilir.
Iki ozellik kimesi (d,,h,,K,) ve (I1,, i,,X,) arasindaki iligki soyledir(4):

1 = z
d,=logIl, uE{qln(Zn:)+ln|2!|+pfrzlflp,}, h=%"w, K="
( * ifadesinin ispat1 igin Eklere bakiniz.)

2.3. Kosullu Gauss Dagimlarinin Etkilesimleri
Dolayl: iligkiler ile ilgili aragtirma hipotezlerinin degerlendirilmesinde CG

dagilimimin ~ 6nemli  bir  ozelligi  etkilegimlerle  aragtirma  hipotezlerinin
parametrelendirilmesidir.

14



Kogullu G

CG dagilimlarinda bir degisken ¢iftinin geri kalan degiskenler iizerinden kosullu

bagimsiz olmasi sadece ve sadece bu degisken ¢iftlerini igeren tiim etkilegim
terimlerinin sifir olmasina baghdir (5) .

Etkilesimlerle CG dagiliminin parametrelenmesi, K={A,B,X,Y} olmak iizere, ¢=(K)
igin orneklenmistir (burada A={A,B} A, B’in sirastyla i=1,2,..1 ve j=12,..]
kategorilerine sahip olsun ve siirekli degiskenler kiimesi I'={X,Y} seklinde verilsin). Bu
durumda, CG yogunlugu kanoniksel 6zellikler terimleriyle agagidaki gibi yazilabilir.
s a X v ] ; l ¥ ¥
Ing@,j,x,y)=d; +h;x+h}y _Ek.‘}xz - Ek'j' y? - k' xy (2.1)

ve etkilesim terimleriyle soyle ifade edilebilir.

Ing@, j,x, ) =2+ +A] +A°)+ @ +n0™ =0/ +0/ )x+@" +n/" +0]" +1," )y -

ij o
_%(LPX +‘P.-Ax +‘l"}8x +\P;8x)x1 —%(qﬂ "“P:'M +q}fr +lp;8r)y2 -

(PN ATy \Pfxr + ‘i,*;axr )Xy (*%)

( ** ifadesinin ispati igin Eklere bakiniz)

dcA olmak iizere buradaki A, 1, y etkilegim terimlerine agagidaki gibi yorumlanabilir.
A% : |d|=0 ise sabit, |[d|=1 ise kesikli degiskenin ana etkisi, |d[>1 ise d'deki
kesikli degiskenlerinin birbirleriyle etkilesimlerini gosterir.
n® : [d=0 ise siirekli degiskenin ana etkisi, |d|0 ise siirekli degisken ile d’deki

kesikli degiskenlerin karma lineer etkilegimleri gosterir.

y* 1 |d|=0 ise siirekli degiskenlerin saf kuadratik etkisi, |d|0 siirekli degisken

cifti ile d’deki kesikli degiskenler aras: kuadratik etkilegimi tanimlar. (5)

Modellerin etkilesimleri igin agagidaki sonuglar gikarilabilir.

Sonug 2.1:

Simetrik ortaklik grafik G"da, degiskenler kiimesi AuUI"den her ¢ift igin,
aga@idaki ifadelere kargilik gelir.

i)  Degisken ¢ifti, diger tiim degiskenler verilmigken kosullu olarak
bagimsizdir.

ii)  Degisken ¢iftini igeren tiim etkilegimler sifira esit olur.
ii)  Degisken giftinin kenari simetrik ortaklik grafiginde yoktur.

Asagidaki tabloda bazi kosullu bagimsizliklar ve etkilesimler verilmistir.



Hiilya BAYRAK - Fikri GOKPINAR

Tablo 2.1
Sonug 2.1 i¢in 6rnekler
Simetrik Ortaklik Karsilik Gelen  Sifir Olan Etkilesimlerin
Grafigi Bagimsizliklar Kiimesi
A =P a4}
o]
’ ALB/(B,C.Y) Y maeeY
U{‘Pifnx, \Pi;:BCx}
X
W {\Pi}r\av ' ‘Pi;l:BCY }
Sekil 2.1 U \Pi;\BXY ; ‘Pi_;?(BCXY }

ALBIB,CY) S=s,ufn® ni® ni |

ve U {‘PJ-BY . ‘P-,_fl\BY e

Y1B/(A,CX) v {l{.ljﬁx‘" ’ \{Ji;\BXY \pABCXY }

ijk

@ Y

Sekil 2.2

Tablo 2.1°deki Sekil 2.1°de A ile B arasindaki kayip kenari ALB/(B,C,Y) kosullu
bagimsizligini ifade eder. Bu kosullu bagimsizligin anlami tabloda verildigi gibi A ve
B’yi igeren tim etkilegimlerin 0 olmasidir. Benzer olarak Sekil 2.2°de (A, B) ile (B,Y)
igeren tum etkilesimler sonug 2.1’den dolayi 0 olur.

2.4 . Kosullu Gauss Regresyonu

Bir CG zincir modelinde kosullu yogunluklara CG regresyonu denir. CG regresyon
bir kosullu dagilimdir (agiklanan ve agiklayici degiskenler kiimesindeki degiskenlerin
bilesik dagilimi bilesik CG dagilimini belirtir). Bu kosullu dagilimin yogunlugu kesikli,
lineer ve kuadratik kanoniksel ifadelerin cinsinden agiklanabildigi strece, CG
tipindedir.

Bir tek degiskenli CG regresyonu, eger agiklanan degisken siirekli ise, bir lineer
regresyondur, ve eger agiklanan degisken kesikli ise (etkileyen degiskenler tizerinden
lineer ve kuadratik bagimlilikla birlikte) lojistik regresyondur. Bir homojen CG
regresyonu, homojen CG dagilimindan tiretilir. Bu durumda, lineer regresyonlar
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paraleldir. Ornegin esitlik (2.1)’den A,B ve X verilmig iken Y’nin lineer regresyonu
asagidaki gibi verilir (6)

BOYA) = +Byx Var(Yi)=1/k]  a,=hl k) By ==kl k] (¥
el ifadesinin ispati i¢in Eklere bakiniz)

2.5. Kosullu Gauss Zincir Modelinde Bilesik Dagilim

Bir CG modelinin varsayimlar asagidaki gibidir.

(a) Bilesik dagilimdaki T-1 tane kogullu yogunluklarin tiimii, CG regresyonlardir.

(b) Agiklanan degisken igermeyen degigkenler kiimesinin marjinal dagilimi, bir CG

dagilimudir.

Sadece bir agiklanan degiskene sahip olan CG zincir modele G* grafigi tarafindan
verilen tek degiskenli geri doniislii regresyon modeli denir. Coklu agiklanan degiskene
sahip olan modele blok geri déniiglii regresyon modeli ( G™ tarafindan verilen) denir.
Her grafiksel zincir model T, simetrik ortaklik grafigin yardimiyla yorumlanabilir:
grafiksel zincir model tamamiyla bagimlilik zincirine baghidir.

3. SONUC

Dolayli iligkiler hakkindaki aragtirma hipotezlerinin degerlendirilmesinde CG
dagiliminin  6nemli bir o6zelligi etkilegimleriyle birlikte arastirma hipotezlerinin
parametrelenmesidir. CG dagilimindaki etkilesim fikri, varyans analizini modelleri
kavraminda kullanilan etkilesim fikriyle iligkili fakat farklidir (7).

Eger bilesik dagilim tesadifi degiskenlerin degisik kumelerini gerektiren
dagihimlar cinsinden belirlenebiliyorsa, sekil 1.1 gibi bir grafik, grafiksel zincir modele
kargilik gelir ve zincir grafik bilesik dagilim tzerinde kogullu bagimsizlik kisitlarini
gosterir. Genel olarak degisik bagimlilk zincirleriyle  tamamlanmig grafikler,
degiskenlerin ayni koleksiyonu igin degisik doymus model tanimlar. Bir CG zincir
modelinin tiim dagilimlari CG dagilimlart olmasina ragmen, bunun bilegik dagiliminin
kendisinin CG dagilimi olmasina gerek yoktur.

EKLER

(*)’n ispati

(9 gy =[5 [ 2 expl = (x= ) 27" (= NI,
denklemin logaritmasi alindiginda

Ing, =logll, — %{qlog(ZJr) +log|Z, |+ p/ 7' 1, }+ ' x— %x'Z"x
olur.

log g, =d, +h/x- ;—x'K,x oldugu bilindiginden;

kanonik ozellikler ile moment 6zellikleri arasindaki iligkiler
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d, =logll, - %{q log(27) + log[Z, |+ w7 =", 1 b =%y, K, =X

bi¢imindedir.
(**)’1n ispati

Burada ilk dnce Mébius inversion tamimlamak faydali olur,
H ve J sonlu A kiimesinin bir alt kiimesi a (izerinde tanimlanan fonksiyonlar olsun. O
zaman agagidaki esitlikler birbirine denktir.

(i) VacA: H(a)=Y J(b)

bca

(i) VacA: J(@)=Y D" Hb)

bcu

oncelikle dcA olmak iizere d’nin alabilecegi degerlerden olugan bir { kiimesi
tanimlansin. Sabit fakat keyfi bir i € { secilsin. ie { i¢in i(d) € ifadesine degistirme
elemani densin.

is oded
i(d)s=
i Ooed
ornegin i(A)=i ve i(D)=i seklinde verilebilir.
CG dagilimindaki kanoniksel 6zellikleri agagidaki gibi yazilabilir,

pa()=d(i(@), &,()=hi(d), ®,0)=K(i(d)) (EI)
acA iken
A, =Y D" p, )
dca
n.@ =3 DE, )
¥, )=, D", ) (E2)

yukaridaki denklemde 6zel olarak d=A ve i(A)=i alindiginda
p, () =d(i) =Y A, (i)

bcA
&,(0) = h(i) =Y 1,0
D, (i) =K(@)=) ¥, 00),
bcA

elde edilir. Burada dij=d(i), hj=h(i), K;;=K(i) dir. Burada sadece A’lar bulundu. Benzer
sekilde 1,§ degerleri de bulunabilir.

Pas (i )=, )= A G, J) 4 A0 G J )+ Ay G )+ Mgy Gy )
MG Y=, 55 )
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Kosullu Gauss Daglllmu ve Etklles;umlen ______

Aa(isj.) =_P¢(i.sj.)+ P,q(inj.)
Ay ) ==po ", J)+ ps(i, J)
Aw(is ) = Po("--f.)_Pa(f-j‘)“Ps(i.=f)+ P, J)

(***) ispati

Bir regresyon denklemi ve katsayilari agagidaki gibidir.

E(Y/x)=a(i,j)+B(ij)x , B, j)= “( 4 4 , oiy J) = [ — i B, j) , Var(Y/x)=0y,(i,j)
h(i, j) = (h; b)) =2, ) uG, j) =k p; + k" gk g + ki ) (E3)

0.3, ) 0,3 ))
z, = o B .
: G.l'_\‘ (i' j) O"‘.‘.'. (l’ J')

oldugundan konsantrasyon matrisi agagidaki gibi yazilabilir.

K(i.j)=z(f,j)_l=[k$ k,-}""]= ] Rt e (E4)

kl:.,l k:;‘r o-x.r 0! J)GJ\ ('h J) = aa’}' ('f! J)z L_ GJ’," (l' J) O.""" (i' J‘}

(E4)'den B(i,j)=Py- "

ij

bulunur.

h}
(E3) ve (E4)’den a(,i,j)= -’-(-f‘:—_-bulunur.

ij
KAYNAKLAR
Lauritzen S.L. Graphical Models. Clarendon press, New York, (1996).

Erbas S.0., Bayrak H. . Grafiksel Zincir Modeller, statistik Sempozyumu 2000, 273-284(
2000).

Lauritzen S.L and Richardson T.S., Chain graph models and their casual interpretation,
Department of Mathematical Science, Aalborg university, Research report R-01-2003,
(2001).

Lauritzen S.L. and Jensen F., Stable local computation with conditional gaussian distribution,
Department of Mathematical Science, Aalborg university, Research report R-99-2014,
(1999).

Lauritzen , S.L. and Wermuth, N. Graphical models for associations between variables, some of
which are qualitative and some quantative. Annals of Statistics, 17, 31-57, (1989).



Wermuth, N. And Lauritzen, S.L. On substantive research hypotheses, conditonal independence
graphs and graphical chain models (with discussion ). Journal of Royal Statistical
Society, Series B, 52, 21-72, (1990).

Cox, D.R. “Interaction” Int. Statist. Rev., 52, 1-31, (1984).

Conditional Gaussian Distribution and
Interactions

ABSTRACT

Statistical models called graphical chain models correspond to
special types of graphs which included both symmetric and casual
relation between variables. A conditional Gaussian (CG) distribution
is defined by a joint Gaussian distribution of the continuous variables
given discrete variables and by positive probabilities for each level
combination of the discrete variables. In CG distribution, a variable
pair is conditionally independent given remaining variables if and
only if all interaction terms containing this variable pair are zero. In
this study, we present CG chain models and CG interactions.

Key Words: Conditional Gaussian distributions, Conditional Gaussian

interactions, Chain graph, Conditional Gaussian
regression
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