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Bernoulli Sayilar: ve Lojistik Dagilis Fonksiyonu
Uzerine Pir Golisma

Samim DUNDAR"

OZET

Bernoulli polinomu, ilk n tamsaymmn p'ei kuvvetlerinin toplanini
belirten p+1 ‘ci dereceden bir polinomdur. Bernoulli polinomlarindan
yararlanarak Bernoulli sayilar: elde edilebilir.

Bernoulli  polinomlart  ve  Bernoulli  sayilart,  Uygulamali
Matematigin bir ¢ok alammda , ézelliklede sayisal ¢oziimleme, fark
denklemleri ve toplamlarin asimtotik analizinde kullamimaktadir.
Bernoulli polinomlart ve Bernoulli sayilarinmn aym zamanda Istatistik
Biliminde de bir ¢ok onemli ve yararli uygulamalart vardir. Ornegin
Stirling yaklasimi en énemli uygulamalarindan birisidir.

Bu ¢alismada  Bernowlli  sayiart  kullanmilarak lojistik  dagihis
SJonksivonunun, kiimiilant ¢ikaran fonksiyonu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Bernoulli polinomlari, Bernoulli sayilari, Lojistik
dagilis, karekteristik fonksivon.

1. GIRiS

Bernoulli  polinomlari, doguran fonksiyon adi verilen xe™/(e*—1)
fonksiyonunun agilimindan elde edilebilir (Atkinson, 1978; Stuart ve Ord,1987). Bu
polinomlar  Bg(t),B(t),Ba(t),... seklinde ifade edilip , t=0 icin By(0),B(0),B2(0)....
seklinde Bernoulli sayilari bulunabilecegi gibi daha pratik yollar da vardir(Kelley ve
Peterson,1991). Caligmanin ikinci boliimiinde Bernoulli polinomlar: yukarida adi gegen
doguran fonksiyonunun Mac-Laurin agilimindan dogrudan dogruya elde edilmis ve bu
polinomlarin daha pratik bulunmasini saglayan yinelemeli bir bagint1 tanimlanmustir.

Caligmanin ligiincii boliimiinde de Bernoulli sayilarini elde edebilecegimiz
yinelemeli bir baginti tanimlanmis ve bu baginti yardimiyla ilk birka¢ tanesi elde
edilmistir. (Kincaid ve Cheney,1991).

Matematiksel Istatistikte momentlerin hesaplanmasinda moment ¢ikaran
fonksiyonlardan yararlanilir. Fakat bazi durumlarda moment g¢ikaran fonksiyon
bulunamaz. Bu durumda momentlerin bulunmasi "Karakteristik Fonksiyon" ile
miimkiin olur (Saragoglu ve Cevik,1995). Her dagilis fonksiyonunun karakteristik
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fonksiyonu mutlaka vardir (Diindar,2000). Karakteristik fonksiyonun logaritmasi
alinarak da "Kiimiilant Cikaran Fonksiyon" elde edilir (Khuri,1993). Momentlerle ,
kiimiilantlar arasinda 6nemli iligkiler oldugu bilinmektedir (Stuart ve Ord,1987). Bu
nedenle , c¢alismanm dordincii boliimiinde ise dagilis teorisinde "Lojistik Dagilis"
olarak bilinen fonksiyonun karakteristik fonksiyonu ve bunun yardimiyla da kiimiilant
¢ikaran fonksiyonu elde edilmistir. Buradan haraket edilerek besinci boliimde ; Lojistik
Dagilis fonksiyonunun "Kiimiilant Cikaran Fonksiyonu" , katsayilari Bernoulli sayilan
olan x 'in bir kuvvet serisi seklinde bulunmustur.

2. BERNOULLI POLINOMLARI

Tamm 2.1. {yk(t)} bir fonksiyon dizisi olmak iizere , sifir1 iceren bir agik
araliktaki tiim x 'ler i¢in ;

g(t,x) = i y, (Ox'
x=0

denir. Bagka bir deyigle ; x = 0 civarinda g(t,x) fonksiyonunun kuvvet serisinde & 'c1
katsayr y, (t) dir. Bu katsayilar;

k

|
YD) = m —ng(l,O) (1)

formiilii ile hesaplanir (Kelley ve Peterson,1991). Ancak bu katsayilart hesaplamak igin
baska yollar da vardir.

Tamm 2.2. B, (t) Bernoulli polinomlart ;

" B .M .
“2g s

e’ -1 k=0

denklemi ile tamimhidir (Atkinson,1978). Baska bir deyisle , x e"/(e* -1) fonksiyonu
{B, ()/k!} dizisi igin doguran bir fonksiyondur.

Bernoulli polinomlarindan ilk birkag tanesini hesaplamak i¢in (1) den
yararlanilabilir. Fakat (2) denklemini kullanarak amacimiza dogrudan dogruya

ulagabiliriz. ilk olarak (2) denkleminin her iki yam (e*-1)/x ile garpilirsa ;

w_€ -1 @B, ()
e = X 3
X E k! )

k=0

olur. (3) esitliginin her iki tarafinda yer alan iistel fonksiyonlarin Mac-Laurin
serilerinden yararlamlir ve sag taraftaki seri k 'min ilk birka¢ degeri i¢in agik yazilirsa ;
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3,2 2
1+£+t_x-+...=[]+1+§_+...][Bo([)+m x+w X2+“‘]
I 2! 1 2! 1! 2!

=Bo(t)+(B1(t)+Bn(t)]x+(B2(t)+B,(t)+Bo(t)]xz+m
TR 2t 2t 3

olur. Polinom 6zdesliginden de ;

B,()=1 , Bt) By(®) _t B,® B B,® _

TR TR I T T T @

yazilir ve (4) 'deki esitliklerden yararlanarak , Bernoulli polinomlarinin ilk birkag
tanesi ;

B, (t) =1

I
B =F~=
(D=t 5

B, (1) =t* —[+% L )

3 1
B,() =t - =t +—t
1(D) S

olarak bulunur.

Bu sekilde elde edilen Bernoulli polinomlari igin ;

1
> (n: ]Bk(t)=(n+l) t" (6)

k=0

bagintis1 bir yineleme bagintisidir (Kincaid ve Cheney,1991). Yani n=0,1,2,--+ i¢in
(5) 'deki B, (t) 'leri bulabiliriz. Ornegin (6) 'da n =0 verilirse ;

1
( ]Bn(t) =0+1)1t°
0
ve buradan , By(t)=1 olur. Yine (6) 'da n=1 verilirse ;

L (2
E[k]B,(t):(lﬂ)t

k=0

2Bt+2Bt--2t
o |Be®+| ()=
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B,(t) + 2B, (t) = 2t

B,()=1 oldugundan , B,(t)=t-1/2 olarak tekrar bulunur. Bu gekilde devam
edilerek , n = 2,3,--- verilirse digerleri de kolaylikla elde edilebilir.

3. BERNOULLI SAYILARI
Tamm 3.1. B, Bernoulli sayilari; B, =B,(0) ile tammhdir (Kelley ve

Peterson, 1991 ;Kincaid ve Cheney,1991).Yani k 'inct Bernoulli sayisi, k 'mnct

mertebeden Bernoulli polinomundan t =0 konularak elde edilebilir. Diger taraftan (6)
'da t =0 yazilirsa ;

i[":!]ak(m:o (n21) 0

k=0

elde edilir ki , bu da Bernoulli sayilar1 igin bir yineleme bagmntisidir. (7) den n=1 igin;

L (2 2 )
é (k]Bk(O) H[O]BO(OH[IJB,(O) =0

ve By(0)=1 oldugundan B,(0)=-1/2 olur. Yine (7) 'den n=2 igin;

2 (3 3 3 3
2‘: (k]B"(O) = [O)Bu(on[]]B,(0)+(2]132(0)=0

esitliginden de , B,(0) =-;— olur. Yine (7) 'den n=3 igin;

3 (4 4 4 4 %
Z‘} (k ] B, (0) = (O]BO(O) +(1 ]B, 0)+ (2] B,(0)+ [3] B,(0) =0

esitliginden de B,(0) =0 olarak elde edilir. Bu gekilde devam edilirse ; nce
k21 igin B,,(0)=0

oldugu , ve sonra da B,(0) =—1/30 , B,(0) =1/42 , B4(0) =1/30,... bulunur.
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4. LOJISTIK DAGILIS FONKSIYONUNUN KARAKTERISTIK
FONKSIYONU

Tamm 4.1. F(x) siirekli ve dF =f(x) dx olmak iizere ;

o(t)= [ ¢ dF (8)

integralinin tammladig: fonksiyona "Karakteristik Fonksiyon" denir(Saragoglu ve
Cevik, 1995 ; Diindar, 2000).

ot} =

] e"™ dF

< T |e"‘| dF = 'j: dF =1 )

oldugundan (8) 'deki integral yakinsaktir , yani ¢(t) fonksiyonu vardir (Diindar,2000).
Ustel fonksiyonlarin derlemesi geklinde ;

f(x) = — (10)
(l +e”
ya da hiperbolik fonksiyon geklinde ;
1
f(x) (11)

"3 cosh?(x/2)

olarak ifade edilebilen f(x) fonksiyonu dagilis teorisinde "Lojistik Dagihg" olarak
bilinir (Khuri, 1993 ; Diindar,2000). (8) 'den , (9) 've gegis ; coshx = (c" +c"‘)/2
tanmim yardimiyla kolaylikla yapilabilir.

Simdi (10) yada (11) ile verilen fonksiyonun , karakteristik fonksiyonunu
bulmak istersek ;

o0= | & s ax (12)
—oo +e

integralini hesaplamak gerekir. (12) 'deki integralde , e™ =u degisken doniigimi
yapilirsa |

9 s
ot)=[ u™

olur. Son integralde de y =(1+u)”" doniigiimii ile ;
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o) = y' (1-y)™ dy (13)
o

bulunur. (13) 'daki integral ise Beta fonksiyonunun tamimi (Kreyszig,1966) geregince ;
o(t) =P +it , 1—it)
dir. Beta fonksiyonundan , Gamma fonksiyonuna gegilirse |

- I'(1+it) T(1-it)
r(l+it+1-it)

o(t) =T(1+it) T'Q-it) =it T'(it) I'(1-it)

olur.  sinx = (€™ —e™ 2 ve TI'(x) I'(1-x)=n/simmx (Kreyszig,1966)
ozelliklerinden yararlanilirsa ;

i
sinh7i

o(t) = (14)

bulunur. (14) 'nin logaritmasi , kiimiilant ¢ikaran fonksiyonu vereceginden (Khuri ,1993
; Stuart ve Ord, 1987) , logaritma 6zelligi de kullanilarak ;

w(t) = Logo(t)= —fog{ (15)

elde edilir.

sinhzt ]
t

5. LOJIiSTIK DAGILIS FONKSIYONU iLE BERNOULLI
SAYILARININ ILISKiSi '

Bernoulli polinomlari igin bir yineleme bagintisi olan , (2) esitliginde t =0 verilirse ;

X (16)

olur. (16) 'deki serinin ilk birkag terimi yazilirsa ;

x__By0) B(©®  B©® , B s B©O .
e’ -1 0! 1! 2! 3! 4!

dir. B,(0)=1 ve B,(0)=-1/2 oldugundan;

2 =1—-!-x+B2(0) X2+B3(0) XJ+B‘(O) x4+...
e* —1 2 2! 31 41

dir ve buradan da ;
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-1+—x=x
2! 3! 4!

X 1 B,(0) s B,(0) "y B,(0) %3 ees
e -1 2

olup, her iki tarafi x ile bélersek ;

I _1,1_B,© By , B s

e"-1 x 2 2! 3! 4!

olur. Son esitligin her iki tarafinin terim , terim integrali alinirsa ;

x _ B (0) B-,(O) e B,(0) =
220 330 4.4!

fog( (1—e)e” ]ziik.(ko!) p

X k=2

Eog(l —-e™ ) log x + foge

k=1 i¢in B,,,(0)=0 oldugundan,
i i — B, (0)
fog] ——— |=Y e g
og{ X ] ,,Z,‘ (2n).(2n)! :
ve buradan da ;
sinh(x/2) - B, 0) ,
fog| ———= |= ) —2~ 2 17
g( x/2 } ;(211).(211)!" 00

bulunur. (17) 'de x =2nt donigiimi yapilirsa ;

sinhnt | & (222" B,,(0) 5,
[ ] Zl any.enl (18)

yazilabilir. Son olarak (18) ile (15) kargilagtirilirsa ;

sinh7t (2n2" B,, (0) e
= \xs Byl
m=a [ } ' @n)!

dolayistyla ;
_v (D)"'@n2" B, (0) (9™
Vo =2, (2n) (2n)! 1
elde edilir.
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r'ci kiimilantin |, w(t)=foge (t) mn agihminda (it)' /r! mn katsayisi oldugundan
(Stuart ve Ord,1987), (19) 'den n 21 igin;

_ D" @n2" B,,(0)

20
= (20)

n

oldugu agiktir.
6. SONUC

y(t) = Loge (t) fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri ;
y'(1) = ¢'(1/ @(t)

v =0"k O-{o' O OF

olup, t=0 i¢in @(0)=1 oldugundan;
K, =¢'(0) =,

Ky = ‘P“(O)_{(P'(O)}z = l-l'z"{P"l }2 =H,
olur,

k=21 igin B,,(0)=0 oldugundan; «,=p,=0 dir. Bu sonug o(t)
fonksiyonunun tiirevinde t — 0 yapilarak da goriilebilir. p',=0 oldugu igin de ;
K, =p,=pn, dir. '(0)=0 oldugundan, x, =¢"(0) dir.

Lojistik Dagilig i¢in bu tarzda «,'y1 ve diger kiimilantlan elde etmek , oldukga
gl¢ ve uzun matematiksel iglemleri gerektirmektedir. Oysaki (20) bagintisinda , n =1
verilirse, kolayhkla «, =n*/3 ve n=2 iginde ; «, =2xn"/15 bulunur.

Demekki x, =0 oldugundan , lojistik dagiligin ortalamas: sifirdir. x, =p,
oldugundan , varyansi =n’/3 dir. x,=0 oldugundan dagilis tam simetriktir.
Ky =W, — 315 'den p, =7x*/15 olup , basiklik dlgiisii B, = p/u5 ‘den, B, =4.2
elde edilir.f, ) 3  olmasi nedeniyle de ; lojistik dagiligin, normal dagilisa gore daha

basik oldugu goriiliir. Lojistik dagilig fonksiyonunun grafigi , Sekil 1 'de Maple V
Release 5 programi ile gizilmistir.
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A Study on Bernoulli Numbers and Logistic Distribution
Function

ABSTRACT

The Bernoulli polynomial is a polynomial which is the sum of p"
powers of the first n positive integers and of degree p+1. Bernoulli
numbers can be obtained from Bernoulli polynomials.

The Bernoulli polynomials and Bernoulli numbers have been used
in applied mathematics, especially in numerical analysis, difference
equations and asymptotic analysis of the sums. The Bernoulli
polynomials and Bernoulli numbers have useful and important
applications in statistics. For example, Stirling's approximations is
one of the important applications.

In this work we obtained the cumulant generating function of
logistic distribution using Bernoulli numbers.

Key Words : Bernoulli polynomials, Bernoulli numbers, Logistic
distribution, Characteristic function.
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