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İLİşKİLİ HATALARA sAHİP MODELLERDE SPLAYN VE 
ÇEKİRDEK REGRESYON KEsTİRİeİLERİNIN 

PERFORMANSLARı 

Serdar DEMİR' Dursun AYDIN" 

()ZET 

Parametrik olmayan regresyon wtiricilerinin performanslarının, ilişkili 

hata/ara sahip modellerde ciddi biçimde aza/dığı iyi bilinmektedir. Bu 
çalışmada, regresyon fonksiyonunun parametrik olmayan wtirimi için sıkça 
!tu/lanı/an kilbit diIz/eştlme sp/aynı Ile Nadaraya-Watson çe/drdek 
kestirici/erinin hatalı ilişkilere sahip modellerdeki peiformans/an 
incelenmiştir. Bunun için bir benzetim çalışması gerçekleştirilere*. elde 
edilen kestirimlerin hata kare/er oruılamalan karşı/aştın/m'ltır. Benzetim 
sonuçlarına göre, Nadaraya-Watson çe/drdek kestiriclsi /ı:üçük örnek/em/erde 
iyi peiformans gösteriyorken, sp/ayn kestlriclsi büyiik örnek/em/erde iyi 
peiformans göstermektedir. 

Anahtar KeIIme"r: Çoldrdek k .. tiridıı~ Iıqldli hatolar, Kilblk ıpkya, Nadaraya-Walııon. 

1. GİRİŞ 

Parametrik olmayan regresyon kestirieileri, bı$mSlZ degişkene ilişkin gözlem degerleri 

Xi (Xı<X2<"·<X.) ve ba~ı degişkene ilişkin gözlem değerleri Yı olmak üzere, 

Y,=m(x/)+e, , (i= 1,2, ... ,n) (1) 

biçimindeki bir regresyon modelinin bilinmeyen m(x) fonksiyonunun kestirimi ile 
ilgilenmektedirler. Burada, ei hatalannın sıfir ortalamalı ve elv varyans-kovaryans 
matrisi ile ilişkili hatalar oldukları varsayılmaktadır. V matrisi bir ağırlıklandırma 
matrisidir. 

Parametrik olınayan regresyon kestirimleri için yaygın biçimde kullanılan kestirieiler, 
çekirdek (kernel) regresyon ve splayn (spline) düzleştirme kestirieilerdir (Hardle, 1991) 
(Eubank, 1999), (Green vd., 1994). Özellikle zaman serileri çözilmlemelerinde sıkça 
karşılaşılan hatalann ilişkili o1ınası durumu, çekirdek ve splayn tipi kestirieilerin 
perfonnanslarını eiddi biçimde etkilemektedir. Diggle ve Hutchinson (1989); Hurvieh 
ve Zeger (1990); Khon vd (1992); Wang (1998); Krivobokova ve Kauermann (2007); 
Liu (2009) ve Morton vd. (2009) ilişkili hatalann varlığında splayn düzleştirme 
kestirieileri üzerinde çalışmalar yapmışlardır. Altrnan (1990); Chu ve Marron (1991); 
Hart (1991); Hemnann (1992); Rio (1996); Ray (1997); Opsomer vd. (2001); Carroll 
vd (2002); Park vd (2006); Kim vd. (2009); De Brabanter vd. (2010) ve Lee vd. 
(20 i O) hatalann ilişkili olduğu dıırum1ıırda çekirdek tipi kestirieileri ve bant genişliği 
seçim yöntemlerini incelemişlerdir. Bu çalışmalar, genelolarak eşit ara1ıklı sabit 
tasarunlı model (örneğin, Xi = i/n) varsayımı yapılarak gerçekleştirilmiştir. İlişkili 
hatalara sahip modellerde, çekirdek ve splayn kestirieilerine ilişkin söz konusu bu 
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çalı malarda  kestiricilerin özellikleri kuramsal ve deneysel olarak ayrı ayrı
incelenmekte, ancak do rudan performansları kar ıla tırılmamaktadır. Bunun nedeni, 
kuramsal karma ıklık ve benzetimlerdeki i lem zorluklarıdır.   

Bu çalı mada, rastgele tasarımlı model varsayımı altında Nadaraya-Watson çekirdek 
regresyon kestiricisi ile kübik splayn düzle tirme kestiricisinin performanslarının
kar ıla tırılması amaçlanmı tır. Kestiricilerin performansları, bir benzetim çalı ması ile 
elde edilen verilere ili kin kestirimlerin hata kareler ortalamalarına dayalı olarak 
kar ıla tırılmaktadır. ncelenen kestiricilere ili kin bilgiler bir sonraki bölümde 
sunulmaktadır. Üçüncü bölümde, kestiricilerin performanslarını kar ıla tırmak amacıyla 
yapılan benzetim çalı masının ayrıntıları ve sonuçları verilmektedir.  

2. NADARAYA-WATSON ÇEK RDEK VE KÜB K SPLAYN KEST R C LER

Çalı manın bu kısmında, parametrik olmayan regresyon uygulamalarında en sık
kullanılan Nadaraya-Watson çekirdek kestiricisi ve kübik splayn kestiricisi 
tanıtılmaktadır.

2.1  Nadaraya-Watson Çekirdek Regresyon Kestiricisi 

Parametrik olmayan regresyon fonksiyonu kestirimi uygulamalarında sıkça kullanılan 
bir kestirici, Formül (2) ile verilen   
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Nadaraya-Watson (NW) çekirdek kestiricisidir (Nadaraya,1964); (Watson,1964) 
Düzle tirme parametresi olan h sabiti, kestirimin düzle tirme düzeyini  kontrol etmekte 
ve bant geni li i olarak adlandırılmaktadır. Kestiricinin performansında önemli katkısı
olan bant geni li inin seçimi için çe itli yöntemler mevcuttur. Ba lıca seçim yöntemleri 
çapraz-geçerlilik, genelle tirilmi  çapraz-geçerlilik, ceza fonksiyonları, plug-in ve 
bootstrap yöntemleridir (Pagan vd.,1999). Hangi yöntemin daha iyi oldu u konusu 
tartı malı bir konudur. Bu çalı mada, splayn kestiriciler için de sıkça kullanılan
genelle tirilmi  çapraz-geçerlilik yöntemi ele alınmaktadır. Genelle tirilmi  çapraz-
geçerlilik (GÇG) yöntemi ile, 
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biçimindeki fonksiyonu minimum yapan h bant geni li i optimal bant geni li i de eri 
olarak seçilir (Hardle,1991).

Formül 2’de, K(.) çekirdek fonksiyonu simetrik bir yo unluk fonksiyonudur. 
Uygulamada sıkça kullanılan çekirdek fonksiyonları,  formül 4 ile verilen Gaussian 
çekirdek fonksiyonu ve (5) formülü ile verilen Epanechnikov çekirdek fonksiyonudur. 
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2/)2/exp()( 2uuK , -  < u <                  (4) 

4/)1(3)( 2uuK ,  |u|  1             (5) 

2.2  Kübik Splayn Düzle tirme Kestiricisi 

Parametrik olmayan regresyon modelinde hataların ili kili olması durumunda regresyon 
fonksiyonu  m(x)’in kestirimi için Diggle ve Hutchinson (1989) tarafından kübik splayn 
düzle tirmeye dayalı bir yakla ım önerilmi tir. Bilinen bir > 0 parametresi için, V

[ ij] iken, ij exp( |xi xj|)  otokorelasyon fonksiyonunu kullanan, e it aralıklı tasarım
noktaları (sabit tasarım) gerektirmeyen bu yöntemin splayn düzle tirmeye dayalı
çözümü,  

CMMMYVMY TTxmS )()()]([ 1                (6) 

biçimindeki cezalı kareler toplamı (penalized sum of squares) ölçütünün m(x)’e göre 
minimum yapılmasını amaçlamaktadır. Formül 6’nın sa  tarafındaki ilk terim verilerin 
uyumunu (goodness-of-fit), ikinci terim ise düzle tirmeyi (smoothness) tanımlayan 
ifadelerdir. Sabit bir de er olan ise, verilerin uyumu ile düzle tirme arasındaki
dengeyi sa lamaktadır. Formül 6 ile bulunan m(x) kestirimi, splayn düzle tirme 
kestirimi )(ˆ xmS  olarak tanımlanır. E itlikte, T

nyy1Y  ve 
T

nxmxm )()( 1M  biçimindedir. C matrisi yarı-pozitif tanımlı bir ceza 
matrisidir ve TQQRC 1 biçiminde elde edilir. Burada, Q matrisi elemanları, hi = xi+1

– xi (i = 1, 2,…,n 1)  olmak üzere, i = 2, 3,…,n ve j = 2, 3,…,n 1 için 
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biçiminde tanımlanan (n 2) (n 2) boyutlu bir matristir (Green vd.,1994); 
(Eubank,1999). Diggle ve Hutchinson (1989), Formül 6’da ai exp{ (xi+1 xi)} alarak,
V-1 yerine simetrik W bant matrisini kullanmı tır. W=[wij] matrisinin sıfırdan farklı olan 
elemanları a a ıdaki formüller yardımıyla hesaplanmaktadır (Diggle vd., 1989):
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formülünü minimum yapan kübik splayn 
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biçimindedir. Burada  S

Formül bir denge unsuru olarak, kübik splayn 

pek çok yöntem (çapraz geçerlilik, 
-in 

vd.) mevcuttur. Kübik splayn kestiricisi için parametresinin seçiminde en çok tercih 
-geçerlilik (GÇG) yöntemidir (Eubank,1999). Bu 

2ˆˆ)( SImYWmY S
T
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-
fonksiyonu minimum yapan parametresi
seçilmektedir.

formülü ile verilen regresyon modellerinde bilinmeyen m(x)
fonksiyonun kestiriminde, Nadaraya-Watson çekirdek regresyon kestiricisi ile 

(Chu,1991); (Rio, 1996);
(Goijier, 2002); (Kim, 2009); (Brabanter, 2010) ve (Lee,

m(x)=x3(1 x3)
ve

iiii xxy )1( 33 (9)

xi

i 0 N(0, 0.0001/(1
2))olmak üzere,  

iii u1 , i=1, 2, 3,…,n

biçimindeki birinci dereceden otoregresif (AR ui
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ilişkili Hatalara Sahip Modellerde Splayn ve 
Çekirdek Regresyon Kestiricilerinin Performansları 

The Perfonnances of Spline and Kernel Regression 
Estimators in Models with COITelated ElTOrs 

Otokorelasyon katsayısı p ~ 0.30, 0.60, 0.90 değerlerinin herbiri için n = 25, 50, 100 
büyüklüğünde rastgele örnekleın1er üretilmiştir. Benzetimler için tekrar sayısı r = 500 
olarak alınmıştır. 

Nadaraya-Watson kestirimleri için Gaussian çekirdek fonksiyonu kullanılmıştır. Bant 
genişliği h Formül 3 ile verilen genelleştirilmiş çapraz-geçerlilik yöntemiyle 
belirlenmiştir. Splayn kestirimleri için düzleştirme parametresi A ise Formül 8 ile 
verilen genelleştirilmiş çapraz-geçerlilik yöntemiyle belirlenmiştir. 

Her bir örneklern genişliği (25, 50, 100) ve her bir otokorelasyon katsayısı (0.30, 0.60, 
0.90) için üretilen verilere ilişkin Nadaraya-Watson çekirdek kestirimleri ve splayn 
düzleştirme kestirimleri hesaplanmıştır. Daha sonra her bir kestirimin hata kareler 
ortalaması bulunmuştur. Bu işlem 500 kez tekrarlanmış ve 500 kestirim üzerinden . . 
Ortalama Hata Kareler Ortalamalan (OHKO~ IHKO,lr) bulunmuştur. Her bır duruma 

i=l 

ilişkin kestirimlerin OHKO değerleri Tablo i 'de verilmektedir. 

Tablo i' den, p'nun her üç değeri için n~25 örneklern büyüklüğünde N adaraya-Watson 
kestirimlerinin daha küçük hata kareler ortalamalanna sahip oldukları görülmektedir. 
Buna karşın, n=50 ve n~ i 00 örneklern genişliklerinde ise splayn kestirimleri daha 
küçük hata kareler ortalamalanna sahip olmaktadırlar. Örneklern genişliği arttıkça, 
splayn kestiricisinin Nadaraya-Watson kestiricisine göre daha iyi performans gösterdiği 
söylenebilir. Ayrıca beklenildiği gibi, hataların ilişki düzeyleri arttıkça tüm örneklern 
büyüklüklerinde hem N adaraya-Watson hem de splayn kestirimlerin hata kareler 
ortalamalarının büyüdüğü görülmektedir. 

Tablo 1. Kestirimlerin ortalama hata kareler ortalımılın 

e n OHKO(1nK} OHKO(1ns} OHKOf,ns}1 OHKO(1nK } 

25 0.0000927 0.0001107 1.194681 
0.30 50 0.0000684 0.0000507 0.741656 

100 0.0000499 0.0000366 0.732469 
25 0.0001611 0.0001756 1.089935 

0.60 50 0.0001231 0.0001047 0.850226 
100 0.0001032 0.0000834 0.808648 
25 0.0007215 0.0007377 1.022485 

0.90 50 0.0006614 0.0006062 0.916553 
100 0.0005553 0.0004495 0.809438 

Rastgele seçilen n~ i 00 büyüklüğündeki üç benzetim örneklerni için m(x) 
fonksiyonunun N adaraya-Watson çekirdek ve splayn düzleştirme kestirimlerinin 
grafikleri Şekil i, Şekil 2 ve Şekil 3'de verilmektedir. 
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ekil 1. =0.30 ve n=100 için splayn ve Nadaraya-Watson kestirimleri 

ekil 2. =0.60 ve n=100 için splayn ve Nadaraya-Watson kestirimleri 

ekil 3. =0.90 ve n=100 için splayn ve Nadaraya-Watson kestirimleri 

ekil 1, ekil 2 ve ekil 3’ten, hatalar arasndaki ili ki arttkça Nadaraya-Watson 
çekirdek ve splayn düzle tirme kestirimlerinin kötüle ti i görülmektedir. Bununla 
beraber, splayn kestirimlerinin Nadaraya-Watson kestirimlerine göre daha pürüzsüz 
e riler ortaya çkard  söylenebilir.
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4. SONUÇ VE TARTI MA

Bu çalı mada, hataları ili kili olan rastgele tasarım modellerinde Nadaraya-Watson 
çekirdek kestiricisi ile kübik splayn düzle tirme kestiricisinin performansları, hata 
kareler ortalaması ölçütüne  dayalı olarak kar ıla tırılmı tır. Bu amaçla gerçekle tirilen
benzetim sonuçlarına göre, küçük örneklemlerde Nadaraya-Watson çekirdek 
kestiricisinin, büyük örneklemlerde ise splayn kestiricisinin daha iyi performans 
gösterdi i söylenebilir. Ayrıca, beklenildi i gibi hatalardaki ili ki düzeyi arttıkça iki 
kestiricinin de performanslarının kötüle ti i görülmü tür. Bununla beraber, hataların
ili ki düzeyinin artmasından, küçük örneklemlerde Nadaraya-Watson kestiricisi daha 
fazla etkilenirken, büyük örneklemlerde ise splayn kestiricisi daha fazla 
etkilenmektedir. Sonuç olarak, ili kili hatalara sahip regresyon modellerinde, küçük 
örneklem durumunda Nadaraya-Watson çekirdek kestiricisinin kullanılması, büyük 
örneklem durumunda ise kübik splayn kestiricinin kullanılması önerilmektedir. 
Gelecekteki çalı malarda, farklı bant geni li i ya da düzle tirme parametresi seçim 
yöntemleri bakımından kar ıla tırılmalar yapılması planlanmaktadır.  
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THE PERFORMANCES OF SPLINE AND KERNEL REGRESSION 
ESTIMATORS IN MODELS WITH CORRELATED ERRORS 

ABSTRACT 

It is well known that the performances of nonparametric regression 
estimators severely decrease in the models with correlated errors. In this 
paper, the performances of the cubic smoothing spline and the Nadaraya-
Watson kernel estimators, which are often used for nonparametric estimation 
of regression function, are investigated in the models with correlated errors. 
For this purpose, a simulation study is performed and the mean square 
errors of the estimators are compared. The simulation results show that the 
Nadaraya-Watson kernel estimator performs well in small samples, while 
spline estimator performs well in large samples. 

Keywords: Kernel estimator, Correlated errors, Cubic spline, Nadaraya-Watson. 
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