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ILISKIiLi HATALARA SAHIP MODELLERDE SPLAYN VE
CEKIRDEK REGRESYON KESTiRICILERININ
PERFORMANSLARI

Serdar DEMIR" Dursun AYDIN™
OZET

Parametrik olmayan regresyon kestiricilerinin performanslarmn, iligkili
hatalara sahip modellerde ciddi bigimde azaldig: iyi bilinmektedir. Bu
caligmada, regresyon fonksiyonunun parametrik olmayan kestirimi igin stkca
kullamilan kilbik diizlegtime splaym  ile Nadaraya-Watson gekirdek
kestivicilerinin  hatah  iligkilere sakip modellerdeki performansian
incelenmigtir. Bunun igin bir benzetim g¢aligmasi gergeklestirilerek, elde
edilen kestirimlerin hata kareler ortalamalar: karsilagiribmgtir. Benzetim
sonuclarina gére, Nadaraya-Watson ¢ekirdek kestiricisi kiiciik drneklemlerde
iyi performans gdsterivorken, splayn kestiricisi bilyiik drneklemlerde iyi
performans gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Cekirdek kestiricisi, iligkili hatalar, Kiibik splayn, Nadaraya-Watson.
1. GIRIS

Parametrik olmayan regresyon kestiricileri, bafimsiz degiskene iligkin gbzlem degerleri
X; (x<up<--<xy) ve bagiml degigkene iligkin gézlem degerleri y; olmak iizere,

Yi =m(xi)+£i L] (I = 1323- -"n) (1)

bi¢imindeki bir regresyon modelinin bilinmeyen m(x) fonksiyonunun kestirimi ile
ilgilenmektedirler. Burada, & hatalarinin sifir ortalamali ve ¢®V varyans-kovaryans
matrisi ile iligkili hatalar olduklan varsayilmaktadir. V matrisi bir agirhklandirma
matrisidir,

Parametrik olmayan regresyon kestirimleri igin yaygmn bigimde kullamlan kestiriciler,
¢ekirdek (kernel) regresyon ve splayn (spline) diizlestirme kestiricilerdir (Hardle, 1991)
(Eubank, 1999), (Green vd., 1994). Ozellikle zaman serileri ¢oziimlemelerinde sikga
kargilagilan hatalarin iligkili olmasi durumu, c¢ekirdek ve splayn tipi kestiricilerin
performanslarnm ciddi bigimde etkilemektedir. Diggle ve Hutchinson (1989); Hurvich
ve Zeger (1990); Khon vd. (1992); Wang (1998); Krivobokova ve Kauermann (2007);
Liu (2009} ve Morton vd. (2009) iligkili hatalarin varhifinda splayn diizlegtirme
kestiricileri {izerinde ¢ahigmalar yapmiglardir, Altman (1990); Chu ve Marron (1991);
Hart (1991); Herrmann (1992); Rio (1996); Ray (1997); Opsomer vd. (2001); Carroll
vd. (2002); Park vd. (2006); Kim vd. (2009); De Brabanter vd. (2010) ve Lee vd.
(2010) hatalanin iligkili oldugu durumlarda ¢ekirdek tipi kestiricileri ve bant genigligi
segim yontemlerini incelemiglerdir. Bu ¢aligmalar, genel olarak esit aralikli sabit
tasanmh model (megin, x; = i/n) varsaymm yapilarak gerceklestirilmistir. Iligkili
hatalara sahip modellerde, cekirdek ve splayn kestiricilerine iliskin séz konusu bu
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calismalarda  kestiricilerin 6zellikleri kuramsal ve deneysel olarak ayr1 ayri
incelenmekte, ancak dogrudan performanslar1 karsilastirilmamaktadir. Bunun nedeni,
kuramsal karmasiklik ve benzetimlerdeki islem zorluklaridir.

Bu c¢alismada, rastgele tasarimli model varsayimi altinda Nadaraya-Watson ¢ekirdek
regresyon Kkestiricisi ile kiibik splayn duizlestirme kestiricisinin performanslarinin
karsilastirilmasi amaglanmistir. Kestiricilerin performanslari, bir benzetim c¢alismasi ile
elde edilen verilere iligkin kestirimlerin hata kareler ortalamalarina dayali olarak
karsilagtirilmaktadir. Incelenen kestiricilere iliskin bilgiler bir sonraki boliimde
sunulmaktadir. Ugiincii boliimde, kestiricilerin performanslarimi karsilastirmak amaciyla
yapilan benzetim ¢aligmasinin ayrintilar1 ve sonuglari verilmektedir.

2. NADARAYA-WATSON CEKIiRDEK VE KUBIK SPLAYN KESTIiRiCiLERI

Calismanin bu kisminda, parametrik olmayan regresyon uygulamalarinda en sik
kullanilan Nadaraya-Watson ¢ekirdek kestiricisi ve kiibik splayn kestiricisi
tanitilmaktadir.

2.1 Nadaraya-Watson Cekirdek Regresyon Kestiricisi

Parametrik olmayan regresyon fonksiyonu kestirimi uygulamalarinda sik¢a kullanilan
bir kestirici, Formiil (2) ile verilen

g (x)= S Y.K(x~ X)) | SKI(x-X,)/h] )

i=l i=l

Nadaraya-Watson (NW) c¢ekirdek kestiricisidir (Nadaraya,1964); (Watson,1964)
Diizlestirme parametresi olan 4 sabiti, kestirimin diizlestirme diizeyini kontrol etmekte
ve bant genisligi olarak adlandirilmaktadir. Kestiricinin performansinda 6nemli katkisi
olan bant genisliginin se¢imi i¢in ¢esitli yontemler mevcuttur. Baslica se¢im yontemleri
capraz-gecerlilik, genellestirilmis capraz-gecerlilik, ceza fonksiyonlari, plug-in ve
bootstrap yontemleridir (Pagan vd.,1999). Hangi yontemin daha iyi oldugu konusu
tartigmali bir konudur. Bu c¢alismada, splayn kestiriciler icin de sik¢a kullanilan
genellestirilmis capraz-gecerlilik yontemi ele alimmaktadir. Genellestirilmis capraz-
gecerlilik (GCQG) yontemi ile,

S~ ()T
GCG(h)y=—-"=2 (3)

n X; —X; ?
{l_m)/ T H
i=1

bicimindeki fonksiyonu minimum yapan % bant genisligi optimal bant genisligi degeri
olarak segilir (Hardle,1991).

Formiil 2’de, K(.) ¢ekirdek fonksiyonu simetrik bir yogunluk fonksiyonudur.
Uygulamada sik¢a kullanilan ¢ekirdek fonksiyonlari, formiil 4 ile verilen Gaussian
cekirdek fonksiyonu ve (5) formiili ile verilen Epanechnikov ¢ekirdek fonksiyonudur.
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K@)=exp(-u?/2)\2z,  -0<u<ow @
K()=3(1-u?)/4, o<1 )

2.2 Kiibik Splayn Diizlestirme Kestiricisi

Parametrik olmayan regresyon modelinde hatalarin iliskili olmas1 durumunda regresyon
fonksiyonu m(x)’in kestirimi i¢in Diggle ve Hutchinson (1989) tarafindan kiibik splayn
diizlestirmeye dayali bir yaklagim onerilmistir. Bilinen bir p > 0 parametresi i¢in, V
= [vy] iken, v;=exp(—p [x—x;) otokorelasyon fonksiyonunu kullanan, esit aralikli tasarim
noktalar1 (sabit tasarim) gerektirmeyen bu yoOntemin splayn diizlestirmeye dayali
¢Oziimii,

S[m(x)]=(Y-M) vV I(Y-M)+IMTCM (6)
bigimindeki cezali kareler toplami (penalized sum of squares) 6l¢iitiiniin m(x)’e gore
minimum yapilmasini amaglamaktadir. Formiil 6’nin sag tarafindaki ilk terim verilerin
uyumunu (goodness-of-fit), ikinci terim ise diizlestirmeyi (smoothness) tanimlayan

ifadelerdir. Sabit bir deger olan A ise, verilerin uyumu ile diizlestirme arasindaki
dengeyi saglamaktadir. Formiil 6 ile bulunan m(x) kestirimi, splayn diizlestirme

kestirimi s (x) olarak  tamimlanir.  Esitlikte, Y=y, - »,I ve
M:[m(xl) m(xn)]T bicimindedir. C matrisi yari-pozitif tanimhi bir ceza

matrisidir ve C = QR ’1Q T bi¢iminde elde edilir. Burada, Q matrisi elemanlari, 4; = xi+
—x; (i=1,2,...,n-1) olmak iizere, i=2, 3,....nvej=2,3,...,n—1 i¢in

Vh;_y, {:]:.—lise
g, = =Uh; =1/h;, i=jise
Yy 0, li— j|= 2ise

1/h;, i= j+lise

bigiminde tanimlanan nx(n-2) boyutlu bir matristir. R matrisi elemanlari, i=2,3,...,n ve
7=2,3,...,n-1 igin

hj_l/6, i=j—1ise
.o (=h;_1—h;)/3,i=j ise
vo0, li—j|>2 ise

h./6 i=j+1ise

J

bigiminde tamimlanan (n-2)x(n—2) boyutlu bir matristir (Green vd.,1994);
(Eubank,1999). Diggle ve Hutchinson (1989), Formiil 6°da a; = exp{—p (x;1—x;)} alarak,
V™! yerine simetrik W bant matrisini kullanmustir. W=[w;;] matrisinin sifirdan farkli olan
elemanlari agagidaki formiiller yardimiyla hesaplanmaktadir (Diggle vd., 1989):

wy =1/(1-a?), i=2,..,n-1.
w,=l+a;, /(1—-a?)+a? I(1-a?) i=2..,n—1.
Wy =1/(1-a2), i=1,.,n
Wit =W =—al(l-af) , i=1l..,n
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Yukarida verilen tanimlamalar 1s1¢inda, 6 formulinii minimum yapan kubik splayn
diizlestirme kestiricisi

. ”AQS(.XI)
mg= :  [=(W+20)'wly=8,Y %
ms(Xn)

bicimindedir. Burada S;  matrisi  sapka ya da diizlestirme matrisi olarak
adlandirilmaktadir.

Formul 6’daki diizlestirme parametresi A bir denge unsuru olarak, kubik splayn
kestiricisinin performansinda énemli rol oynamaktadir. A’nin kii¢iik se¢ilmesi fazlasiyla
puriizli bir tahmine, biiyiik secilmesi ise fazlasiyla diiz bir tahmine yol agabilmektedir.
A'nin  belirlenmesine iliskin literatiirde pek c¢ok yontem (¢apraz gecerlilik,
genellestirilmis ¢apraz gecerlilik, Akaike bilgi 6l¢iitii, Mallows’un Cp olgiitii, Plug-in
vd.) mevcuttur. Kuibik splayn kestiricisi i¢cin A parametresinin se¢iminde en ¢ok tercih
edilen yontem, genellestirilmis ¢apraz-gecerlilik (GCG) yontemidir (Eubank,1999). Bu
yontem, hem etkin olmasi hem de 6zellikle kolay uygulanabilir olmasi nedeniyle ilgi
cekmektedir. Iliskili hatalara sahip modeller icin, Diggle ve Hutchinson (1989)
tarafindan uyarlanan,

GCG(A)=[Y ~1ing | WY —sing |/ {1215, P ®)

bicimindeki genellestirilmis ¢apraz-gecerlilik fonksiyonu kullanilmaktadir. Bu
fonksiyonu minimum yapan A degeri, optimal diizlestirme parametresi degeri olarak
secilmektedir.

3. BENZETIM CALISMASI

fligkili hatalara sahip 1 formiili ile verilen regresyon modellerinde bilinmeyen m(x)
fonksiyonun kestiriminde, Nadaraya-Watson cekirdek regresyon kestiricisi (M) ile
kiibik splayn diizlestirme kestiricisinin) performanslarini karsilastirmak i¢in bir
benzetim c¢alismast yapilmistir. Bu benzetim ¢aligmasi i¢in (Chu,1991); (Rio, 1996);
(Goijier, 2002); (Kim, 2009); (Brabanter, 2010) ve (Lee, 2010) tarafindan yapilan
benzetim calismalar1 dikkate almarak, m(x)=x’(1-x’) regresyon fonksiyonu kullanilmis
ve

yi=x (1=x))+e; ©
modeline uygun olarak veriler iretilmistir. Burada, x;’ler [0,1] araliginda tekbicimli
(uniform) dagilimdan rastgele c¢ekilmistir. Modelin & hatalar, &~N(0, 0.0001/(1-
pH))olmak tizere,

&=pe+u; ,i=1,2,3,...n

bicimindeki birinci dereceden otoregresif (AR(1)) bir siirecten retilmistir. Stirecin u;
hatalari, sifir ortalamali ve 0.0001 varyansli bir normal dagilimdan rastgele ¢ekilmistir.
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Otokorelasyon katsayis1  p= 0.30, 0.60, 0.90 degerlerinin herbiri i¢in » = 25, 50, 100
biiytikligtinde rastgele drncklemler liretilmigtir. Benzetimler igin tekrar sayisi r = 500
olarak alinmagtir,

Nadaraya-Watson kestirimleri i¢in Gaussian ¢ekirdek fonksiyonu kullanilmigtir. Bant
genigligi ~# Formiil 3 ile verilen genellestirilmis c¢apraz-gegerlilik yOntemiyle
belirlenmigtir. Splayn kestirimleri i¢in diizlegtirme parametresi A ise Formiil 8 ile
verilen genellegtirilmis capraz-gegerlilik yéntemiyle belirlenmigtir.

Her bir &rneklem genigligi (25, 50, 100) ve her bir otokorelasyon katsayis: (0.30, 0.60,
0.90) igin firetilen verilere iligkin Nadaraya-Watson cekirdek kestirimleri ve splayn
diizlegtirme kestirimleri hesaplanmigtir. Daha sonra her bir kestirimin hata kareler
ortalamasi bulunmugtur. Bu igslem 500 kez tekrarlanmig ve 500 kestirim tzerinden

Ortalama Hata Kareler Ortalamalari (OHKO= f‘,HKO,-I r ) bulunmustur. Her bir duruma
=

iligkin kestirimlerin OHKOQO degerleri Tablo 1’de verilmektedir.

Tablo 1°den, p'nun her fi¢ degeri i¢in n=25 rncklem biyilikliiglinde Nadaraya-Watson
kestirimlerinin daha kiigiik hata kareler ortalamalarina sahip olduklar1 gériilmektedir.
Buna kargin, =50 ve n=100 &rmeklem genisliklerinde ise splayn kestirimleri daha
kiigiik hata kareler ortalamalarina sahip olmaktadirlar. Omeklem genisligi arttikga,
splayn kestiricisinin Nadaraya-Watson kestiricisine gore daha iyi performans gosterdigi
sOylenebilir, Ayrica beklenildii gibi, hatalarin iligki diizeyleri arttikga tiim trneklem
biiyiikliklerinde hem Nadaraya-Watson hem de splayn kestirimlerin hata kareler
ortalamalarimin biiyiidiigi goriilmektedir.

Tablo 1. Kestirimlerin ortalama hata kareler ortalamalan
p n__ OHKO(x) OHKO(7s) OHKO("5)/ OHKO (i)

25 0.0000927 0.0001107 1.194681
030 50  0.0000684 0.0000507 0.741656
100 0.0000499 0.0000366 0.732469
25  0.0001611 0.0001756 1.089935
0.60 50 0.0001231 0.0001047 0.850226
100 0.0001032 0.0000834 0.808648
25  0.0007215 0.0007377 1.022485
090 50 0.0006614 0.0006062 0.916553
100  0.0005553 0.0004495 0.809438

Rastgele segilen »=100 bilylikliglindeki ¢ benzetim O&rneklemi igin  m(x)
fonksiyonunun Nadaraya-Watson c¢ekirdek ve splayn dizlestirme kestirimlerinin
grafikleri Sekil 1, Sekil 2 ve Sekil 3°de verilmektedir.
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Sekil 1. p=0.30 ve n=100 icin splayn ve Nadaraya-Watson kestirimleri
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Sekil 2. p=0.60 ve n=100 icin splayn ve Nadaraya-Watson kestirimleri
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Splayn

Sekil 3. =0.90 ve n=100 icin splayn ve Nadaraya-Watson kestirimleri

Sekil 1, Sekil 2 ve Sekil 3’ten, hatalar arasindaki iligki artttkca Nadaraya-Watson
cekirdek ve splayn diizlestirme kestirimlerinin kotiilestigi goriilmektedir. Bununla
beraber, splayn kestirimlerinin Nadaraya-Watson kestirimlerine gore daha piiriizsiiz
egriler ortaya ¢ikardigi sdylenebilir.
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu calismada, hatalar1 iligkili olan rastgele tasarim modellerinde Nadaraya-Watson
cekirdek kestiricisi ile kiibik splayn diizlestirme kestiricisinin performanslari, hata
kareler ortalamasi olgiitiine dayali olarak karsilastirilmistir. Bu amagla gerceklestirilen
benzetim sonuglarina gore, kiiclik Orneklemlerde Nadaraya-Watson c¢ekirdek
kestiricisinin, biiylik Orneklemlerde ise splayn kestiricisinin daha iyi performans
gosterdigi soylenebilir. Ayrica, beklenildigi gibi hatalardaki iligki diizeyi arttik¢a iki
kestiricinin de performanslarinin kétiilestigi goriilmustiir. Bununla beraber, hatalarin
iligki diizeyinin artmasindan, kii¢iik 6rneklemlerde Nadaraya-Watson kestiricisi daha
fazla etkilenirken, biiylik Orneklemlerde ise splayn Kkestiricisi daha fazla
etkilenmektedir. Sonug¢ olarak, iligkili hatalara sahip regresyon modellerinde, kiigiik
orneklem durumunda Nadaraya-Watson c¢ekirdek kestiricisinin kullanilmasi, biiyiik
orneklem durumunda ise kiibik splayn kestiricinin kullanilmasi o6nerilmektedir.
Gelecekteki calismalarda, farkli bant genisligi ya da diizlestirme parametresi se¢im
yontemleri bakimindan karsilagtirilmalar yapilmasi planlanmaktadir.
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THE PERFORMANCES OF SPLINE AND KERNEL REGRESSION
ESTIMATORS IN MODELS WITH CORRELATED ERRORS

ABSTRACT

It is well known that the performances of nonparametric regression
estimators severely decrease in the models with correlated errors. In this
paper, the performances of the cubic smoothing spline and the Nadaraya-
Watson kernel estimators, which are often used for nonparametric estimation
of regression function, are investigated in the models with correlated errors.
For this purpose, a simulation study is performed and the mean square
errors of the estimators are compared. The simulation results show that the
Nadaraya-Watson kernel estimator performs well in small samples, while
spline estimator performs well in large samples.
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