
FİNANSAL RİsK YÖNETİMİNDE EKSTREM
DEGER TEORİsİ

Bu çalışmada, ekstrem riskin modellenmesi ve ölçümü için bir metot olarak,
ekstrem değer teorisinin finansal risk yönetimindeki rolünü araştırıyoruz. Çünkü risk
yönetimi günümüz finans dünyasında önemli bir konudur. Ekstrem değer teorisinin risk
yönetiminde önemli bir analiz aracı olması gerektiği kanaatindeyiz. Konuyu kısaca
sunuyoruz ve potansiyel kullanımlarını göstermek için İMKB endeksi üzerinde bir örnek
veriyoruz.
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Ekstrem olay riski, günümüzde risk yönetimiyle ilgili tüm alanlarda
mevcuttur. Risk yönetimi modelleri, nadir olarak ortaya çıkan fakat sonuçta,
büyük kayıplara yol açan olayları modellernemize ve onların sonuçlarını
ölçmemize imkan verir. Bu nedenle, risk yöneticileri esas olarak, düşük
olasılıklı olayların riski ile ilgilenirler.

Ekstrem piyasa riskinin yönetilmesi, bireysel veya kurumsal yatırım-
cının temel amaçlarından biridir. Finansal düzenleyiciler, ödeme gücünü
sağlamlaştırmak için, finansal kurumların rezervinde, minimum seviyede
sermayenin bulunmasını isterler. BESLE komitenin bu minimum sermaye
seviyesi VaR (Value - at Risk)'e dayanır. VaR bir olasılık dağılımının kuan-
tilini ifade eder. Standart metod, şu şekilde ifade edilebilir; en az 1 yıllık (220
işlem gücü) gözlemlere dayanarak, p = %1 (veya p= %5) ile gelecek 10 gün
için, kazanç / kayıp dağılımının p-kuantili tahmin edilmesi ile hesaplanır.
Standart model, getirilerin normal veya log normal dağılmış olduğunu varsa-
yar. Getirilerin ekstrem dağılımlarına dikkat etmez. Elde edilen sayı 3 ile
çarpılarak VaR elde edilir. Bu modele göre,

VaR(10 günlük) = J10 VaR(1 günlük)

i, malının portfOydeki ağırlığı Wj ve, i ve j malları arasındaki korelas-
yon (i, j = 1, 2, ....n) Pij olmak üzere portföyün VaR'ı aşağıdaki şekilde he-
saplanır.

n
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Bununla birlikte, normal dağılım ekstrem getirilere dikkat etmediğin-
den, piyasada çok büyük yükselmeler ve düşmeler olduğunda, yatırımcı
büyük kayıplara katlanmak zorunda kalacaktır.

Bu sorunu yenmek için dayanıklılık testleri (stres testleri) ve senaryo
analizlerinden faydalanılabilir. Ekstrem piyasa koşulları hipotez olarak alı-
narak, portföyün değerindeki değişimler canlandırılabilir. Fakat tüm
mümkün durumları keşfedemeyeceğimiz için bu yöntemler sınırlı kalır.



Bu çalışmada bu tür problemlerin üstesinden gelmek için, Ekstrem
Değer Teorisi'ni kullanacağız. Bu teori, ekstrem olayları tanımlayan istatis-
tiksel modelleri kurabilmek için teorik bir yapı sunar. Ekstrem değer
teorisinin kökeni su bilimine dayanmaktadır. Bununla birlikte son yıllarda
finans alanında da çeşitli uygulamaları görülmektedir. Embrechts,
Klüppelberg ve Mikosch (1997), finansal serilerin kuyruk davranışı üzerine,
Koedijik et aL. (1990), Docorogna et aL. (1995), Loteran ve Phillip s (1994),
Longin (1996), McNeil (1999), Neftci (2000) ve McNeil ve Frey (2000). Bu
çalışmalardan bir kaçıdır.

Bu çalışmada, finansal serilerin kuyruk davranışı ile ilgileniyoruz.
Özelolarak, ekstrem değer teorisinin, kayıpların dağılımının kuyruğuna
değer atanması amacıyla kullanımı üzerinde yoğunlaşıyoruz. Bu şekilde, mo-
dem risk yönetimi için bir modelleme aracı elde etmeyi amaçlıyoruz.

Çalışma aşağıdaki şekilde organize edilmiştir. 2.kısımda, pratik uygu-
lamalara temeloluşturması için genel risk ölçümlerinin tanımları sunulmak-
tadır. 3.kısımda, ekstrem değer teorisinin temel sonuçları sunulmakta.

Risk modellernede standart yaklaşım, olasılık teorisini kullanmaktır.
Riskler, "ilgilenilen evrenin öngörülemeyen gelecek durumlarını, kazançları
ve kayıpları gösteren değerlere tasvir eden rassal değişkenlerdir." Bu riskin
potansiyel değerleri bir "olasılık dağılımııIna sahiptir. Ekstrem olaylar, bir
risk onun dağılımının kuyruğundaki değerleri aldığı zaman ortaya çıkar. Bir
olasılık dağılımı seçerek risk için bir model oluşturabiliriz. Bu dağılımı
deneysel verilerin istatistiksel analizi yardımı ile tahmin edebiliriz. Bu
durumda, ekstrem değer teorisi, bu kuyruk alanı için iyi bir tahmin verir.

Risk ölçümünün anlamı; riskin dağılımının, risk ölçümü olarak
adlandırılan bir sayı ile özetlenmesidir. Finanst, risk yönetimiyle ilgili soru-
ların büyük çoğunluğu, ekstrem kuantillerin tahmin edilmesini gerektirir. Bu
ise verilmiş olan bir değerin düşük bir olasılıkla geçilmesine karşılık gelir.

VaR (Riskin Değeri, Riske Maruz Değer)

VaR bir finansal pozisyonun, cl zaman aralığı üzerinde; küçük bir
1 - cl olasılığı ile potansiyel kaybı olarak tanımlanır.



X, riskli finansal pozisyonun kazanç / kayıp dağılımını tanımlayan Fx

kümülatif dağılım fonksiyonu ile bir rassal değişken olsun. X'in negatif
değerleri kazançlara ve pozitif değerleri de kayıplara karşılık gelsin. Şu halde
VaR, Fx dağılımının a kuantili olarak tanımlanabilir.

F-1, Fx dağılım fonksiyonun tersi olup, "kuantil fonksiyonu" olarak
x

adlandırılır. Böylece, p - zaman periyodunda VaRa her 100p periyotta, orta-
lama olarak, 100 (1- a) defa geçilecektir.

Kazanç / kayıp dağılımının simetrik ve sonlu bir a2 varyansa sahip
olduğunu kabul edelim. O zaman gerçek dağılımın ne olduğuna bakılmak-
sızın, eğer X, sıfır ortalama ile, belirli bir zaman periyodundaki rassal kaybı
gösteriyorsa, Chebyshev eşitsizliğinden,

ı
P[X>CCJ]~-

2c2

1
olur. Eğer a = 0,99 için VaR sınırları ile ilgileniyorsak, 2 = 0,01 olur

2c
ve c = 7,071 bulunur. Bu ise VaR ~~~ (X)=7,071a olduğunu gösterir.

VaR hesabı, normallik varsayımı altında yapılmış olsa idi. VaRo,99 (X)=
2,326a elde edilirdi. Böylece, eğer gerçek dağılım sonlu varyans ile kalın -
kuyruklu ise o zaman VaRo99'Ü3 sayısı ile düzeltmek makul bir yaklaşım ola-
caktır.



Bir diğer risk ölçümü kuyruk koşunu beklentiler (ES) dir. Bu VaR'ı
geçen kaybın potansiyel büyüklüğünü tahmin eder. Beklenen shortfall, VaR'ı
geçen bir kaybın beklenen büyüklüğü olarak tanımlanır ve aşağıdaki şekilde
gösterilir.

Beklenen shortfall alt toplamsalolup, standart sapma ile yer değiş-
tirerek portfOy teorisinde kullanılabilir. (Bertsimas et aL.(2000)).

Eğer H, ardışık birbirini kesmeyen, eşit uzunluktaki periyotta gözlen-

mış olan maksima'nın dağılımı ise "Getiri seviyesi" R~ = H-i (1-~) , n

uzunluğundaki k - tane periyodun en az birinde geçilmiş olması beklenen
seviyesidir.

Rassal değişkenlerin toplamının modellendiği zaman, merkezi limit
teoreminin oynadığı rolün aynısı, rassal değişkenlerin ekstrem değerlerinin
modellendiği zaman, ekstrem değer teorisi tarafından oynanır. Her iki durum-
da da, teori bize limit dağılımlarının ne olması gerektiğini söyler.

Reel verilerdeki ekstremlerin modellenmesi genelde iki farklı şekilde
yapılır:

X rassal değişkeni günlük kayıpları veya getirileri göstersin. İlk olarak,
rassal değişkenin aylar, yıllar gibi ardışık periyotlarda aldığı maksimum
(veya minimum) değerleri düşünelim. Bu seçilmiş olan gözlemler, blok (veya
periyot - periyot) maksima olarak adlandırılır ve ekstrem olayları oluşturur.
Aşağıdaki şekill'in sol kısmında, her bir periyotta 3 gözlemden oluşan, 4
periyot için Xı, Xs, X7 ve Xıı bu blok maksima'yı göstermektedir.



X,
__________ X,

İkinci yaklaşım, verilmiş olan (yüksek) bir u eşiğini aşan gözlemler
üzerinde yoğunlaşır. Şekil ı'in sağ tarafındaki Xi' X2, X7, X8, X9 ve Xii
gözlemlerinin tümü u eşiğini geçer ve ekstrem olayları oluşturur.

n çapındaki alt örnek (blok) ile Mn ile gösterilen blok maksima için
limit kanunu aşağıdaki teoremle verilir.

(Xn), F dağılımı ile bağımsız aynı dağılmış, rassal değişkenlerin bir
dizisi ve Mn = mak (Xı' X2, .... ,Xn) olsun. Eğer

olacak şekilde. cn>O, ~ EIR sabitleri ve bir dejenere olmayan H dağılım
fonksiyonu varsa, o zaman H, aşağıdaki üç standart ekstrem dağılımından
birine aittir:

{
O,

<:pu(x)= -x-u

e ,

{
e _(-x)"

\jI u (x) = '
1,

x:<s;O

x>O
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Yukarıda verilmiş olan ifadeler kümülatif dağılım fonksiyonlarıdır. Bu
dağılımlar birbirleriyle ilişkilidirler:

Bu dağılımlar için Jenkinson ve Von Mises tarafından önerilmiş olan
aşağıdaki tek parametreli gösterim kullanışlıdır.

{

-(I+l;x)-I/<e ,
Hı;(x) = -x-ee ,

Burada 1 + ç,x > ü'dır. Bu yeniden parametrikleştirilmiş versiyon
Genelleştirilmiş EkstremDeğer Dağılımı (GED) olarak adlandırılır.



s = U-i> O

S = - U-I < O

S=O

alınırsa, Frechet dağılımı

alınırsa, Weibull dağılımı

alınırsa, Gumbel dağılımı elde edilir.

"ç şekil parametresi" olarak adlandırılır ve Hı;'nın kuyruk davranışını
belirler.

"a = 1/ç kuyruk indeksi" olarak adlandırılır (S > Oise).

Şu halde, gözlem verilerinin F dağılımının kuyruk davranışı genel-
leştirilmiş ekstrem değer dağılımının S şekil parametresini belirler .

• Eğer F üstelolarak azalıyorsa, Hı; Gumbel tipindedir ve S = O'dır.
Gumbel tipinin hareket alanındaki dağılımlar, Normal, Log-normal, üstel ve
Gamma gibi "İnce kuyruklu" dağılımlardır. Bu dağılımların tüm momentleri
genelde mevcuttur.

• Eğer F'nin kuyruğu bir kuvvet fonksiyonuna göre azalıyorsa (yani,
l-F(x) = c . x-lll; = x-u), sabit bir c için Hı; Frechet tipindedir ve S> O'dır.
Frechet tipinin hareket alanındaki dağılımlar, Pareto, Cauchy Student-t ve
O< u < 2 karakteristik üssü ile u - kararlı dağılımlar gibi "kalın kuyruklu"
dağılımları içerir. Bu dağılımlar için; k ~ u = I/S için E [Xk] = 00 dur.

• F dağılımının kuyruğu sonlu ise Hx Weibull tipindedir ve S < O dır.
Weibul1 tipinin hareket alanında ise düzgün dağılım ve beta dağılımı yer alır.
Bu dağılımlar için tüm momentler mevcuttur.



M~j): j = 1,2, ...m bloğundaki, Xi değerlerinin maksimumu olmak üzere

i; *- O için log olabilirlik fonksiyonu, L(!J.,cr,l;) = - mIn (cr)

ın [ (M(i) -LL]]-L l+ç _n_

İ=! o'

(

M(i) J1+ ç nO' - II > O, kısıtı üzerinden maksimum yapılır.

Not: Maksimum olabilirlik takdircisinin yan1ılığı blok büyüklüğü olan
n arttırılarak azaltılır. Takdircinin varyansı ise blokların sayısı m arttırılarak
azaltılır.

Bir yılda n = 261 işgünü olduğunu kabul edelim.

Her k yılda bir geçilmesini beklediğimiz günlük kayıp R261,k'yibulmak
isteyehm.

R - -1 (l-~J261,k- llS,fl,a k

R261,2o= %9,62 bulunur.



Ekstrem değerlerin modellenmesinde modem yaklaşım, yüksek bir
eşiği aşan ekstrem değerlerin davranışının modellenmesidir. Bu metod "eşiği
aşan değerler metodu" olarak adlandırılır.

Problemimiz aşağıdaki şekil 3'de gösterilmektedir. Burada X rassal
değişkenin (bilinmeyen) bir F dağılım fonksiyonunu düşünüyoruz. Belirli bir
u eşiğinin üzerindeki x değerlerinin F II dağılım fonksiyonun tahmin edilme-
siyle ilgileniyoruz.

FII dağılım fonksiyonu "koşullu aşma dağılım fonksiyonu" olarak
adlandırılır ve aşağıdaki şekilde tanımlanır.

Burada X bir rassal değişken, u verilmiş olan bir eşik, y = x - u,
aşmalar ve xF::; 00 , F'nin sağ bitiş noktasıdır. Fıı, F'nin terimleriyle aşağıda-
ki şekilde yazılabilir.

F (y)= F(u+y)-F(u) = F(x)-F(u)
II l-F(u) l-F(u)



Teorem 2. (Pickand (1975), Belkema ve Haan (1974) Temel dağılım
fonksiyonları F'nin büyük bir sınıfı için büyük bir u ile F(y) dağılım fonksi-
yonuna iyi bir şekilde yaklaşılabilinir.

cr
YE(Ü, -~]

Gı;,cr "Genelleştirilmiş Pareta dağılımı" olarak adlandırılır. Eğer
x = u+y olarak tanımlanıyorsa, Genelleştirilmiş Parete Dağılımı (GPD) x'in
bir fonksiyonu olarak da ifade edilebilir. Yani

Bu teorem bize, Fu aşma dağılımının, u büyük olduğu zaman GPD ile
yer değiştirebileceğini söyler.

n

NII = ı){Xi>u}
İ=l

n: Toplam gözlem sayısı

Nu : u eşiğinin aşan gözlemlerin sayısı



Verilmiş alan bir p olasılığı için (7) denkleminin tersi alınırsa, aşağı-
daki ifade elde edilir.

Sağ taraftaki ikinci terim VaRp eşiğinin üzerindeki asmanın
fVaR (y) dağılımının ortalamasıdır. O, GPD için ~<l parametresi ile

p

"Ortalama Aşma Fonksiyonu" olarak bilinir.

cr+~ueCu)=E(X-uIX>u)=--,
l-~

Bu fonksiyon, u'nun değişen değerleri üzerinden X'in aşmalarının orta-
lamasını verir.

u eşiğinin değerini seçmek için, "Ortalama Aşma Grafiği" olarak bili-
nen bir grafik aracı kullanılır. Burada mümkün u eşiği ve ortalama aşma
fonksiyonu eCu) arasındaki ilişki incelenir.



X(i)= (i = 1, 2, ...Nu) : Xi> U olacak şekildeki xi değerlerini göster-
mektedir.

(u,eu(u))'nun grafiği, u'ya göre lineer olmalıdır.

Xı, XZ""Xn bilinmeyen F dağılım fonksiyonu ile kayıpların bağımsız
aynı dağılmış bir örneği olsun. Verilmiş olan bir u eşiği için ekstrem değer-
ler, Xi- u > O olmak üzere x(l)' x(2)""X(k)değerleridir.

Eşiği aşan bu değerleri {Yı,YZ""Yk} ile gösterelim.

Bir Y = {Yı' YZ""Yk} örneklemi için GPD'nın log-olabilirlik fonk-
siyonu L (S, cr i y), k tane gözlernin bileşik yoğunluğunun logaritmasıdır.

- k log cr- (-.!. + ıJt lOg(l +1Yi)' ~:;t: O
~ 1=1 cr

1 k

-klogcr-- LYi
cr i=ı

Ekstrem değer teorisinin risk yönetimindeki kullanılışlığını göstermek
için aşağıdaki örneği gözönüne alalım.

Risk yöneticisinin, yüksek bir kuantil üzerinden endeks getirisi için
riskin değeri ve beklenen shortfall tahminlerini elde etmek istediğini kabul
edelim. Yukarıda verilen yöntemleri kullanarak u = 1.56 % olarak seçelim.

Bu durumda GPD'm parametreleri ~ = 0.189 ve 6"= 0.915 olarak bulun-
muş olsun. p = 0,01 güven seviyesinde, normal model altında, VaRo,oı= 6.59
% bulunur. GPD modeli altında,

VaRo,oı =8.19 % bulunur.



Beklenen shortfall için fark daha dramatiktir.

Normal model için

A <1>(z)
ES = il+ (j---

p 1-<1>(z)

formülü kullanılarak ESo,ol = 7.09 % bulunur. GPD modeli altında ESo,ol =
10.8 % elde edilir.

Çalışmada, ekstrem değer teorisinin, riskin değeri, kuyruk koşullu
beklenti ve getiri seviyesi gibi kuyrukla ilişkili risk ölçümlerinin modellen-
mesinde nasıl kullanılabileceği gösterilmiştir.

Riskin değeri ve kuyruk koşullu beklentinin, normal varsayım ve eşiği
aşan değerler yöntemi ile hesaplanan değerleri arasında anlamlı farklar
görülmektedir. Blok maksima için genelleştirilmiş ekstrem değer dağılımı ve
eşiği aşan değerler için genelleştirilmiş Pareto dağılımı arasında yakın bir
bağlantı vardır. Genelleştirilmiş ekstrem değer dağılımının şekil parametresi
S , genelleştirilmiş Pareto dağılımının şekil parametresi S ile aynıdır; ve u,
eşik değerinden bağımsızdır.
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