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OZET

Bu caliymada, ekstrem riskin modellenmesi ve 6lgiimii icin bir metot olarak,
ekstrem deger teorisinin finansal risk yonetimindeki roliinii arastiriyoruz. Ciinkii risk
yonetimi giiniimiiz finans diinyasinda 6nemli bir konudur. Ekstrem deger teorisinin risk
yonetiminde énemli bir analiz araci olmas gerektigi kanaatindeyiz. Konuyu kisaca
sunuyoruz ve potansiyel kullanimlarim géstermek icin IMKB endeksi iizerinde bir érnek
veriyoruz.
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Abstract

In this study, we research of the role of Extreme Value Theory (EVT) in risk
management, as a method for modelling and measuring extreme risk. Because risk
management is currently a cricial topic in the world of finance. We argue that an impor-
tant analytic tool in risk management should be extreme value theory. We briefly what
this subject has to offer and illustrate the potential uses through an example on imkb
index.
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1. GIRIS

Ekstrem olay riski, giinimiizde risk yonetimiyle ilgili tiim alanlarda
meveuttur. Risk yonetimi modelleri, nadir olarak ortaya ¢ikan fakat sonugta,
bliylik kayiplara yol agan olaylani modellememize ve onlarm sonuglarmi
Olgmemize imkan verir. Bu nedenle, risk yéneticileri esas olarak, diisiik
olasilikli olaylarin riski ile ilgilenirler.

Ekstrem piyasa riskinin y6netilmesi, bireysel veya kurumsal yatirim-
cin temel amaglarindan biridir. Finansal diizenleyiciler, 6deme giiciinii
saglamlastirmak icin, finansal kurumlarnn rezervinde, minimum seviyede
sermayenin bulunmasini isterler. BESLE komitenin bu minimum sermaye
seviyesi VaR (Value - at Risk)'e dayanir. VaR bir olasilik dagiliminin kuan-
tilini ifade eder. Standart metod, su sekilde ifade edilebilir; en az 1 yillik (220
islem giicii) gozlemlere dayanarak, p = %1 (veya p= %S5) ile gelecek 10 giin
i¢in, kazang / kayip dagiliminin p-kuantili tahmin edilmesi ile hesaplanir,
Standart model, getirilerin normal veya log normal dagilmis oldugunu varsa-
yar. Getirilerin ekstrem dagilimlarina dikkat etmez. Elde edilen say1 3 ile
carpilarak VaR elde edilir. Bu modele gére,

VaR(10 giinliik) = ¥10 VaR(1 giinliik)
1, mahinn portféydeki agirligt w; ve, 1 ve j mallan arasindaki korelas-

yon (i, j = 1, 2,....n) p; olmak iizere portfoyiin VaR'1 asagidaki sekilde he-
saplanir.

VaR(Portfoy) = \/ z p;Ww,;w;VaR VaR,

i,j=1

Bununla birlikte, normal dagilim ekstrem getirilere dikkat etmedigin-
den, piyasada ¢ok biiyiik yiikselmeler ve diismeler oldugunda, yatirrmer
biiyiik kayiplara katlanmak zorunda kalacaktir.

Bu sorunu yenmek i¢in dayamklilik testleri (stres testleri) ve senaryo
analizlerinden faydalanilabilir. Ekstrem piyasa kosullan hipotez olarak ali-
narak, portfoyiin degerindeki degisimler canlandirilabilir. Fakat tiim
miimkiin durumlar kesfedemeyecegimiz i¢in bu ydntemler smnirh kalir.

424



120. Kurulug Vil Ozel Sayisi

Bu caligmada bu tiir problemlerin iistesinden gelmek igin, Ekstrem
Deger Teorisi'ni kullanacagiz. Bu teori, ekstrem olaylar tamimlayan istatis-
tiksel modelleri kurabilmek icin teorik bir yap:i sunar. Ekstrem deger
teorisinin kokeni su bilimine dayanmaktadir. Bununla birlikte son yillarda
finans alaninda da cesitli uygulamalar1 goriilmektedir. Embrechts,
Kliippelberg ve Mikosch (1997), finansal serilerin kuyruk davranisi lizerine,
Koedijik et al. (1990), Docorogna et al. (1995), Loteran ve Phillips (1994),
Longin (1996), McNeil (1999), Neftci (2000) ve McNeil ve Frey (2000). Bu
calismalardan bir kagidir.

Bu calismada, finansal serilerin kuyruk davransi ile ilgileniyoruz.
Ozel olarak, ekstrem deger teorisinin, kayiplarin dagilimmin kuyruguna
deger atanmasi amactyla kullanimu iizerinde yogunlagiyoruz. Bu sekilde, mo-
dern risk yonetimi i¢in bir modelleme araci elde etmeyi amagcliyoruz.

Calisma asagidaki sekilde organize edilmustir. 2.kisimda, pratik uygu-
lamalara temel olusturmasi igin genel risk dl¢limlerinin tanimlart sunulmak-
tadir. 3 kisimda, ekstrem deger teorisinin temel sonuglar sunulmakta.

2. RISK OLCUMLERI VE MODELLEME

Risk modellemede standart yaklasim, olasilik teorisini kullanmaktir.
Riskler, "ilgilenilen evrenin éngérillemeyen gelecek durumlarini, kazanglan
ve kayiplar1 gsteren degerlere tasvir eden rassal degiskenlerdir." Bu riskin
potansiyel degerleri bir "olasilik dagilimi"na sahiptir. Ekstrem olaylar, bir
risk onun dagiliminin kuyrugundaki degerleri aldig1 zaman ortaya gikar. Bir
olasiik dagilimu segerek risk igin bir model olusturabiliriz. Bu dagilimi
deneysel verilerin istatistiksel analizi yardimi ile tahmin edebiliriz. Bu
durumda, ekstrem deger teorisi, bu kuyruk alan1 igin iyi bir tahmin verir.

2.1. RISK OLCUMLERI

Risk 6lciimiiniin anlami; riskin dagiliminm, risk 6Sl¢timi olarak
adlandirilan bir say1 ile 6zetlenmesidir. Finanst, risk yonetimiyle ilgili soru-
larn bityiik cogunlugu, ekstrem kuantillerin tahmin edilmesini gerektirir. Bu
ise verilmis olan bir degerin diisiik bir olasilikla gegilmesine karsilik gelir.

VaR (Riskin Degeri, Riske Maruz Deger)

VaR bir finansal pozisyonun, o. zaman arahig {izerinde; kiglik bir
1—a olasilif ile potansiyel kaybi olarak tammmlamir.
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P(Kayip > VaR) <1 -a (H

a gliven seviyesi 0.95 ile 1 arasindaki bir say1dir.

X, riskli finansal pozisyonun kazang / kayip dagilimini tanimlayan F,

kiimiilatif dagihm fonksiyonu ile bir rassal degisken olsun. X'in negatif
degerleri kazanglara ve pozitif degerleri de kayiplara karsilik gelsin. Su halde
VaR, F, dagilimmin o kuantili olarak tanimlanabilir.

VaRy(X) = F;' (@) @)

FX" , Fx dagilim fonksiyonun tersi olup, "kuantil fonksiyonu™ olarak

adlandinlir. Béylece, p - zaman periyodunda VaR, her 100p periyotta, orta-
lama olarak, 100 (1— a) defa gegilecektir.

Kazang / kayip dagiliminm simetrik ve sonlu bir o2 varyansa sahip
oldugunu kabul edelim. O zaman gergek dagilimin ne olduguna bakilmak-
s1zin, eger X, sifir ortalama ile, belirli bir zaman periyodundaki rassal kaybi
gbsteriyorsa, Chebyshev esitsizliginden,

1
P[X>coj<—
[ ] e

1
olur. Eger o =0,99 igin VaR smurlan ile ilgileniyorsak, pyel = 0,01 olur

mak

ve ¢ = 7,071 bulunur. Bu ise VaR g4 (X)=7,07lc oldugunu gosterir.

VaR hesabi, normallik varsaym altinda yapilmus olsa idi. VaRgge (X)=

23260 elde edilirdi. Boylece, eger gergek dagilim sonlu varyans ile kalm -
kuyruklu ise o zaman VaRy o0'l1 3 say1st ile diizeltmek makul bir yaklasim ola-

caktir.
Ciinkii, 3x2.3260 = 6,978c olur.
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Kuyruk Kosullu Beklenti (Beklenen Shortfall)

Bir diger risk 6lgiimit kuyruk kosullu beklentiler (ES) dir. Bu VaR1
gecen kaybin potansiyel biiyikliigiinii tahmin eder. Beklenen shortfall, VaR"1
gecen bir kaybm beklenen biiyiikliigi olarak tanimlanir ve asagidaki sekilde
gosterilir.

ES, = B(X|X> VaR, (X)) (3)

Beklenen shortfall alt toplamsal olup, standart sapma ile yer degis-
tirerek portfoy teorisinde kullamlabilir. (Bertsimas et al. (2000)).

Getiri Seviyesi

Eger H, ardigik birbirini kesmeyen, esit uzunluktaki periyotta gozlen-

mis olan maksima'nm dagilim ise "Getiri seviyesi" R; =H" (l_E)’ n

uzunlugundaki k - tane periyodun en az birinde gegilmis olmasi beklenen
seviyesidir.

3. EKSTREM DEGER TEORISI

Rassal degiskenlerin toplamimin modellendigi zaman, merkezi limit
teoreminin oynadig1 roliin aymisi, rassal degiskenlerin ekstrem degerlerinin
modellendigi zaman, ekstrem deger teorisi tarafindan oynanir. Her iki durum-
da da, teori bize limit dagilimlarinin ne olmas: gerektigini soyler.

Reel verilerdeki ekstremlerin modellenmesi genelde iki farkli sekilde
yapilir:

X rassal degiskeni giinlitk kayiplari veya getirileri gostersin. Ik olarak,
rassal degiskenin aylar, yillar gibi ardigik periyotlarda aldifi maksimum
(veya minimum) degerleri diisiinelim. Bu secilmis olan gdzlemler, blok (veya
periyot - periyot) maksima olarak adlandirihir ve ekstrem olaylar1 olusturur.
Asagidaki sekil 1'in sol kisminda, her bir periyotta 3 gozlemden olusan, 4
periyot i¢in X,, Xs, X; ve X, bu blok maksima'yi gostermektedir.
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Xz Xz Xs

Ll [ ‘llx;

1 2 3 4

Sekil 1. Blok maksima (sol kisum), u esigini asmalar (sag kisim)

Ikinci yaklagim, verilmis olan (yiiksek) bir u esigini asan gozlemler
lizerinde yogunlasir. Sekil 1'in sag tarafindaki X, X,, X,, X;, X, ve X
gozlemlerinin timii u esigini geger ve ekstrem olaylar olugturur.

3.1. MAKSIMANIN DAGILIMI (GEV)

n ¢apindaki alt émek (blok) ile M, ile gdsterilen blok maksima i¢in
limit kanunu asagidaki teoremle verilir.

Teorem 1 (Fisher - Tippett (1928)).

(X,), F dagilim1 ile bagimsiz ayni dagilmis, rassal degiskenlerin bir
dizisi ve M, =mak (X,, X,, ....,.X,) olsun. Eger
Mn — dn d
c

n

> H

olacak gekilde. ¢,>0, d,eIR sabitleri ve bir dejenere olmayan H dagilim

fonksiyonu varsa, o zaman H, asagidaki ii¢ standart ekstrem dagilimindan
birine aittir:

0, x<90
Frechet D, (x)= N o>0
e, x>0
~(=x)* <
Weibull v, (x)= ¢ ’ x<0 a<0
1, x>0
Gumbel A(x)=e™, xelR
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Sekil 2. Ekstrem deger dagihmlarz

Yukarida verilmis olan ifadeler kiimdilatif dagilim fonksiyonlaridir. Bu
dagilimlar birbirleriyle iliskilidirler:

X~®, o hX~Ae-1/X~y,

Bu dagihmlar igin Jenkinson ve Von Mises tarafindan onerilmis olan
asagidaki tek parametreli gdsterim kullanighdir.

e—(1+E_,x)_”E- E_, * 0
Hg(x) = ’ (3)

—x

e, £E=0

Burada 1 + &x > 0'dir. Bu yeniden parametriklestirilmis versiyon
Genellestirilmis Ekstrem Deger Dagilimi (GED) olarak adlandirihir.
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E=a1>0 almirsa, Frechet dagilimi
E=—a1<0 alinirsa, Weibull dagilimi

E=0 ‘ aliirsa , Gumbel dagilimi elde edilir.

"E sekil parametresi” olarak adlandirilir ve H'min kuyruk davranigini
belirler.

"o = 1/E kuyruk indeksi” olarak adlandirilir (€ > 0 ise).

Su halde, gdzlem verilerinin F dagiiminin kuyruk davranisi genel-
lestirilmis ekstrem deger dagiliminin & sekil parametresini belirler.

e Eger F iistel olarak azaliyorsa, H, Gumbel tipindedir ve & = 0'dur.

Gumbel tipinin hareket alanindaki dagilimlar, Normal, Log-normal, iistel ve
Gamma gibi "Ince kuyrukiu" dagilimlardir. Bu dagilimlarm tiim momentleri

genelde mevcuttur.

e Eger F'nin kuyrugu bir kuvvet fonksiyonuna gére azaliyorsa (yani,
1-F(x) = ¢ - x~1% = x-), sabit bir ¢ igin H, Frechet tipindedir ve § > 0'dur.
Frechet tipinin hareket alanindaki dagilimlar, Pareto, Cauchy Student-t ve
0 < a <2 karakteristik iissii ile o - kararli dagilimlar gibi "kalin kuyruklu"
dagilimlan igerir. Bu dagilimlar i¢in; k> o =1/ icin E [XX] =oco dur.

e F dagilimmm kuyrugu sonlu ise Hx Weibull tipindedir ve & <0 dir.

Weibull tipinin hareket alaninda ise diizglin dagilim ve beta dagilim yer alir.
Bu dagilimlar igin tiim momentler mevcuttur.

Herhangi bir X ~F, ve ueR, o> 0 icin X = 1 +oX in dagilim fonksiyonu

F.(x)=F, (ﬂj oldugundan ,

()
X~
H,,.(x)= Ha( o )

olur. O zaman,

~ XMy |
P(M, <x)= Hg’w( - J— H\,vpmGn (x)

n

ile verilir.
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MY . j=1,2,..m blogundaki, X; degerlerinin maksimumu olmak iizere

£#0 icin log olabilirlik fonksiyonu, L(p,0,8) = - min (o)

_(1+1/z;)21n[1+g(Mm “H

B

M(l) u
1+ & ——= >0, kusitr tizerinden maksimum yapilir.
c

Not : Maksimum olabilirlik takdircisinin yanlilig: blok biiylikliigti olan
n arttinlarak azaltilir. Takdircinin varyansi ise bloklarn sayis1 m arttirilarak

azaltilir.
Bir yilda n =261 isgiini oldugunu kabul edelim.
Her k yilda bir gegilmesini bekledigimiz giinliik kayip Ry 1« yi bulmak

isteyelim.

~ _ 1
Rk = Hg,lp,c (1 - I{‘]

=Q+é —1n(1—l) _%—1 E+0
: <) )

é= 0319, (=280 ve & =138 olmak lizere k=20 segilirse.

A

R261,20

=9%9,62 bulunur.
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3.2. ESIGI ASAN DEGERLER METODU

Ekstrem degerlerin modellenmesinde modern yaklasim, yiiksek bir
es1gi asan ekstrem degerlerin davranismin modellenmesidir. Bu metod "esigi
agan degerler metodu" olarak adlandirilir.

Problemimiz asagidaki sekil 3'de gosterilmektedir.Burada X rassal
degiskenin (bilinmeyen) bir F dagilim fonksiyonunu diistiniiyoruz. Belirli bir
u esiginin lizerindeki x degerlerinin F, dagilim fonksiyonun tahmin edilme-

siyle ilgileniyoruz.

< ¢

XF-LI

Sekil 3. F dagahim fonksiyonu ve Fu kosullu dagilim fonksiyonu

F, dagilim fonksiyonu "kosullu asma dagilm fonksiyonu" olarak
adlandmrlir ve agagidaki sekilde tanimlanir.

F() =PX-u<y|x>u), 0<y<x-—u “4)
Burada X bir rassal degisken, u verilmis olan bir esik, y = x — u,

agmalar ve xp < oo, F'nin sag bitis noktasidir. F,, F'nin terimleriyle asagida-

ki sekilde yazilabilir.

_F(u+y)-F(w) _ F(x)-F(w) -
1-F(u) 1-F(u)

E,(y)
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Teorem 2. (Pickand (1975), Belkema ve Haan (1974) Temel dagilim
fonksiyonlar1 F'nin biiyiik bir simfi igin biiyiik bir u ile F(y) dagilim fonksi-
yonuna iyi bir sekilde yaklasilabilinir.

F,(u)~ G, (y), u—> 0o
burada,
?; -1/&
1I-1+=y)'5, E=0
GE),G(Y) = 19 (6)
1-e¢™'° , E=0

£20 ise ye[0(xw)], E<Oise ye[0, ——]

Gy, "Genellestirilmis Pareto dagilimi” olarak adlandinlir. Eger

x =uty olarak tanimlantyorsa, Genellestirilmig Parete Dagilimu (GPD) x'in
bir fonksiyonu olarak da ifade edilebilir. Yani

Gyo (x) = 1- (14E (x-u) /o) 1%

Bu teorem bize, F, asma dagihiminin, u bityiik oldugu zaman GPD ile
yer degistirebilecegini soyler.

F(x) = (1-F(w) F(y) + F(w)
F(u) igin deneysel takdirci,

oy =N

F(u) burada , N, =D 1o
i=l

n: Toplam gbzlem sayisi

N, : u esiginin asan gdzlemlerin sayisi
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Bu durumda F(x)'in kuyrugu asagidaki sekilde tahmin edilebilir.

Nu
u

I:“(x) = &(1—(1 +—F’~(x —u))"“] +(1 -
u G
basitlestirilirse,

. N F :
F(x)=1- “(1+§(X—u)_”‘;’], timx>ui¢in  (7)
u 9

Verilmis alan bir p olasilig1 igin (7) denkleminin tersi alinirsa, agagi-
daki ifade elde edilir.

VaR, = u +%((Nip)-% —1] ®)

u

Beklenen shortfall'1 asagidaki sekilde tekrar yazalim.
ES, =VaR, + E(X-VaR,| X>VaR,) €)
Sag taraftaki ikinci terim VaR, esiginin lizerindeki asmamn

Fuag, (y) dagihmimin ortalamasidir. O, GPD igin &<l parametresi ile
"Ortalama Asma Fonksiyonu" olarak bilinir.

e(u)=E(X—u|X>u)=G1+2u, c+&u>0 (10)

Bu fonksiyon, u'nun degisen degerleri lizerinden X'in agmalarinin orta-
lamasini verir.

5+E(VaR,-u) VAR, N &—Eu
1-& -8 1-¢

ES, = ViR, + (11)

u esiginin degerini segmek icin, "Ortalama Asma Grafigi" olarak bili-
nen bir grafik araci kullanihir. Burada miimkiin u esigi ve ortalama asma
fonksiyonu e(u) arasindaki iligki incelenir.
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Deneysel ortalama agma fonksiyonu,

J .
en(u):—N_Z(X(i) -u) (12

u i=l

Xp=(10=1,2,.Ny):x>u olacak sekildeki xi degerlerini goster-
mektedir.

(u,e,(u))'nun grafigi, u'ya goére lineer olmalidir.

Maksimum Olabilirlik Tahmini

X,, X,,...X,, bilinmeyen F dagilim fonksiyonu ile kayiplarin bagimsiz
aym dagilmis bir érnegi olsun. Verilmis olan bir u esigi i¢in ekstrem deger-
ler, X;—u>0 olmak lizere Xy, X@)--X) degerleridir.

Esigi asan bu degerleri {y,, Yo... ¥} 1le gOsterelim.

Bir v = {y, Y-} Omneklemi i¢in GPD'mn log-olabilirlik fonk-
siyonu L (&, o |y), k tane gozlemin bilesik yogunlugunun logaritmasidir.

i=1

_klogc—(é+1jZlog(l+§yi} E=0

LEoly) = 13

k
—klogcs—lZ:yi
G -1

Ekstrem deger teorisinin risk ydnetimindeki kullanilighigin gostermek
icin asagidaki 6rnegi gézoniine alalim.

Risk yéneticisinin, yiiksek bir kuantil {izerinden endeks getirisi 1¢in
riskin degeri ve beklenen shortfall tahminlerini elde etmek istedigini kabul

edelim. Yukarida verilen yontemleri kullanarak u=1.56 % olarak secelim.

Bu durumda GPD'in parametreleri é =0.189 ve &=0.915 olarak bulun-
mus olsun. p = 0,01 giiven seviyesinde, normal model altinda, VaRy, = 6.59

% bulunur. GPD modeli altinda,
ViR =8.19 % bulunur.

435



Yrd. Dog. Dr. Omer ONALAN

Beklenen shortfall i¢in fark daha dramatiktir.

Normal model igin

? 1-D(z)
z=(VaR,-p)/o (14)

formulii kullanilarak ES, 4, = 7.09 % bulunur. GPD modeli altinda ESyg =
10.8 % elde edilir.

SONUC

Calismada, ekstrem deger teorisinin, riskin degeri, kuyruk kosullu
beklenti ve getiri seviyesi gibi kuyrukla iliskili risk Olglimlerinin modellen-
mesinde nasil kullamlabilecegi gésterilmistir.

Riskin degeri ve kuyruk kosullu beklentinin, normal varsayim ve egigi
asan de@erler yontemi ile hesaplanan degerleri arasinda anlamli farklar
gortilmektedir. Blok maksima icin genellestirilmis ekstrem deger dagilimi ve
esifi asan degerler igin gencllestirilmis Pareto dagilimi arasinda yakin bir
baglanti vardrr. Genellestirilmis ekstrem deger dagiliminin sekil parametresi
€ , genellestirilmis Pareto dagilimmin sekil parametresi & ile ayndir; ve u,
esik degerinden bagimsizdir.
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