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Abstract

Bu ¢alismada lineer olmayan olusum denklemlerinin ilerleyen dalga
¢oziimlerinin bulunmasina yonelik rasyonel (G'/G) agilim yontemi
ele alinmigtir. Bu yontem sayesinde trigonometrik fonksiyonlar,
rasyonel fonksiyonlar ve hiperbolik fonksiyonlara gore diizenlenmis
uygun formdaki cesitli soliton ¢oziimler elde edilir. Ayni tiirden
bagka bir dalgayla carpistiginda yok olmayan soliton dalgalarini
incelemek i¢in lineer olmayan 1+1-boyutlu Painlevé- Backlund
denklemi iizerinde rasyonel (G'/G) agilim yontemi uygulanmistir.
Bu yontem kullanilarak Painlevé- Backlund denkleminin keyfi
parametreleriyle ilerleyen dalga ¢oziimleri basariyla elde edilir.
Parametrelere 6zel degerler verildiginde ise ilerleyen dalgalardan
denklemlerin soliter dalga ¢oziimleri bulunarak 3-boyutlu ve kontur
grafikleri cizdirilmistir. Onerilen rasyonel (G’/G) agilim yéntemi
dogrudan, basit ve etkilidir. Diger birgok lineer olmayan ve tam say1
dengelenmeye sahip denklemler i¢in etkili ve giigli bir
matematiksel yontemdir.

Anahtar Kelimeler: Painlevé - Bicklund Denklemi, rasyonel
(G'/G) agilhim metodu, Soliton ¢dziim.

In this study, the rational (G'/G) expansion method for finding
traveling wave solutions of nonlinear formation equations is
discussed. Thanks to this method, various soliton solutions in
appropriate form arranged according to trigonometric functions,
rational functions and hyperbolic functions are obtained. The
rational (G'/G) expansion method was applied on the non-linear
1+1-dimensional Painlevé- Backlund equation to examine soliton
waves that do not disappear when they collide with another wave of
the same type. Using this method, traveling wave solutions with
arbitrary parameters of the Painlevé-Bicklund equation are
successfully obtained. When special values were given to the
parameters, solitary wave solutions of the equations were found
from the traveling waves and 3-dimensional and contour graphs
were drawn. The proposed rational (G'/G) expansion method is
direct, simple and effective. It is an effective and powerful
mathematical method for many other nonlinear and integer
balancing equations.

Keywords: Painlevé - Bicklund Equation, rational (G'/G)
expansion method, Soliton solution.
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S. San, K. Kaymak Pamlevé- Bicklund Denkleminin Rasyonel (G'/G) Agilim Metodu ile Soliton Coziimleri

1. GIRIS

Yirminci ylizyilin ikinci yarisi, klasik fizik ¢alismalarinda ciddi anlamda bir artis goriildi. Bilim
adamlar1, dinamik denklemlerdeki dogrusal olmamanin neden oldugu etkilere 6zel ilgi gdstermeye
basladilar. Bu dogrusal olmamanin zit nitelikte iki ilging tezahiirii oldugu bulundu: Tamamen
deterministik sistemlerin davranisindaki goriiniir rastlantisallik olan kaos ve elastik olarak
dagilmus, yerellestirilmis, kararli hareket eden nesneler olan solitonlar. Bu konularin her ikisi de
artik saglam matematiksel arka plana ve ¢ok ¢esitli fiziksel gozlemlere ve somut uygulamalara
sahip paradigmalar halinde gelistirilmistir.

Lineer olmayan olusum denklemleri yalnizca matematigin bir¢cok alaninda degil, ayn1 zamanda
fizik, kimya, biyoloji, miihendislik gibi bilimlerde ve aligkanlar mekaniginden Navier Stokes
denklemi, malzeme biliminden Cahn-Hilliard denklemi, kuantum mekaniginden lineer olmayan
Schrodinger denklemi gibi dogal sorunlar1 anlamak i¢in modellenmistir. Soliton teorisi, optik
fiberler, plazma fizigi, biyofizik, kati hal fizigi, ekoloji, sinyal isleme ve sistemler hakkinda temel
bilgileri saglayabildikleri i¢in lineer olmayan modellerin kesin ¢oziimlerini aragtirmakta 6nemli
rol oynar. Gergek hayatta karsimiza ¢ikan problemleri anlamlandirmak, tahmin etmek, kontrol
etmek ve 6lgmek i¢in bazi problemleri matematiksel denklemler agisindan modellemek ve uygun
yontem ile analitik ¢éziimler elde etmek i¢in birgok etkili ve kullanigh yontemler gelistirildi. Bu
yontemlerin bazilart: Ters sagilim yontemi (Vakhnenko ve ark., 2003), tanh fonksiyonu yontemi
(Parkes & Duffy, 1996), varyasyonel iterasyon yontemi (Mohyud-Din ve ark., 2009), siniis-
kosiniis yontemi (Wazwaz, 2004), homojen dengeleme yontemi (Fan & Zhang, 1998), iistel
fonksiyon yontemi (He & Wu, 2006), hirota bilineer dontisiimii (Hirota, 1994), genellestirilmis
Kurdyashov yontemi (Hosseini ve ark., 2021), Jacobi elliptik fonksiyon yontemi (Salahshour ve
ark., 2021), alt denklem yontemi (Hossen ve ark., 2017), Backlund dontisiimii (Zhu, 1993),
Darboux doniisiimii (Matveev & Salle, 1991) gibi daha birgok yontem bulunmaktadir. Bu
yontemlerle de lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini hesaplamak
olduk¢a uzun siirecek ve kolay hata yapma riskini olusturacagindan giiniimiiz teknolojisi
yardimiyla sembolik hesaplama programlari Maple, Mathematica gibi programlar, yontemleri
uygulamamizi ve sonuglari kolaylikla bulmamizi saglar.

Bir soliton, ayni tiirden baska bir dalgayla ¢arpistiginda yok olmayan belirli bir tek dalga tiirtidiir.
Bu tiir bir davranis sayisal simiilasyon tarafindan onerilmistir, ancak soliton'un bir ¢arpismadan
sonra orijinal seklini tamamen geri kazanmasi gercekten miimkiin miidiir? Bu tiir sayisal
simiilasyonlarin sonuglarinin ayrintili bir analizinde, bir ¢arpismadan sonra bazi dalgalanmalar
gbzlemlenebilir ve bu nedenle, orijinal seklin tam olarak geri kazanilmadig1 goriilmektedir. Bu
nedenle, solitonlarin ¢arpismalar yoluyla yok olup olmadigini agikliga kavusturmak igin soliton
denklemlerinin kesin ¢ozlimlerini bulmak gerekir. Genel olarak, soliton denklemleri de dahil
olmak iizere lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimlerini bulmak ¢ok zor bir
istir. Ayrica, dogrusal olmayan bir denklemi ¢6zmek i¢in bir yontem bulunsa bile, genel olarak,
bdyle bir yontem diger denklemlere uygulamak her zaman miimkiin degildir. Derin bir matematik
anlayis1 gerektirmeyen bircok dogrusal olmayan denklem tiirlinii ¢6zmeyi saglayan basarili ve
evrensel bir ara¢ var midir (Wang ve ark., 2008) ?

Bu sorunun cevabina evrensel bir cevap bulunamasa da kismen cevap olarak Wang ve arkadaglari
tarafindan lineer olmayan dalga denklemlerini giivenilir bir sekilde ¢6zmek i¢in rasyonel (&'/6G)
acilim metodu (Hirota, 2004) 6nerilmistir. Boylece lineer olmayan denklemlerin ve dengelenme
sabitine sahip denklemlerin kesin ¢oziimlerini elde etmek i¢in bir algoritma gelistirmislerdir. Bu
sistematik yolla bir¢gok denklemin kesin ¢6ziimlerinin bulunabilecegini gdstermislerdir.
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2. RASYONEL (6'/G) ACILIM METODU

Iki bagimsiz degisken x ve t’nin lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini (1) formunda ele
alalim.

P(u, Upey Upy Uyeye) Uyety Uty Uy oo )=0 (1)

u = u(x, t) bilinmeyen fonksiyondur. P, u(x. t)’nin tiirevlerini igeren bir polinom olsun. Rasyonel

(%I)ac;lhm yontemiyle (1) formundaki denklemin genel ¢oziimiinii bulmak i¢in asagidaki adimlar
uygulanir (Islam ve ark., 2015):

Adim 1) Kismi diferansiyel formdaki (1) denkleminin ilerleyen dalga ¢éziimiinii bulmak igin &
=x+vt dalga degiskeni ile u(x,t)=W(&) doniisiimii yapilarak (2) formundaki adi diferansiyel denklem
elde edilir.

oW, W, W’ W', .)=0 )

Q; W ve adi tiirevlerini iceren bir polinomdur. Buradaki adi tiirev £ ye goredir.

Adim 2) (2) denkleminin en yiiksek mertebeden lineer terimi ile lineer olmayan teriminin derecesi
arasinda homojen denge bagintis1 kurularak n pozitif tam sayisi belirlenir. W(E)’ nin derecesi
(deg[W(&)]=n) ise diger ifadenin derecesi asagidaki gibidir.

dmw altw P
deg (Tm@) =n+m, deg[W™ (Tl@) |=nm+pn+0) ©)

Adim 3) (2) denkleminin ¢oziimiinlin asagidaki gibi rasyonel formda ¢oziime sahip oldugunu
varsayalim.

“tevle) (%) (4)
St ()

Wi(E) =

Burada a; ve b; reel parametrelerden (i=0,1,2...) en az biri sifirdan farkli olmalidir. Wiz
¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilacak yardimer denklem ise ikinci mertebeden denklemdir

G" +AG' +uG =0, ®)

burada A, u reel sabitlerdir. (5) yardimer denkleminin ¢dziimleri, 22 — 4 ifadesinin sifirdan biiyiik,
kiigiik ve esit olma durumlarina gére asagida verilmistir.
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Asinh \" A_ _ 4“ ) + Bcosh (#) E)
—ﬂ 4lu ,
B e —m . ’
Acosh ((\'Az—“) E) +B sinh( —
(i = 4 "— (32 1 an
(G )_ —Asin ( )+ Bcos (%)E) (6)
AT+ 4p

-4, J
AT —4p <0

2 2 T o
Acos ((M) E) + Bsin ((%) E)

—A

+ ,
\ 2  A+B:

A2 —4p=0

A ve B keyfi sabitlerdir.

Adim 4) (2) denkleminde dengelenme sabitinin elde edilmesiyle (4) agilimi yapilir ve (2) de

yazilir. Burada gerekli tiirevler hesaplanir ve yardimci denklemin kullanilmasiyla (%)’ nin

kuvvetleri cinsinden bir polinomsal denklem sistemine donisiir. (E)’ nin her bir kuvvetinin

katsayis1 sifira esitlenerek elde edilen cebirsel denklem sistemi sembolik hesaplama programlari
(Maple, Mathematica vs.) yardimiyla ¢oziiliir. Bilinmeyen .. a;, b;, v parametreleri elde edilir.

Adim 5) Bulunan parametrelerin degerleri (6) denkleminde verilen coziimlerle birlikte (4)
denkleminde yerine yazilmasiyla lineer olmayan olusum denkleminin soliton ¢oziimleri elde
edilir.

2.1. Painlevé- Bicklund Denkleminin Soliton Coziimleri

Bu béliimde Painlevé- Backlund denkleminin hareketli dalga ¢6ziimleri insa edilecektir. Painlevé-
Bicklund denklemi, Kakutani ve Kawahara tarafindan soguk iyonlardan ve sicak elektronlardan
olugan iki sivili bir plazma modelinin analiz edilmesiyle tiretilmistir (Kakutani & Kawahara,
1970; Isidore, 1996).

Us + Uy + DUy —a(us +muuy), =0 (7
Malfliet, m= 0 i¢in (7)' nin ilerleyen dalga ¢6ziimiinii tanh yontemiyle tiiretmistir (Malfliet, 1992).
Kivrik sekilli ilerleyen dalgay1 elde etmek i¢cin m # O durumunun da ayni yontemle ele
alinabilecegini belirtmekte fayda vardir. (7) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini bulmak i¢in
dalga doniisiimiindi,

ulx, t) = W(g), E=x+ut (8)
olarak alindiginda adi diferansiyel denkleme indirgenmis (9) denklemi elde edilir.

v+ WW + bW — avW'" — am{(W' )2 —amWW'" =0 9)

W' ile W' veyaWW" terimlerine homojen dengeleme bagintis1 uygulandiginda n=1 bulunur.
Boylece Wiz} ¢oziimii denklem (10) formunda aranacaktir.
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) Pn+P1(%} (10)
WiE) =—
® rm+ruli%}

(10) ¢ozlimiiniin (9) denkleminde yerine yazilmasiyla (G'/G)’li bir polinom haline elde edilir.
(G'/G)’nin kuvvetlerinin sifira esitlenmesiyle elde edilen cebirsel sistem ¢oziilerek bilinmeyen
Do Py.Gp.q.ab,mver parametleri bulunur. Bulunan degerler ile  (G'/G) fonksiyonu (6)
denklemindeki ti¢ duruma gore incelenecektir.

2.1.1. Bulgular
Coziim 1:

b= —a*m*v + a*mv, py = vladmgy — 2ampg, — algy + 2apg, — g,
p, = —laimg, — alg, — 2amqy + 2agy + g, v

Degerlerine gore w(z) fonksiyonu
N (11)

viadmgg—Zampg—adqy+2apg,—qp) —(admg ,—adg,—2amgpt2agptqy) L(% )

le:-"'fT'_(%'l}

wi(e) =
olur ve (7) denkleminin dalga ¢Oziimii, (11) denkleminde denklem (6) durumlarinin
incelenmesiyle elde edilir.

A* — 4p = 0 oldugu hiperbolik fonksiyonel ¢6ziim

v(aimq, — 2ampq, — alq, + 2apq; — qo)

Wy (§) =
Asinh <M)E + Bcosh ( 122_ 4“)%
-1, JA2—4p
Qo+q1| 5+ )
2z — 2 _
Acosh ((%) §>+Bsinh (( A g 4“) E)
[ 2 _
A sinh ( 4”) ¢ | + Bcosh ( A 4“) ¢
) 22 — 4u 2 2
—(aﬂmq1 - aAq1 — 2amq, + 2aq, + ql)v -+
A cosh ¢ | + Bsinh ¢
2 2
+

N

-4
A sinh ( u){ + B cosh
-1 A2 — 4

a,taq | 5+
2 2 2
VAT — 4
A cosh (( >E> + B sinh

N

A% — 4p < 0 oldugu trigonometrik ¢oziim:
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v(aimq, — 2ampq; — alq, + 2apq; — qo)

e )
) )

2 2 _
—Asin(( : 2 4H>E>+BCOS(( A 4“)5)
— — ]2
(aAmq; — alq, — 2amq, + 2aq, + q;)v TA YA+

\ : Acos<(@) E)+Bsin<< ) E)

le(E) =

Qo+ q1

\F R \\\IN\ \ d\ l\\‘
< R
=) 5
SO I, ) s
-4.99999999999998 3 A SNy
- N S o SR \ 9 N
i 5 -
-4.99999999999999~] NN Ny N
g § N
] N SRS L
A of \ q
e ; ge N
T N )
f N < N
~5.00000000000001 %’K g . q\\'\
Rh >R S S ~
RN \
3
~5.00000000000002 - SRR, N S
E & A\ N 9
L, 3 g
3 3 " \q \ @. A2
’ NGNS S
< 3 R
Sgﬁo \ SNANEN
-
Vil a S . NSNS
-5 0 5 10
x

Sekil 1. Elde ettigimiz ¢oziimde -5<x<10, 0<t<5 aralig1 ve
A=1B=01=4,q,=2.q, =05p=5m=1.a=1 degerlerine gore 3 boyutlu ve kontur grafikleri
verilmistir.

A% — 4p = 0 oldugu rasyonel ¢6ziim
v(2amqovi — 2ampuq, — 2aqoVi + 2apq, — qo)
B
do+ 1 (‘ﬁ + m)

B
(Zamqlx/a - Zaqlﬁ - 2amq, + 2aq, + ql)v (_ﬁ * Bt + A)
B B
9%+ 4 (_\/E+B§+A)

W13(E) =
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Sekil 2. Elde ettigimiz ¢oziimde 0<x<3, 0<t<3 aralig1 ve
A=2B=10A=4,q,=2.q, = 1L5.p=4m =3.a =25 degerlerine gore 3 boyutlu ve kontur grafikleri
verilmistir.

Coziim 2:

b= —a*mvim — 1), py, = gpvilaim —ai —1), p, =2 gyvam — 2a gy, g, =0
Degerlerine gore w(z) fonksiyonu

qov(a/lm—al—1)+(2q0vam—2q0va)((%)) (12)

W, (E) =

do

olur ve (7) denkleminin dalga ¢6ziimii, (12) denkleminde denklem (6) durumlarinin
incelenmesiyle elde edilir.

A* — 4p = 0 oldugu hiperbolik fonksiyonel ¢6ziim

Wy (&) =vi@im—atl—1)

2 _ 2 _
Asinh <%)E + B cosh (%)E

A cosh (/17

-1 A2 —4n
+Qvam — 2va) - + >

(12a)

N
N
NN
=
N———
Naai
+
ww]
@,
=
=
VS
N
N
N
=
N———
Naai

A* — 4p = 0 oldugu trigonometrik ¢oziim
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Wy, (8) = v(aim —al—1) (12b)
/ —Asin <—“_A22+4u> & |+ Bcos (—“_AZZ-H}H> 13 \
[ -1 J=2+4u |
+Qvam — 2va) - + >
A cos <—“_/122+4u> €|+ Bsin (—,—/122"‘4H> 13

@

=3

.

=)

=]

Sekil 3. Elde ettigimiz ¢oziimde 0<x<10, 0<t<10 aralig1 ve
A=0B=1A4A=4,qy,=5p=5m=5a=1 degerlerine gore 3 boyutlu ve kontur grafikleri verilmistir.

A* — 4p = 0 oldugu rasyonel ¢oziim

((E+(—2m+2)a)B + A)v (12c)
B+ A

Wza(ﬁ} =-

Sekil 4. Elde ettigimiz ¢oziimde -10<x<0, 0<t<2.5 aralifive 4=1,8 =1, A=2,p=1m=5a=3
degerlerine gore 3 boyutlu ve kontur grafikleri verilmistir.
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b=0A=———m=0.p = 2q,avp.q, =0

Degerlerine gore w () fonksiyonu

2g,avptp L((%r)) (13)
(%)
Oolur ve (7) denkleminin dalga ¢oziimii, (13) denkleminde denklem (6) durumlarinin

incelenmesiyle elde edilir.
A* —4p = 0 durumu i¢in hiperbolik fonksiyon ¢6ziimii asagida verilmistir:

WE(E} =

W3, (8)
Py w
: 2 1
%—4” A sinh £ |+Bcosh
1
v+
2qiavp +py —qﬁaql;’l
(qv+py)? —a
a“q v
Acosh 3 £ | + Bsinh
(13a)
- q —
f [lggtpa)z (lgwipa)e
|I( o+ }1 . e ﬂ!qL!y! E s ﬂ!qlly! E
—q"—E"—! o3| dsin 3]— cosl J—,,
‘J asg v 2 2
S| _awrte + \ \ \
2aq,v 173  __
|£_‘_J_q'1_a-‘+p —ap |( !a:-l-! 5}!_"‘Il
2 2,2 a ™
Acos % £ |+Bzinl !Jqu— £

Sekil 5. Elde ettigimiz ¢ozliimde -3<x<3, 0<t<3 aralig1 ve
A=0B=1lp=05m=1la=2v=1p =14q =1 degerlerine gore 3 boyutlu ve kontur grafikleri
verilmisgtir.
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A* —4p = 0 oldugu trigonometrik ¢oziim:

WH:(Q

’ v 2
—7&?15 +..pl..) +4u| —Asin
asqy s

2quavp +py —qéz;:fl
_lqv+p)?,
acg v
Acos + Bsin
(13b)
q / ’ / I A
— [laptpa,
"(—q‘iﬂ‘?‘g—lﬂu —Asin{[ﬂL £ +Bf°{ —
\ a’g, e &
1f ~LatEa, — —
e |Cagip, lgpep )t
Aco [\J ﬂ!qt!v! £ |[+Bsin| [\J e
w 107y ~
» \‘ A ( ‘ Q ¢ o o % % Q ® N ‘
b (e 9
L i SN R
R |I “I X " % a 0 Q L] o ‘
2 | A A E Q o 8 0 0
; Q R 0 EQ R 9 N
| b
| ) Q(h 0 %ia g )
| °
.‘ S TR ML DR
_I &
D % Q t :' & o
B Q v B 0
~200 D % [} _0 Q ¢ N
\ 0¥t t & 0
- ' \\\ P © _® “lubagoa ®
| ! 4 < ] 0% ‘ Q N 0 Q Q ‘
_400\\|I|\l|||‘ll\l T 1 ° g Q 'z_u % Q
10 5 0 15 fr?w % D @ o O @ o
X ] % Q ° % 9
o @ o] VR ¢
vo® o {° 9.0
: oy Iﬂ P D |§ Al Y
=10 -5 0 5 10

Sekil 6. Elde ettigimiz ¢ozliimde -10<x<10, 0<t<10 aralig1 ve

A=1B=0u=5m=1la=2v=05p, =04q =1 degerlerine gore 3 boyutlu ve kontur grafikleri
verilmistir.

A* — 4p = 0 oldugu rasyonel ¢6ziim

((vqlz +2p, (a + %)) B +a(qv+ m}) v
WHE{:E} =

(—2 (ﬂ - %) Qv+ PLE) B+ Algiv +py)

(13c)

10
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-0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

x

Sekil 7. Elde ettigimiz ¢oziimde -10<x<5, 0<t<10 aralig1 ve
A=0EB=1lp=1m=1la=-Lvr=1p,=1q, =1 degerlerine gore 3 boyutlu ve kontur grafikleri
verilmistir.

6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Painlevé- Béacklund denklemi ele alinmistir. Lineer olmayan 1+1-boyutlu formdaki
denkleme hareketli dalga dontlisiimii uygulanarak adi diferansiyel denkleme indirgendikten sonra
Rasyonel (6'/6) agilim yontemi uygulanmistir. Bu yontemin uygulanisinda verilen yardimci
denklem yardimiyla istenilen formdaki W(s) ¢oziimii i¢in p,. p,. g, veq, parametrelerine uygun
degerler wverilerek 1ii¢ farkli ¢oziim elde edilmistir. Bu c¢oziimlerin her biri igin
A* —4pu =0, 1° —4p = 0, 4* — 4p = 0 durumlarina bakilarak denklemin hiperbolik, trigonometrik ve
rasyonel c¢oziimleri elde edilmistir. Bulunan soliton ¢oziimlerin tamami sembolik hesaplama
programinda yerine yazilarak saglamalar1 yapilmistir. Elde edilen soliton ¢6ziimlerin bazilarmin
ic boyutlu ve kontur grafikleri verilmistir.

Literatiirde bundan 6nce yapilan ¢alismalara bakildiginda, (Isidore, 1996) de Painlevé- Backlund
denklemine integrallebilme testlerinden Painleve analizi uygulanmis ve biikiilme seklinde
ilerleyen bir dalga ¢oziimii tanh fonksiyonuna bagli olarak verilmistir. Malfliet ise tanjant
hiperbolik fonksiyon agilimi kullanarak soliton ¢oziimler elde etmistir (Malfliet, 1992).
Ulasabildigimiz kadariyla elde etti§imiz ¢oziimler literatiirden farklidir boylece yeni ¢oziimlerdir
ayrica igerdigi fonksiyonlara gore cesitli formlardadir.

Yazarlarin Katkisi
Yazarlarin makaleye katkilar1 esit orandadir.

Cikar Catismas1 Beyam
Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢catismasi bulunmamaktadir.
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Arastirma ve Yayin Etigi Beyam
Yapilan calismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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