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Bu makalenin o6ncelikli amaci, Greiner vektor alanlariyla
iliskilendirilmis Carnot-Carathéodory uzayindaki diizgiin sinirlara
sahip siurl bir Q bolgesinde,
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dogrusal olmayan parabolik probleminin pozitif ¢oziimiiniin
yoklugunun arastirilmasidir. Burada, 0 <m < 1, V € L},.(Q2) ve
0 < A(w) € L},.(2) dir. Bumakalenin diger bir amaci ise Greiner
operatérii ile iliskilendirilmis radyal olmayan agirlikli bazi Hardy
tipi esitsizlikler elde etmektir.

Anahtar Kelimeler: Greiner operatér, Hardy tipi esitsizlikler, hizli
difiizyon denklemi, pozitif ¢6ziimiin yoklugu.

Kabul Tarihi / Accepted
03.04.2024

Abstract

The primary goal of this article is to investigate nonexistence of
positive solutions to the following nonlinear parabolic problem:

F
a—lt‘ =V, A@V,™) + V(o™ in Qx(0,T),
u(w, t) =0 on 9N x(0,T),
u(w,0) =uy(w) =0 in 0.

Here, 0 <m <1, V€L, .(2), 0<A(w) € L},.(R)andQ is a
bounded domain with smooth boundary in Carnot-Carathéodory
space related with the Greiner vector fields. Another aim of this
article is to obtain some Hardy type inequalities with non-radial

weights related to Greiner operator.
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A.U. Utku, A. Yener Greiner Operatoriiyle Iliskilendirilmis Hizli Difiizyon Denklemi ve Bazi Integral Esitsizlikleri

1. GIRIS

Bu makalede oncelikle, Greiner vektoér alanlariyla iliskilendirilmis Carnot-Carathéodory
uzayindaki diizgilin sinirlara sahip sinirli bir £2 bolgesinde,

g—? =V, (A(w)Viu™) + V(w)u™, N x(0,7),
u(w,t) =0, 01 x (0,7), )
u(w, 0) = uy(w) =0, N

seklindeki dogrusal olmayan hizli difiizyon probleminin pozitif ¢éziimiiniin hangi sartlar altinda
mevcut olmadigi incelenmistir. Burada, 0 <m < 1, V(w) € L},.(2) ve 0 < A(w) € L},.(2)
olmak tizere, V.= (X4, ..., X, Y4, ..., ¥,) Greiner gradyan vektoriidiir.

4] 9] 0 ad
X, = — 2 . 2k—2 V,=——2 . 2k—-2
i = ox; + 2ky;|z| 5 Ve 1 =%y, kx;|z| 3

operatorleri ise, k > 1, L€ R ve j =1,2,...,n olmak iizere, Greiner vektor alanlarini temsil
etmektedir. Bu uzayda bir nokta w = (z,1) = (x,y,1) € R®* X R" X R seklinde ifade edilir ve

|z| = 1x|2 + |y|2 = x2 + -+ x2 + y2 + -+ + yZ olarak verilir.

Bu ¢alismada ayrica, Greiner vektor alanlariyla iliskilendirilmis Carnot-Carethéodory uzayinda,
radyal olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip bazi LP Hardy tipi esitsizlikler elde edilmistir. Elde
edilen esitsizlikler su sekildedir: ¢ € C5°(£2) ve p > 1 olsun. Bu durumda,

cos h“
fcos h® v, |V p|Pdw = (p — 1)[—)]1
X
0

0

|$[Pdw
Plog?~1x,

esitsizligi 2 = {w = (x,y,1) € R*"*1: x; > 1} ve a € Riken;

fe‘pxl |Vio|Pdw > fe‘pxl |¢p|Pdw

N )

esitsizligi de 2 ¢ R?™*! siirli bir bolge olmak iizere gegerlidir.
(1) problemi 6zel hallerde bir¢ok ©nemli problemi iginde barindirir. Simdi, ¢aligmamiza
motivasyon kaynagi olan, bu 6nemli problemlerin bazilarindan bahsedilecektir. Orijinde tekillige

sahip, pozitif V € L], .(R™\{0}) potansiyelli

Jdu
Fri Au + V(x)u, x€R" t>0 (2)

seklindeki 1s1 denklemi verilsin. H. Brézis ve J. L. Lions “(2) 1s1 probleminde bir ¢oziimiin mevcut
olmamasi igin V(x) potansiyeli ne kadar tekil olmalidir? sorusunu ortaya atmistir. Baras ve
Goldstein (1984), bu soruya bir cevap niteliginde, asagida ifade edilen, ters kare potansiyeli igeren
dogrusal 1s1 problemini diizgiin sinirlara sahip siirli bir 2 < R™ bolgesinde ele almistir.
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0
(—u=Au+Lu, N x(0,7T),

ot |x]2 3)
u(x,t) =0, 21 x (0,T),

u(x,0) = uy(x) =0, 0.

)
Bu problemde, eger ¢ > (nTZ) ise, u = 0 haricinde, pozitif ¢éziim yoktur. Pozitif ¢éziimiin

—2\2 —n\2
varligi ise ancak ¢ < (nTZ) olmasi ile miimkiindiir. Buradaki (nTZ) sabiti L? Hardy
esitsizligindeki en iyi sabittir. Oklid uzayindaki L? Hardy esitsizligi su sekilde ifade edilir:

n 2) i3l dx, n=3 VéECSRY.

Jscorax= (F57) [
&

Ayrica, n = 1,2 oldugunda, esitsizlik her ¢ € C;°(R™\{0}) i¢cin gegerlidir. Kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin incelenmesinde Hardy tipi esitsizliklerin rolii oldukga Kritiktir.

(3) problemi bircok caligmaya ilham kaynagi olmustur. Ornegin, Cabre ve Martel (1999), (3)
probleminin pozitif genel tekil potansiyelli halini incelemistir. Diger yandan, Azorero ve Alonso
(1998), (3) problemini smirl bolgeler i¢in asagidaki dogrusal olmayan p-Laplace problemine
genisletmistir.

Jdu A
— =div(|Vu|?~?Vu) + —uP 1, N x(0,7),

at | |P
u(x,t) =0, an x (0,T),
u(x,0) =uy(x) =0, 0.

Burada, 2 c R™ diizgiin siirlara sahip sinirli bir bolge, 0 € 2,4 > 0ve 1 < p < n’dir. Dogrusal
olmayan bu problemin ¢oziimiiniin varligi p kuvvetinin araligina ve LP Hardy esitsizligindeki en

_p\P
iyi sabit olan (nTp) degerine baglidir. LP Hardy esitsizligi, 1 < p <nise ¢ € (;°(R*) vep >n

ise ¢ € Cy° (R™\{0}) igin gegerlidir ve su sekilde ifade edilir (Shen, 1980):

n—p\ (1$GI
an o> (L) [

dx.

Daha sonra, Goldstein ve Kémbe (2003) yilindaki ¢alismalarinda, Cabre ve Martel’in dogrusal
problemler i¢in uyguladigi teknigin dogrusal olmayan problemler igin de uygulanabilir oldugunu
asagidaki problem lizerinde géstermistir.

Z—IZ =AW +V(x)u™, N x(0,7),
u(x,t) = 0, 30 % (0,T), (4)
u(x,0) = uy(x) =0, 0.

Burada0 <m < 1, V € L},.(22) ve 2, R™ de diizgiin sinirlara sahip smirli bir bolgedir. Bunlarin
yaninda, Goldstein ve ark. (2005), (4) probleminin bir genislemesi olan, tekil potansiyelli ve kritik
tisse sahip
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0

a_’; = div(|x|"2Avu™) + V (x)u™, 0 x(0,7),
u(x,t) =0, a1 x (0,T),
u(x,0) = uy(x) =0, 0

dogrusal olmayan parabolik probleminin pozitif ¢oziimiiniin yoklugunu arastirmislardir.

Oklid uzayinda yapilan tiim bu ¢alismalar 15131nda, Kdmbe (2006) yilindaki yaptig1 calismayla (4)
lineer olmayan hizli difiizyon problemini Greiner vektor alanlariyla iliskilendirilmis Carnot-
Carathéodory uzayina tasimistir. Problem agikc¢a su sekilde verilir:

d

a_z = A (u™) + V(w)u™, N x(0,7),
w(w,t) =0, 02 % (0,7),
u(w,0) = uy(w) =0, 0.

Burada, 2, R?"*! yzayinda diizgiin sinirlara sahip sinirh bir bdlge, 0 <m < 1, V € Lj,.(2) ve
A= Y7, (X7 + Y;*) Greiner alt-Laplace operatoriidiir.

Bu makale dort boliimden olusmaktadir. {1k boliimde konuyla ilgili literatiir ¢alismas1 verilmistir.
Ikinci boliimde, Greiner operatérii ile ilgili temel tanim ve kavramlar ifade edilmistir. Ugiincii
boliim, (1) dogrusal olmayan hizli difiizyon probleminin genellesmis pozitif yerel ¢oziimlerinin
yoklugu ile ilgili teoremin ispatina ayrilmistir. Son boéliimde ise Ay, operatdrii ile iligkili radyal
olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip LP Hardy tipi esitsizlikler elde edilmistir.

2. ON BILGILER

Bu boliimde, Greiner operatorii ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilecektir. Daha detayl bilgi
i¢cin (Yener, 2018; Kombe, 2006) referanslarina bakiniz.

Greiner vektor alanlariyla iligkilendirilmis Carnot-Carathéodory uzayinda bir nokta, n > 1 olmak
uzere,

w=zD)=E&y, ) ER"XR"XR

seklinde gosterilir. Greiner vektor alanlari ise su sekilde tanimlanir (Greiner, 1979):

d 0 d d
X; = —+ 2ky;lz|** 72—, Y; = — — 2kx;|z|?* 72—, (5)

J T Bx; al 3y, ol

Burada, j = 1,2,..,n, k=1, LER ve |z| = /x? + -+ x2 + y2 + - + y2 olarak verilir. (5)
vektor alanlari herhangi k € N degeri i¢in Hérmander kosulunu saglar (Hormander, 1967). Greiner

vektor alanlarina iliskilendirilmis gradyan vektorii ve Greiner alt-Laplace operatorii, sirasiyla, su
sekilde ifade edilir:
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Vi= Xy, o, X, Yo, o, ¥) (6)
ve
n
A=V - V= Z(ij +Y). (7)
j=1

(6) gradyan operatorii R2™"*1°deki her nokta i¢in 2n-boyutlu bir vektor alan1 olusturur. k = 1
durumunda A, operatorii H™ Heisenberg grubu tizerinde tanimli Ay» Kohn-Laplace operatoriine
indirgenir (Folland, 1973). (7) Greiner alt-Laplace operatoriiniin agik¢a yazilmis haldeki ifadesi
su sekildedir:

n n
02 02 02 d d d
N Y LN P UHIEL) T MR
= asz ayjz al? az}_:l Tox; 7 dy;
Detayli bilgi i¢in (Beals ve ark., 1986; Greiner, 1979) ¢alismalar1 incelenebilir.

R2™*1°deki bir w noktasmin orijine olan uzaklhig

p=p() = p(z,) = (zI* + 12)%

olarak tanimlanir. p fonksiyonu, A, Greiner alt-Laplace operatoriiniin orijindeki temel ¢6ziimiiyle
yakindan iligkilidir (Niu, ve ark., 2003). A operatoriiyle iliskilendirilmis dilatasyon doniisiimii

5,(z,1) = (Az, 2%F), 1>0

olarak verilir. Dilatasyon déniisiimii, R?"**1°deki bir cismin seklini degistirmeyecek bigimde
daraltma ya da genisletme isini yapan doniistimdiir. Lebesgue Ol¢iisii igin degisken donilisiimii
formiilii kullanilirsa

ds;(z,1) = 2%dzdl = 2%dw

esitligi elde edilir ve bu esitlikte yer alan

Q =2n+ 2k

sabitine R?"*1’in §; doniisiimiine gdre homojen boyutu denir. Oklid uzayinda n sayisinin
tistlendigi rolii Greiner vektor alanlariyla iligskilendirilmis Carnot-Carathéodory uzayinda Q sayisi

ustlenir.

Herhangi iki w;, w, € R?"*1 noktas: arasindaki uzaklig: veren d,. Carnot-Carathéodory uzaklik
fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

1 1
deo(@r,03) = inf, f (' (D), ¢' (D) dt.
0

Buradaki infimum degeri, ¢(0) = w4, ¢(1) = w, ve

@' (®) € span{X;(p(@®)), ... Xn(@(@®), Y1 (0 @), ..., (@ ()}
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sartlarini saglayan tiim ¢ egrileri izerinden alinmistir. Bu uzaklik fonksiyonu yardimi ile merkezi
orijin, yarigapt R olan Carnot-Carathéodory metrik yuvari

Br = {w € R*"*1:d..(w,0) < R}

seklinde ifade edilir (Nagel ve ark., 1985).

3. GREINER VEKTOR ALANLARINDA HIZLI DIFUZYON DENKLEMi

Bu boliimde, asagida ifade edilen Greiner vektor alanlarindaki dogrusal olmayan hizli diflizyon
probleminin genellesmis pozitif yerel ¢oziimleri ile ilgilenilecektir.

d
== Ve A@V,™ +V@u™, X (0,1),

u(w,t) =0 0 x (0,T), (8)
u(w,0) = uy(w) =0, 0.

Burada, £2, R?™*! uzayinda diizgiin smira sahip smirh bir bolge, N ise 2 bolgesinde Lebesgue
dlciisii sifir olan kapali bir alt kiime, V(w) fonksiyonu ve pozitif A(w) fonksiyonu L},.(2\N)

smifindan birer potansiyel fonksiyon ve % <m < 1’dir.

Genellesmis pozitif yerel ¢6ziim kavrami su sekilde tanimlanmaktadir.

Tanim 3.1 (Kémbe, 2006). Asagidaki 6zellikleri saglayan ¢6ziime, N nin disinda kalan, siirekli
yerel pozitif ¢oziim denir.

(i) N, 0 bolgesinde Lebesgue 6l¢iisii sifir olan kapali bir alt kiime,

(i)  w:[0,T) - L'(12) fonksiyonu baz1 T > 0 degerleri igin siirekli,

(i)  (w,t) » u(w,t) € C((2\N) x (0,T)),

(iv)  (2\N) x (0,T) bolgesi tizerinde u(w, t) > 0,

(V) ltl_l;%u(,t) = Ug,

(vi)  Viu € L7, .(2\N) ve u, (8) kismi diferansiyel denkleminin genellesmis manadaki bir
¢ozimi olsun.

Uyar13.1 N,, 2\N bolgesinde kompakt biraltkiimeve 0 < t; < t, < Tise (w,t) € Ny X [tq, t;]
olur ve bazi € > 0 degerleri i¢in u(w, t) = € > 0 iliskisi saglanir. Boylelikle, (iii) ve (iv) kosullart
su sekilde zayiflatilabilir:

(iii)’ u(w, t) pozitif ve (Q\N) x (0, T) bolgesinde yerel sinirli,

H 1 .. . 1
(iv) (2\N) x (0,T) bolgesinde oD

yerel siirhdir.

Eger u ¢oziimii, (i), (ii), (iii)’, (iv)’, (v) ve (vi) maddelerindeki kosullar1 sagliyorsa N’nin disinda
kalan genellestirilmis yerel pozitif ¢6ziim olarak ifade edilir. Bu ¢6ziim, N’nin disinda kalan
stirekli yerel pozitif ¢coziimden daha genel olup, eger N = @ ise, genellesmis pozitif yerel ¢oziim
olarak adlandirilir (Kombe, 2006).

Biraz sonra verilecek olan teoremin ispatinda gerekli olan agirliklt Sobolev tipi bir esitsizlik ifade
edilecektir.
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.. Q
Onerme 3.1 12, R?"*1°de diizgiin sinirlara sahip smirl bir bélge, 1 <p < Q, A € Lr(2) ve
¢ € Cy° () olsun. Herhangi ¢ € (0,1) sayisi i¢in

f A()|$Pdw

0

“2(1-¢)

&
S o | IVkdlP dw + S(e) [ [¢|Pdw
J !

esitsizligini saglayan pozitif bir S(&) sabiti vardir (Kémbe, 2006).

Simdi (8) dogrusal olmayan hizli diflizyon probleminin pozitif ¢oziimiiniin yoklugu igin elde
edilen teorem ispatiyla birlikte verilecektir.

Teorem 3.1 2, R?"*1°de diizgiin sinirlara sahip smirl bir bolge, N, 2°da Lebesgue dl¢iisii sifir

olan kapali bir alt kime ve Q = 2(n + k) olsun. % <m<1, 0<A(w)€ L, (Q\N) ve

V(w) € L},.(2\N) olmak iizere,

_ Jo(e + A@)IVigl*do — [, V(@) |¢pI*dw
’ fﬂ|¢|2da)

olsun. Eger bazi € > 0 degerleri icin
inf{Ry:0 % ¢ € C5°(A\N)} = —o0 9)

oluyorsa, (8) dogrusal olmayan hizli difizyon probleminin N nin disinda kalan genellesmis pozitif
yerel ¢6ziimii yoktur.

Ispat. Teoremin Kkaniti celiski yontemine dayanmaktadir. Keyfi bir T > 0 sabiti verilsin.
u:[0,T) - L1(2) fonksiyonu (2\N) x (0,T) bélgesinde (8) probleminin genellesmis pozitif
yerel ¢oziimii olsun. Ayrica, uy = 0 ancak uy # 0 olsun. ¢ € C5°(2\N) olmak iizere,

= Ve @V + V@

_ o P2 . .
denkleminin her iki yan1 ~m test fonksiyonu ile garpilirsa,

Eum

(%) - Love @ + vions?

ifadesi elde edilir. Bu ifade £ bolgesi iizerinde integre edilirse

1 d

2
T o | W ede = J (V- (A(w)vkum))f—mdw+ f V(w)p?*dw (10)

2 )

esitligi bulunur. Daha sonra, bu esitligin sagindaki ilk terim i¢in kismi integrasyon uygulanip
gerekli tiirev alma islemleri yapildiginda,

20



A.U. Utku, A. Yener Greiner Operatoriiyle Iliskilendirilmis Hizli Difiizyon Denklemi ve Bazi Integral Esitsizlikleri

2 2
f(Vk - (A(w)Vkum));f—mda) =— fA(w) |Vid|?dow + fA(w) |m%Vku - V| dw
) 0 0

> - [ @IVl (11
0
esitsizligine ulasilir. (10) ve (11) ifadeleri birlestirildiginde
1 4 ul ™ p2dw > fV(a))qbzda)— fA(a))IV ¢|*dw (12)
1—-mdt - k
0 0 0

esitsizligi elde edilir. 0 < t; < t, < T olmak fizere, (12) esitsizligi t = t;’den t = t,’ye kadar
integre edilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

1
(1 —=m)(t,

f(ul_m(a), t,) —ul (W, ty)) p?dw = jV(w)¢2dw - JA(w)|Vk¢|2dw-
- 751)!2

0 0

(1-m)Q

Bu asamada, % <m < 1 oldugu dikkate alinarak, f(u) =u 2 konkav fonksiyonu igin

Jensen esitsizligi uygulanirsa, i = 1, 2 olmak iizere,

(1-m)Q

(1-m)Q 2

f(u(w,ti)) 2 deC(IQI)(ju(w,thw)
n

)
sonucu elde edilir. 2 smirh bir bélge ve u(w, t;) € L'(2) oldugundan

(1-m)q
2

c(n)) <f u(w, t;) dw)

02
integrali sonludur. Dolayisiyla, i = 1, 2 igin
Q
ul™™(w, t;) € L2(N)

olur. Buradan

ul™™(w, t,) —ul™™(w, t;)) € L%(.Q)
( )

olacag asikardir. Simdi, u'™™(w, t,) — ul™™(w, t;) fonksiyonu i¢in, Onerme 3.1’de ifade edilen
agirlikli Sobolev tipi esitsizlik kullanilirsa, herhangi € € (0,1) degeri i¢in

eﬂflvkqblzdw +S(€)Qf¢2dw = : _ tl)ﬂf(ul—m(w, t,) —ul™(w, t;)) prdw

— A -m)(e,

esitsizliginin saglandigi pozitif bir S(e) sayisinin oldugu goriiliir. Boylelikle,
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slek¢|2dw+S(£)j¢2dw > J.V(w)cpz(a))dw— fA(a))Ideblzdw

o) ko) K0J K0J

esitsizligi ve dolayisiyla

_ fﬂ(e + A(w) Vi p|?dw — J,V(w)p*dw
¢ fnq,’)z dw

> —S(¢)

iliskisi elde edilir. S(e) pozitif bir reel say1 oldugundan, Ry Rayleigh orani alttan sirhdir ve
dolayisiyla sonlu bir infimum degerine sahiptir. Buradan

inf{Ry:0 % ¢ € CF°(Q\N)} # —o0

sonucu elde edilir ki bu Teorem 3.1°de verilen (9) varsaymmi ile gelisir ve boylelikle ispat
tamamlanmus olur.

4. GREINER OPERATORU iLE iLISKILENDIRILMIS HARDY ESITSIZLIKLERI

R™’de LP Hardy esitsizligi, ¢ € C;°(R™) ve 1 < p < n olmak {izere,

flv¢|vdx > (" ; p)p LI (13)
s

|x|P
[Rn

_\P
seklinde ifade edilir. Buradaki (%) sabiti en iyi sabittir. (13) Hardy esitsizligi Greiner vektor

alanlarina Zhang ve Niu (2003) tarafindan genellestirilmistir: ¢ € C5° (R?™"*1\{0}) fonksiyonu ve
1 < p < Q degerleri i¢in

f IV, bPde > <Q . P) J‘ <%>p(2k—1) (%)p . "

R2N+1 R2n+1
esitsizligi gecerlidir.

D’Ambrosio (2005) yilindaki, A, operatoriinii de igeren, ikinci mertebeden yari-lineer dejenere
operatorler ile ilgili calismasinda agirlikli Hardy tipi esitsizlikler elde etmistir. Daha sonra, Niu ve
ark. (2010) yilinda yaptiklar1 ¢alismada (14) esitsizliginin agirlikli halini ispatlamistir. Bu
esitsizlik su sekildedir:

p(2k—-1) |¢|p

Q+ap—p)P Iz|
e e e I A o do (1)

R2n+1 R2n+1

Burada, ¢ € CY(RIN\{0}), Q >3, a €ER, Q #p ve Q +ap —p > 0 seklindedir. Ayrica,

|Q+ap p| sabiti (15) esitsizligi igin en iyi sabittir.
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Bunlarin yaninda, Lian (2013) yilindaki ¢alismasinda (15) esitsizliginin farkli bir formunu
ispatlamistir. Ahmetolan ve Kémbe (2016), A, Greiner operatoriine ilisiklendirilmis iki agirlikli
Hardy tipi esitsizlikler elde etmistir. Daha sonra, Yener (2018) Greiner vektor alaninda genel
agirlikli LP Hardy tipi esitsizlikler elde etmek igin kullanilan etkili bir yontem tanitmistir. Bu
yontem agagidaki teorem ile ifade edilmistir.

Teorem 4.1 A € C*(R?>™*1) ve B € L}, (R?>™*1) negatif olmayan iki fonksiyon olsun. Hemen
hemen her w € R?™*1 i¢in pozitif f € C* (R?"*1) fonksiyonu

~Vi - (AIVifIP72V, f) 2 BfP7H

diferansiyel esitsizligini sagliyorsa, p > 1 ve ¢ € C5°(R?™*1) olmak iizere,
| A@ime@rd= | B@is@rdo

R2n+1 R2n+1

genel agirlikli LP Hardy tipi esitsizlik gegerlidir (Yener, 2018).

Simdi, yukarida ifade edilen Teorem 4.1’den faydalanarak, radyal olmayan agirlik fonksiyonlarina
sahip bazi LP Hardy tipi esitsizlikler ispatlariyla verilecektir.

Teorem 4202 = {w = (x,y,1) € R*"*1: x; > 1}, « € Rve p > 1 olmak iizere,
cos h* y;

f cos h 3, |V dlPdew = (p — 1) f -
0

0

1P dw
Plog?~1x,

esitsizligi herhangi ¢ € Cy° (2) fonksiyonu igin saglanir.

Ispat. x; > 1 ve a € R olmak iizere, Teorem 4.1°de A(w) = cos h® y; ve f(w) = logx; se¢imi
yapilsin. Segilen fonksiyonlar X; ve Y; Greiner vektor alanlariyla isleme sokuldugunda,

0 0 0 L _ 1
X;(logxy) = <6_ + 2kyj|z|2"‘2 a) (logx,) = a—(logxl) =<x’ J=5
% % 0, j*1
ve
Y (1 _ (2 2k 2k-2 9 1 = =1,2
i(logx;) = E)_yj_ x;|z| 3l (logx,) =0, Vi=12,..,n
oldugundan,

1
Vi(ogx;) = (x_' 0,0, ...,O)

1

olarak bulunur ve dolayistyla
V) Qogxy) P2 = x7 7

olur. Buradan
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cosh®y
Vi (AIVifIP72Vif) = =V - (lelf 0, --.,0>

1

cosh®y
X1
0 d\ [cosh®y,
_ —(— 2k 2k—2_) - 71
(6x1+ k2l g < e )
0 _
= —cosh‘)‘yla—)q(xl1 ?)

cos h® y,

=@-1 fet

xP log P~1x;
esitligi elde edilir. Tiim bu islemlerin sonucunda

cos h® y;

B(w) = (p — 1) 0————
@ = k=D 715

olarak bulunur ve Teorem 4.2’nin ispati tamamlanmis olur.
Teorem 4.3 2 ¢ R?™*1 simirl bir bolge ve p > 1 olsun. O halde,

fe—vxl IVed|Pdw > fe—pxl 1p|Pdw

) )
esitsizligi herhangi ¢ € C5° (£2) fonksiyonu i¢in saglanir.

Ispat. Teorem 4.1°de, p > 1icin A(w) = e P*1 ve f(w) = e** secimleri yapilsin. Gerekli tiirev
islemleri ile

Vif = e*1(1,0,0, ...,0)

olur ve buradan

Vif P2 = ex1®2)

esitligi elde edilir. Boylelikle,
A(W) |V, fIP~2V, f = e™™1(1,0,0, ...,0)

vektor fonksiyonuna ulasilir. Bu fonksiyon ile =V, operatérii i¢ carpim yapilirsa

0 9]
Vi A@IVf P29, f) = = (5= + 2y 272 57 e7)

0
= —— —X1
ox, (e™1)
= e_xl

skaler fonksiyonu bulunur ve buradan

24



A.U. Utku, A. Yener Greiner Operatoriiyle Iliskilendirilmis Hizli Difiizyon Denklemi ve Bazi Integral Esitsizlikleri

B(w) = e P

agirlik fonksiyonuna ulasilir. Boylelikle, Teorem 4.3 ispatlanmistir.
Yazarlarin Katkisi

Yazarlarin makaleye katkilar1 esit orandadir.

Cikar Catismas1 Beyam
Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢catismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam
Yapilan ¢alismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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