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a — KARARLI DAGILIMLARLA FINANSAL RiSK
oLcUMU

Omer ONALAN"
Ozet

Bu ¢alismada finansal kayiplarin, kalin kuyruklua — kararly dagilim
izledigi varsayimi altinda, riske maruz deger(VaR) ve kosullu VaR(ES) gibi farkli
risk 6lcUm yontemlerini kullanarak finansal riski sayisallagtirmaya ¢alisiyoruz.
Ayrica o — kararli dagilim varsayimi altinda elde edilmis risk degerlerini, deneysel
yontem ve normal dagilim varsayimi altinda hesaplanmis risk degerleriyle
karsilastiryoruz. Genelde finansal zaman serileri normal dagilim varsayimina
uymayan yiiksek bastklik ve carpikik ozellikleri gostermektedir. Bu nedenle bu
Ozellikleri de modele dahil etmek icin, finansal variik getirilerini o — karari:
dagilimlar ile modellemek makul bir yaklasim olacaktir. O — kararli dagilim
varsaymi daha guvenilir risk dlgimleri elde etmemize imkan vermektedir. Cinku
& — kararli dagilimlar finansal varlik getirilerine iyi uyum gosterirler. Sonug
olarak Pfizer hisse senedi verilerini kullanarak modelin gecerliligini arastirtyoruz.

Anahtar Kelimeler: o — kararli dagilum, VaR, Kosullu VaR,, Finansal
varlik getirileri,Simiilasyon.

FINANCIAL RISK MEASURE WITH a -STABLE
DISTRIBUTIONS

Abstract

In this study, under the assumption which financial loss follows ¢« — stable
distribution, using the different risk measure methods like Value-at Risk (VaR) and
Expected Shortfall(ES), we study to quantify of financial risk.Besides we compare
risk values which it was obtained with the o — stable distribution assumption and it
was obtained using empirical method and normal distribution method. Generally
financial time series exhibit the features like high kurtosis and skewness that are
incompatiple with the normality assumption. For these reasonthe modelling of
financial asset return series with o — stable distributions will be a reasonable
approach.This assumption also creates more efficient risk measures. Because
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o — stable distributions  represent good fit to the financial asset return data.
Finally we investigate validate of the model using the Pfizer stock return data.

Key Words. « — stable distribution,VaR, Expected shortfall,Financial
asset returns, Smulation.

1.Giris

o — kararli (kararli Paretian) dagilimlar finansal zaman serilerinin
carpiklik ve kalin kuyruk o6zelligini modele dahil edebilme kabiliyetine sahip
oldugundan Mandelbrot(1963) ve Fama(1965) normal dagilima bir alternatif olarak
o — kararli dagilimi bir model olarak énermislerdir’,>.Bu dagilim deneysel verilere
iyi uyum saglamasi yaninda, kararlilik ozelligine de sahiptir. Soyle ki; bagimsiz ayni
sekil parametresi & ya sahip farkli kararli rassal degiskenlerin toplami aymi &
parametresi ile yine bir kararli rassal degiskendir.Kararli dagilimlar bir sinif
ozelligine sahiptirler.Yani,bu sinifa ait herhangi bir dagilim kararli dagiliminkine
yakin ozelliklere sahiptir.Klasik merkezi limit teoreminde; sonlu varyansh rassal
degiskenlerin toplam1 bir Gaussian rassal degiskene yaklagir.Varyansin sonlu olmast
varsayimi kaldirilarak, uygun bir dlgeklendirme yapilmasi durumunda bagimsiz ayni
dagilima sahip rassal degiskenlerin toplami i¢in yegane dagilim kararli paretian
dagilimdir.Normal dagilim kararli dagilimlarin sonlu varyansa sahip olan 6zel bir
durumudur.Sonsuz varyans bir olasilik dagiliminin  kuyruklariyla karakterize

edilebilir.Bir f(X) dagilmi gz oniine alalm, k’nin biiyiik degerleri icin
qul > k)>1/ k? oluyorsa, o zaman varyans sonsuzdur denir.Aslinda k’nin biiyiik

degerlerini diislinerek, dagilimin kuyruklarinda ne kadar Itk bir olasilik oldugu

tizerine yogunlasmis oluyoruz.Kuyruklardaki toplam olasilik ]/ k? den daha blyuk

oldugunda dagilima kalin kuyruklu dur denir.Gergek uygulamalarda varyans gok
biylk olabilir fakat higbir zaman sonsuz olmaz.Sonsuz varyans, asimptotik bir
sonugtur.Kararli dagilimlar bir ¢ok farkl: tipteki fiziksel, ekonomik ve muhendislik
sistem igin model olarak kullanilmaktadir.Ornegin ¢ok sayida kiigiik etkinin bir
sonucu olarak ortaya ¢ikan olaylar, kalin kuyruk ve carpiklik vb. 6zellikler gosteren
kararli dagilimlar kullanilarak modellenebilirler.

Risk ilgilendigimiz finansal pozisyonun oOngorillemeyen gelecek
durumlarin, kazanglar ve kayiplar olarak ifade eden rassal degiskendir. Bu kazang
ve kayiplar rassal bir sekilde gelisirler. Bu gelisimde etkili olan faktorler risk
faktorleri olarak adlandirilan rassal degiskenlerin bir kiimesi ile gosterilirler.Riski
dogru bir sekilde tahmin edebilmek igin 6nce risk faktorlerine ¢ok iyi uyum gosteren
bir istatistiksel dagilim modeli belirlenmelidir.Bu ¢aligmada uygun bir model olarak
o — kararli dagilimi kullanacagiz. Calismamizda, finansal mal getirileri i¢in normal
dagilim varsayimini ¢ok genel bir & — kararli dagilim varsayimu ile yer degistirerek
riske maruz deger ve kosullu riske maruz deger gibi risk dl¢iimlerini hesapliyoruz.
Calisma asagidaki sekilde organize edilmistir.2.kisimda, ¢ —kararli dagilimlarin

! Mandelbrot,B.,”The variation of certain speculative prices”,J.Business,36,1963,394-419.
2 Fama,E.,” The behavior of stock market prices”,J.Business,38,1965,34-105.
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tanim1 ve temel 6zelikleri verilmis 3.Kisimda, Riske maruz deger ve Kosullu VaR
kavramlari kisaca agiklanmis.4. kisimda ise modelin hisse senedi getiri verilerine bir
uygulamasi ele alinmig 5.kisimda ise ¢aligmanin sonucu yer almistir.

2. a —Kararh Dagihimlar

Kararli dagilimlar Paul Levy nin 1920 lerde rassal degiskenlerin toplami
tizerine yapmig oldugu calismalarla ortaya ¢ikmigtir. Bu alana Zolotarev in de biyiik
katkilar1 olmustur.Bu c¢alismada, Zolotarev(1986) nin tanimini kullanacaglz3.
Kararli dagilimlarla ilgili bir diger zengin kaynakta Samorodnisky ve Taqqu(1994)*
dir. & — kararli dagilimlarin olasilik fonksiyonlarinin kapali formda bir gosterimi
mevcut degildir.Fakat bu dagilimlar onun karakteristik fonksiyonu ile uygun bir
sekilde gosterilebilirler.Olasilik yogunluk fonksiyonu karakeristik fonksiyonun ters
Fourier  doniigiimiidiir.Kararli  dagilimlar  farkli  sekillerde  karakterize

edilebilir. o — kararli bir X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
asagidaki sekilde verilir.

o0

j Jexp(—ixt)dt (L)

—0

Genelde bu fonksiyon, basit fonksiyonlar cinsinden ifade edilemez. Burada
¢(t)dag1hm1n karakteristik fonksiyonunu gostermektedir.Yogunluk fonksiyonu,

sonsuz terimli bir polinom fonksiyon olarak diizenlenebilir. Fakat bu defada terim
sayisinin  sonsuz olmast maksimum olabilirlik yonteminin kullanilmasinda
problemler dogurur. Sonug¢ olarak olasilik yogunluk fonksiyonu Zolaterev’in
asagidaki integral gosterimi ile ifade edilebilir.

p(Xa, B, 1,0 =—jexp cos[t(x—j pte tan( J]dt ()
o 2

Fourier integralleri olasilik yogunluk fonksiyonlarini hesaplamak icin her zaman
uygun yontem olmayabilirler. Bu nedenle,yukaridaki sorunun iistesinden gelebilmek
i¢in asagidaki formiilii kullanmak daha uygundur. Eger X # y ise

1
a-1

X —
ai’u 1

[ U.lp.0)expy-

A
20'|a —1| %

p(x: @, B, p,0)= A0, (0,00 @

Eger X= p ise

3 Zolotarev,A., One- dimensional stable distributions,American mathematical
society,Providence,R1.1996.

4 Samorodnitsky,G.,Taqqu,M., Stable non-Gaussian random
pr ocesses.Chapman&Hall,NewY ork.1994
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p(x:a, B, u,0)= %F(ljt %j cos[é arctan(ﬂ tan(%jD (4)

U, (0,60)= Si”(za(w - 3)) & cos(g((a ~p+ as)j
(3] )1 (3]

0= arctan(ﬁtan ﬂjisign(x— )
2 )ra

u=0 ve o=1 ise (X a, IB) (X a, ﬂ) olur. Calismada,
o —kararli rassal degiskeni goéstermek icin X (O‘, ﬁ , ,u) notasyonunu
kullanacagiz.

exp( “Itf* {—lﬂsgn )tan”—;}ﬂytj a#l
#(t) = E(e™ )= (5)
exp(o-|t|{1+ iﬂsign(t)glog|t|}+ iytj ca=1
V4

Kararli dagilimlar 4 parametreye sahiptir. & € (0,2] : kuyruk indeksi ( sekil
parametresi), € [— 1,1] : carpiklik parametresi, & > 0 : skala parametresi 1 € R

:konuslanma(lokasyon) parametresidir. & = 2 olmasi durumunda normal
dagilm elde edilir. @ <2 ise varyans sonsuzdur.c >1 olmasi durumunda
ortalama mevcut olup E(X)=,u olur. Bir o —kararh rassal degiskenin p.
momentinin mevcut olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul & > Polmasidir.Kararh

dagilimlar tek modlu dagilimlardir. @ parametresinin degeri kiiciildiikce, dagilim
merkezi civarinda sivrilesir ve kuyruklar gittikge kalinlagir. ¢ kuyruk indeksi

carpiklik Sl¢iimii olarak yorumlanabilir. Eger f =0 ise dagilm g civarinda
simetriktir. # > O ise dagilim saga ¢arpik 3 < O ise dagilim sola ¢arpik dir. / 'nin

degeri biiyiidiikge carpikhigin degeri de biiyiir. @ — 2 ye yaklasmasi durumunda
[ etkisini kaybeder ve /3 nin degerinin ne olduguna bakilmaksizin dagilim normal
dagilima yaklasir. o dagilimimn genisligini, ¢ da dagilimm modundaki kaymay:

belirler. Aymi ortak o sekil parametresine sahip X; ~ S, (ﬁl,al,,ul) ve

X, ~S, (ﬂz O, ﬂz) gibi iki bagimsiz alfa kararl rassal degisken konviiliisyon
altinda kapalidir; Yani,
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po, + B,0,
O-l + 0-2

a

X1+X2~S( '(O-l"'o-z)]/a’ﬂl"‘,uz} (6)

S,(son(a)s,jdo,au+b) , a#1

Py +b- Sl(sign(a)ﬁ,|aja,ay+ b—zﬁo a|0g|alj a=1
T

(")

Bu sonuclar n tane kararli rassal degisken durumuna genisletilebilir. Eger
Xy X,y X, hepsi ayni Sa(d, £, ,u) dagilimma sahip bagimsiz rassal

degiskenler ise o zaman,

Zn: X, ~S, (0.nj/“,,3, n.,u) (8)

i=1
n d
a#l ise ZXiznl/"’X1+y(n—n]/")
i=1
n d 2
a=1 ise ) X;=nX;+=ofninn
i=1 7z

Konviiliisyon altinda kapalilik, & —kararli dagilimin sonsuz béliinebilir olmasini
gerektirir. Boylece her & — kararli dagilim bir Lévy siirecine karsilik gelir.

2.1 Kuyruk Davranisi

a < 2 olmasi durumunda o — kararli dagilimlarin kuyruklar1 asimptotik
olarak Pareto kanununa uyar.Yania <2 ve X ~§, (1,ﬁ,0) ise X — o
yaklagmasi durumunda;

P(X > x)=1-F(x) > k, L+ 8)x“ ©)
P(X <-x)=F(-x) >k, (1-8)x™“ (10)

1
k, :£2Ix‘“ sinxdx} :il“(a)sin”—a
5 a 2

2.1.1 Kuyruk indeksinin Tahmini

o — kararli rassal degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin birkag
6zel durum disinda kapali formu mevcut olmadigindan, kuyruk indeksi igin tam bir
formiil bulmak miimkiin degildir. Bununla birlikte literatirde kuyruk indeksini
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tahmin etmek icin farkli yaklagimlar mevcuttur. Bunlardan bazilari; maksimum
olabilirlik metodu,érnek karakteristik fonksiyonuna dayanan regresyon metodu,
McCulloch un kuantil metodu vb.dir.Bu yaklagimlarin tiimii incelenen 6rnegin bir
kararli dagilimdan gelmis oldugu varsayimina dayanmaktadir.Eger gozlem verileri
farkli bir dagilimdan elde edilmisse bu yontemler kararlilik indeksini (kuyruk
indeksini) eksik tahmin etmis olacaklardir. & y1 tahmin etmek i¢in yiiksek frekansl
getirilerin kullanilmas1 tavsiye edilir.Ayrica tahmin i¢in ortalamanin uzagindaki
gozlem degerleri secgilmelidir.Aksi takdirde, ¢ indeksi eksik tahmin edilir ve
kararli dagilim sebepsiz yere reddedilmis olur.Bu nedenle, ¢ indeksinin tahmininde
gbzlem verilerinin st %5 lik kisminin veya daha azinimn kullanilmasi uygun
olacaktir.”

Hill Tahmincis

Hill(1975) tam dagilim fonksiyonu hakkinda herhangi bir parametrik varsayimda
bulunmayan, sadece dagilimin kuyruk davranisi ilizerinde yogunlasan bir kuyruk

indeks tahmincisi énermistir.°Dagilimin st kuyrugu 1— F(X) =Cx™* formunda
oldugu zaman, & kuyruk indeksini tahmin etmek i¢in Hill tahmincisi kullanilir.
Xy Xy 400 Xy g0zlem degerleri verilmis olsun. Bu gozlem degerleri asagidaki gibi
biiyiikten kiigiige dogru siralanir. X, 2 X, 2,...,2 X\, Hill tahmincisi en buyiik k

tane sira istatistigine dayanir.

. 1& % )
i :[Eng : j (11)

n=1 Xk+1

Tahmin isleminde kullanilacak esik degeri, k’nm secimi keyfidir.ideal olan sadece
kuyruk bolgesindeki gozlem degerlerini kullanmaktir.Eger k biiyiik segilirse
kuyruktan uzaklasilir, k kiiglik secilirse bu defa da tahmincinin duyarlilig
azalir.Uygulamada genellikle, k’nin farkli degerleri igin hesaplanmis olan a Hill (k)

degerlerinin aynm diizleme ¢izilmesiyle elde edilen grafigin duragan hale geldigi k
degeri esik olarak secilir.

® Weron,R.”Levy stable distributions revised:tail index >2 does not exclude the Levy-stable
regime” ,International Journal of Modern Physics,C,vol.12,n0.2.,2001.

® Hill,B.M.”A simple general approach to inference about the tail of a distribution” ,Annals of
Statistics,3,1975,1163-1174.
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2.2 Smetrik « —Kararh Dagilimin Parametrelerinin Takdiri

Eger bir X rassal degiskeni « —kararli dagilima sahipse, Z = (X — ,u) o
standartlastiriimis kararli degisken olarak adlandirilir.Fama ve Roll (1968,1971) e
bir simetrik o —kararh 1<a <2 ve (ﬂ =0,u= O)daglhmlmn o skala
parametresini agagidaki sekilde tahmin etmistir.

&= Z072 Zo (12)
1.654

Burada 20.72 ve 20_28 sirastyla caligmada kullanilan getiri serisinin kiiglkten

bliyife siralanmasiyla elde edilen serinin %72 ve %28 inci terimlerini
gostermektedir. Deneysel dagilimin konuslanma (ortalama) parametresi £/ ise

gozlem degerlerinin %50 budanmis ortalamasi yoluyla asagidaki gibi hesaplanir.

= Z -n, +1) 13)

Burada Z siralanmig getiri degerlerini, N de 6rnek hacmini géstermektedir.

n, =tam(0.50x N/2), n, = N —tam(0.50x N/2)

tam( ): fonksiyonu parantez igerisindeki ifadenin tamsay1 kismini1 gostermektedir.
o karakteristik iissiinlin tahmini i¢in dnce, asagidaki istatistik hesaplanir

- Zyos — 2
Roae = 2282004 (0,827) (14)
Zy72 — Lo
Genel olarak ifade etmek gerekirse,
R
g, =Lt A (15)
20

seklinde tanimlanir. Ornek ¢ap1 N icin Zf ,(. f )(N +1) inci sira istatistigidir.

Sonug olarak F standartlagtirilmig  kararli degiskenin kiimiilatif dagilim
fonksiyonunun tersi, )A(_f de karst gelen yogunluk fonksiyonunun ( f ) yizde birlik
diliminin tahminidir. Fama ve Roll(1971),calismasinda bu fonksiyona ait tablolar
verilmigtir. Uygun ¢ tahmin degeri, hesapladigimz Xo9 degerine tablodan

" Fama,E.F.,Roll,R.,”Some properties of symmetric stable distributions”,Journal of the
American statistical association,63,1968,817-36

8 Fama,E.F., Roll,R.,”Parameter estimates for symmetric stable distributions”,Jour nal of
American Statistical Associate,66,1971,331-38.
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karsilik gelen deger secilerek belirlenir. Dagilimin simetrik oldugu hipotezi altinda,
%5 anlam seviyesinde garpiklik igin giiven aralig1 asagidaki gibi belirlenir.’

0.50x N +1.96,/N/4 (16)
2.3 McCulloch Metodu

Fama ve Roll metodu basit olmasina ragmen « V€ o mnin tahminlerinde kiguk
asimptotik yanliliga sahiptir. McCulloch (1986) Fama ve Roll’un metodunu
gelistirmistir. ¢ € [0.6,2] ile dort parametrenin tiimii icin tutarli tahminciler elde

etmistir. 10 X Xy peeny X bir Sa (G, ﬁ , ,u) dagilimindan elde edilmis olan bir rassal
ornek olsun.

9 = XO 95 XOOS (17)

a
075 X025

olarak tanimlanmustir. 19a , ‘9(1 nin 6rnekten karsilik gelen degeridir.

9. = Xo95 T Xo05 — 2X0.50

; (18)

Xo95 ~ Xo0s

4 ve 19ﬂ nin her ikisi de (¢ V€ o dan bagimsizdir. Sﬁ istatistigi 19ﬂ nin

a
tutarl bir tahmincisidir. Save&lﬁ , & ve [ nin fonksiyonlaridir. Bu iligkinin tersi

alinirsa,

a:(ol(‘ga"gﬁ) ﬂ:(Dz('ga"gﬂ) (19)
elde edilir. ,9avel9ﬂ nin Ornekten hesaplanan degerleri tabloya yerlestirilerek
a ve ,é degerleri elde edilir.Asagidaki tablo 1, §,ved, nin fonksiyonu olarak
o 1, tablo 2, l9ave.9ﬂ nin fonksiyonu olarak S y1 gostermektedir. Tablo 3
ise @, (a p ) nim bir fonksiyonu olarak,

9 XO 75 XO 25 (20)

[
(e}

® Fielitz,B.D.,”Futher results on asymmetric stable distributions of stock prices
changes”,Jour nal of financial and gantitative analysis,march,1976,39-55.

10 McCulloch,J.,H.,”Simple consistent estimators of stable distribution
parameters”,Commun.Statist.Simulation,15(4),1986,1109-1136.
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nin davranigini gosterir. ¢ nin tahmini asagidaki gibi verilir.**
o= L(—IBET (21)
Tablo21l a = qpl(Sa 9y ) = gol(Sa ,—Sﬂ)
‘9ﬁ
9, |00 01 02 03 05 07 1
2,439 | 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
2500 | 1,916 1924 1924 1,924 1,924 1,924 1924
2,600 | 1,808 1,813 1829 1,829 1,829 1,829 1,829
2,700 | 1,729 1,730 1,737 1,745 1,745 1,745 1,745
2,800 | 1,664 1663 1,663 1,668 1676 1676 1,676
3,000 | 1,563 1,560 1,553 1,548 1,547 1,547 1,547
3,200 | 1,484 1,480 1471 1460 1,448 1,438 1,438
3500 | 1,391 1386 1,378 1,364 1,337 1,318 1,318
4,000 | 1,279 1273 1,266 1,250 1,210 1,184 1,150
5000 | 1,128 1,121 1,114 1,101 1,067 1,027 0,973
6,000 | 1,029 1,021 1,014 1,004 0,974 0,935 0,874
8,000 | 0,896 0,892 0,887 0,883 0,855 0,823 0,769
10,000 | 0,818 0,812 0,806 0,801 0,780 0,756 0,691

15,000 | 0,698 0,695 0,692 0,689 0,676 0,656 0,595
25,000| 0,593 05590 0,586 0,586 0,579 0,563 0,513

A

Tablo22 f=0,(%,.95)=-0,(9,~%)

9 5

a
000 010 020 030 05 07 1,00

2,439 | 0,000 2,160 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
25 0,000 1,592 3,390 1,000 1,000 1,000 1,000
2,6 0,000 0,759 1,800 1,00 1,000 1,000 1,000
2,7 0,000 0,482 1,048 1,694 1,000 1,000 1,000
2,8 0,000 0,360 0,760 1,232 2,229 1,000 1,000
3.0 0,000 0,253 0,518 0,823 1,575 1,000 1,000
3.2 0,000 0,203 0,410 0,632 1,244 1,906 1,000
35 0,000 0,165 0,332 0,499 0,943 1,560 1,000
4@ 0,000 0,136 0,271 0,404 0,689 1,230 2,195

1 \Weron,R.,”Performance of the estimators of stable law parameters”,Hugo Steinhause
Center,Wraclaw University of Technology,Research Report HSC/95/1,1995.
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5,0 0,000 | 0,109 | 0,216 | 0,323 | 0,539 | 0,827 | 1,917

6,0 0,000 | 0,096 | 0,190 | 0,284 | 0,472 | 0,693 | 1,759

8,0 0,000 | 0,082 | 0,163 | 0,243 | 0,412 | 0,601 | 1,596

10,0 | 0,000 | 0,074 | 0,147 | 0,220 | 0,377 | 0,546 | 1,482

15,0 | 0,000 | 0,064 | 0,128 | 0,191 | 0,330 | 0,478 | 1,362

25,0 | 0,000 | 0,056 | 0,112 | 0,167 | 0,285 | 0,428 | 1,274

Tablo23 9, = py(a, B)=9;(a,—p)

a 0,00 0,25 0,50 075 1,00
20 |1,908 1,908 1,908 1,908 1,908
19 |1,914 1,915 1,916 1,018 1,921
18 |1,921 1,022 1,927 1,04 1,047
17 |1,927 1,930 1,943 1,961 1,987
16 |1,933 1,940 1,962 1,997 2,043
15 |1,939 1,952 1,988 2,045 2,116
14 |1,946 1,967 2,022 2,106 2,211
13 |1,955 1,984 2,067 2,188 2,333
12 |1,965 2,007 2,125 2,294 2,491
11 |1,980 2,040 2,205 2,435 2,696
10 |2,000 2,085 2,311 2,624 2,973
09 |2,040 2,149 2,461 2,886 3,356
08 |2,098 2,244 2,676 3,265 3,912
07 |2189 2,392 3,004 3,844 4775
06 |2337 2,635 3,542 4,808 6,247
05 |2,59 3,08 453 6,64 9,14

2.4 o —Kararh Rassal Degiskenin Simiilasyonu

o — kararli dagilimlarin kiimiilatif dagilim fonksiyonlarimin tersi F - icin analitik
bir ifade mevcut olmadigindan, kararli dagilimlarin simiilasyonu biraz zordur.

Bununla birlikte Weron(1996), X ~S, (1,,3,0) icin agagidaki algoritmayi
vermistir. *2

. (— 7[/ 2,7[/ 2) araliginda diizgiin dagilmis bir V rassal degiskeni
tiiretilir. Bundan bagimsiz olarak, ortalamasi 1 olan bir iistel dagilimdan bir baska

W rassal degiskeni tiiretilir.

« a#1licin

12 \Weron,R.,”On the Chambers-Mallows-Stuck method for simulating skewed stable random
variables”,Stochastic and Probability L etters,28,1996,165-171.
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(l-a)

X=i4 sinaV -¢& closaV (cos(l—a)v —fsin(l—a)vja -s,L50) @)
(cosV )a W
To
E=-p4 tan(Tj
e a=1igin
5 Zweos(V)
X=—-+(£+ﬂv}m$0—ﬁm-l————— ~S(15,0) (23)
T 2 T
E+ﬂV

U, ve U, (0,1) araliginda diizgiin dagilmus iki bagimsiz rassal degisken olmak
uzere,

V=7T(Ul—%j ve W=-InU, (24)

Degiskenleri kolayca tiiretilebilir.Bir standart ¢« —kararli degiskenin degerleri
simiilasyon yontemi ile tiiretildiginde, &, #,0Veu parametrelerinin herhangi bir

degeri icin o — kararli degiskenler asagidaki doniistimler kullanilarak kolayca
taretilebilir.

Eger X ~S,(1,4,0) ise
a#l icin Y=u+0oX (25)

a=1licin Y=u+oX +£,Blog(a) (26)
p/a

Seklinde tammlanan Y rassal degiskeni Y ~S, (O‘, £, ,u) dagilmigtir.
3. Finansal Risk Olguimleri

Riski modellemek icin genelde olasilik teorisinden faydalanilir. Riskleri yani bir
finansal pozisyonun negatif getirilerini X rassal degiskeni ile gdsterecegiz. Riskler
ilgilenilen evrenin ongdrulemeyen gelecek durumlarini, kazanglari ve kayiplart
gosteren degerlere tasvir eden rassal degiskenlerdir.Bir rassal degisken igin

deneysel dagilm fonksiyonu su sekslde tamimlanir. Bir X rassal degiskenin
Xy X,y X, gibi dézlenmis olan n-tane getiri degeri i¢in deneysel kiimulatif

dagilim fonksiyonunu F | ile gosterelim. Bu dagilim asagidaki gibi tanimlanur.

559



Dog. Dr. Omer ONALAN

F0)=23 01X, <1) @)

X ler bilinmeyen F(X) dagilimindan ¢ekilmis bagimsiz rassal degiskenlerdir.

I
Glivenko-Cantelli teoreminden,

limsup |F, (x)- F(x) =0 (28)
n—oo xeR
esitligi hemen her yerde saglanir. Bu durumda F dagilmimin p kuantili F 7l(p)
asagidaki sekilde tahmin edilir.
=1 i

F'(p)=X,, pe(—,—j (29)
' n'n

Gozlem degerleri, X, ; < X, <...< X seklinde siralanmstir

3.1 Riske Maruz Deger (VaR)

VaR(Value-at-Risk) finansal kurumlarin ticari portfoylerinin maruz kaldigi piyasa
riskini degerlemek i¢in kullandiklar1 basit bir risk Sl¢limiidiir.VaR 06l¢timii, verilen
bir giiven seviyesi ile sinirlt bir yatirim periyodunda,beklenen en kotii kaybi tek bir
say1 ile Ozetler.Bir finansal pozisyonun P giiven seviyesindeki maruz kaldig1 piyasa

riskinin degeri, kayiplarin F  kiimiilatif dagilim fonksiyonunun p kuantili olarak
asagidaki gibi tammlanir®®

VaR, (X)=inf{xe R; F(x)=p} (30)

Giiven seviyesi p icin tipik olarak, p e {0.90,0.95,0.99} degerleri segilir.Su
halde VaR hesabindaki o6nemli bir konu kazan¢/kayp  dagiliminin
belirlenmesidir.RiskMetrik tarafindan 6nerilen modelde bu kazang/kayip dagiliminin
Gaussian oldugu kabul edilmistir.Bu hipotezin temel sonucu sudur; VaR degeri,
portfoyiin standart sapmasi,verilen giiven seviyesinin bir fonksiyonu olan bir sabitle
carpilarak belirlenir.

3.1.1 Normal Riske Maruz Deger (VaR)
+ X ~ N(0,0%) oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
VaR (X)=0c2, (31)

1 n
o’ = —1 X, o’ icin bir asimptotik giiven aralig1 asagidaki gibi verilir.
n—-1%

13 Jorion,P.,Value at Risk : the New Benchmark for M easuring Financial
risk.McGraw-Hill,New York,2001.
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e X ~ N(,u,az)ise VaRp(X):02p+y (32)
3.1.2 Deneysel VaR ve Kosullu VaR

Bagimsiz  hepsi F dagilim fonksiyonuna sahip X, X,,..., X, rassal

n

degiskenlerinden elde edilmis X, X,,..., X, gozlem degerlerine sahip oldugumuzu

kabul edelim. Fn(X) deneysel dagilim fonksiyonu ve qp(Fn) de kuantil

fonksiyonu olsun. Eger X,X,,..., X, 6megini X, 2 X, =...2 X, seklinde
siralarsak o zaman deneysel kuantil agsagidaki gibi olur.
VaR (X)=§,(F)= Xnp(Jin (33)

Kosullu VaR 1n deneysel tahmini ise agsagidaki gibidir.

(Inp|}+1
. X, o
ES,(F)= _H_]L:‘a +1k’ (34)

Diger bir deyisle, en biyik Unp|]+1 tane  gbzlem  degerinin
ortalamasidir.Yukaridaki tahminlerin giivenilirligi P gliven seviyesine ve gdzlem
sayisina baglidir.Gliven seviyesi p i¢in kosullu VaR (ES) asagidaki gibi tanimlanir.

ES,(X)=E(X| X >VaR (X)) (35)

3.2 Kararh VaR

Menkul kiymet getirilerin ¢ — kararli bir dagilim izledigi varsayimi altinda, VaR

hesabi normal durumdakine benzerdir. Tek degisiklik burada Z, kuantili

standartlastirilmis kararli dagilimdan tiiretilmistir. Ayrica o da kararli dagilimdan
tahmin edilmis olmalidir. Kisa siireli yatirimlar i¢in beklenen getiri 4 = 0 olarak
alinabilir.Bu durumda,

VaR,(X)=0c2z (36)

p
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Birbirleriyle iliskili mallarin diigiiniilmesi durumunda, Risk Metrik yaklagimi1 uygun
olmamaktadir. Bu nedenle Rachev et.al(2000)** kararli rassal degiskenler icin
asagidaki algoritmay1 dnermistir.

a) Portfoydeki her bir mal icin < ,fB 7 4 ,i=12..n
parametrelerini tahmin edilir.

b) Varyans-Kovaryans matrisi Z , tahmin edilir.
c) N (0, Z z ) ¢ok degiskenli normal dagilimindan

Z= (ZLZ2 - Zn)’ rassal degiskenleri turetilir.
d
d) X =S, (B,1,0) kararl rassal  degiskenlerinden

2
(Xl y Xy X, ) gibi n tane rassal degisken tiiretilir. Burada,

1 _i 2 i
B = 2(k | )a‘ £ (cos(”f‘ Dai i=12..n

2
O'ZI

d
€) R(l) =X, Z; i =12,..n degerlerini olustur

!

f) (Rl(?'), Réz) - R,gz) ) vektorii olusturulur. Burada
1

R(Z)isai(k(k“' @ g [Lk)p ,oj i=12,.n

g) Portfdy getirileri hesaplanir.

R, =3 w RY+>w RY
i=1 i=1

h) c-g adimlari tekrar edilerek simiile edilmis degerler tiiretilir.

1) Simiilasyondan elde edilmis degerler kiigiikten biiyiige dogru siralanir.

VaR degeri, siralanmis serinin (pN). inci terimidir.N simiilasyondan elde edilmis
deger sayisini gostermektedir.

“Rachev,S.,Schwatz,Khindanova,|.”Stable modeling of credit risk”.Technical
report.Anderson school of management.Department of finance,2000.
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3.2.1 Kararh Kosullu VaR

Xin kararlh dagilima sahip oldugu varsaymmi altinda, kosullu VaR agagidaki
integral gosteriminden elde edilir. Eger X bir standart kararli dagilima sahipse,

ES, ( NaR )‘ j¢ exp( ’VaR )| (X)de(37)

T1-

#(x) = sin(a(c+ X)-2X)  acos® X

sinfa(c+x) sin®(a(c+x)
9(x) = cos 1 (a C)(sin = ] cos (e )+ (c~1)x)

a(c+x)) COS X

¢ = Larctan (— sign(VaR, (X)) 4 tan (ﬂza D

a

Genelde Y ~ S, (a,,B,,u) icin Y ~o X + u olacagindan
ES,(Y)=0ES,(X)+ u (38)

3.3 Ortalama VAR

Kuyruk olasilig1 p olan ortalama VaR (OVaR), VaRp(X) den daha buyuk olan

VaR larin ortalamasi olarak tanimlanir.

1
OVaR, (X )= ﬁ [VaR (X )dt (39)

VaR,(X)=F.!(p)=F'(L- p)
OVaRp(X)=VaRp(X)+ﬁ El(x —var (X))"| o)

3.3.1 Deneysel Ortalama VAR

* X Xppees Xy, U, 15,00, T, zamanlarinda gézlenmis kayip degerleri olsun.

+ Kayip degerleri, X < X(z <..< X(n gibi artan sekilde siralanir.

* p kuyruk olasili ile kayiplarin ortalama VaR’1 asagidaki gibi hesaplanir;
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1 [1 np
OVaR,(X)= m(; DI (% - p} X([np])] (a1)

=[np]

VaR ve OVaR degerleri {%90,%91,...,%99} giiven seviyeleri i¢in hesaplanir.
3.4 Hurst Analizi

Hurst Usteli, kaos fraktalar ve finans vb. gibi bir ¢ok farkli alanda kargimiza
¢ikmaktadir. Hurst Usteli, bir zaman serisindeki uzun vadeli bagimlhilig1 karakterize
etmek i¢in kullanilan 6zet bir 6l¢timdiir. H Hurst tisteli degisik yontemlerle tahmin

edilebilir. Asagida R/ Sanalizine dayanan bir yontem verilmektedir'®.Yéntem
olarak asagidaki gibi 6zetlenebilir:

* X, X,,..., Xy gibi N tane gozlem degeri verilmis olsun.

. X:%ZN:xi 6:\/&2’\':(& —2)2

i=11 i=1

* Her bir gézlem degerinden gézlem ortalamasi ¢ikartilarak, seri, normallestirilir.
=% -X ,k=12,..,N

* Asagidaki kismi toplamlar serisi olusturulur.

n
xn = Z rk
k=1
* Kismi toplamlar serisinin maksimumu ve minimumu hesaplanir
Y, =mak(X,:1<n<N) Y,=min(X,:1<n<N)

* H Hurst iisteli agsagidaki gibi hesaplanir.

Hot Iog(Yl _Yzj 42)
logN o

Burada, H E(O,l) dirr. H =0.5 icin siirecin rassal yiiriiyiis, H > 0,5 icin

kalici(uzun vadeli bagiml) ve H < 0.5 ise ortalamaya donme davramsi gosterdigi
sOylenir. Fraktal boyut bir yiizeyin priizliilliigiinii veya bir serideki dalgalanmayi
ifade eder.H Hurst iisteli ile fraktal boyut arasinda asagidaki sekilde bir iliski
mevcuttur. d =2—H , Eger d =2 ise hisse senedinin rassal olarak hareket
ettigi, 1.5<d <2 ise cok oynak oldugu, 1< d <1.5 ise de hisses senedinin
dogrusal tarzda hareket ettigi sdylenir.

%8 Hurst,H.E. “Long —term storage capacity of reservoirs”, Trans.Amer.Soc.Civil
Eng.,116,1951,770-799.
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4. Uygulama

Calismanin  bu bolimiinde, dnceki boliimlerde aciklanan modelleri test
etmek amaciyla deneysel sonuglar1 arastirtyoruz. Bu deneysel calismalar icin Pfizer
hisse senedinin 22.02.2005 - 22.02.2010 tarihleri arasindaki giinlilk kapanis
fiyatlarini1 kullaniyoruz. Veriler Yahoo finans web sitesinden derlenmistir.

Burada fiyatlardan ¢ok getiriler ile ¢alisacagiz. Ciinkii getiriler, yatirim
performansini,  kullanilan  skaladan  bagimsiz  olarak  6lgme  imkam
vermektedir.Giinliikk verileri kullanmamizin iki temel nedeni vardir.Bunlardan
birincisi, uygulamada genellikle VaR ve iliskili risk olguimleri glnliik bazda
hesaplanmaktadir.ikincisi de asimptotik sonuglara ulasmak icin daha cok veri
kullanma gereksinimidir. Giinliik logaritmik getirileri ele aliyoruz. Logaritma
sayesinde, c¢ok periyotluk bir getiriyi, bir periyotluk getirilerin toplamina

donistirme imkanina kavusuruz. P, : Endeksin(veya hisse senedinin) gtinluk
kapanis fiyatini, St de bir finansal malin veya bir portfoyiin t zamanindaki
logaritmik degeri gostermektedir. S, =109 P, olarak tanimlanmustir. [t,t-i-l]
zaman periyodunu goz Oniine alalim. Periyodun sonundaki S1 .1 degerini simdiden

bilemeyiz. Ancak kazang ve kayip dagilimi olarak S,; —S nin dagilimim
bilebiliriz. Calismada asagidaki sekilde gosterilen kayiplar la ilgilenecegiz.

Xt+l = _(34—1 - Sl): _(In I:)t+1 —In P[) (43)

Boylece pozitif getiriler kayiplari, negatif getiriler ise kazanclar1 gosterecektir.
Uygulamada gozlem degerleri olan getirilerin {Xt}tn:l Jiimiilatif  dagilim

fonksiyonu F olan bir dagilimdan alinmis bagimsiz rassal degiskenlerin bir drnegi
oldugunu kabul edecegiz.

Tablo 4.1 Pfizer hisse senedi kapanis fiyatlari

35

30

2 b Mv‘wmw" [— Kapans]
0 L W,

15 Y

10

j
|

5

[¢]

22.02.2005

22.05.2005

22.08.2005
22.11.2005
22.02.2006 1
22.05.2006 1
22.08.2006 1
22.11.2006
22.02.2007
22.05.2007
22.08.2007 1
22.11.2007
22.02.2008
22.05.2008 1
22.08.2008
22.11.2008
22.02.2009 A
22.05.2009
22.08.2009
22.11.2009

Tablo 4.2 Pfizer hisse senedinin normallestirilmis kayiplari
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15%

——Kay plar

10%

5%

0%

-5%

-10% &

2.05.2005
2.08.2005 1

u
q
q
q
D
q

2.02.2006 4

2.05.2006 1

2.08.2006 1
2.11.2006 1
2.02.2007 4

2.05.2007 A
2.08.2007

2.11.2007 4
2.02.2008
2.05.2008
2.08.2008 -
2.02.2009 5
2.05.2009 -
2.08.2009
2.11.2009 1

-15%

22.11.2005 -

22.11.2008 7

Tablo4.Normallestirilmis kayip degerleri i¢in 0zet istatistikler. basikliklar
(basiklik-3) seklinde hesaplanmistir

Ortalama Std.Sapma Carpikhik Basiklik

PFIZER

0.000323 | 0.0172

l02030  [7.0762

Sekil 4.1 Pfizer normallestirilmis kayiplar

20.00%

18.00% T

16.00% T

14.00% T

12.00% T

10.00% T

8.00% T

6.00% T

4.00% T

2.00% T

0.00% -

-7% -6% -5% -4% -3% -2% -1% 0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7%

O Normal
= Frequency

Analizler sonucunda ¢arpiklik ve basikligin normal dagilimdan farkli oldugu

gorilmektedir

Tablo 4.4 Standartlagtirilmig getirileri i¢in simetrik kararli dagilimin
parametre tahmini

Parametre

a

N

o

i

A

L (%95 Given araligy)

Pfizer

1.42

1.0062

0

(0.22305- 0.391043)

Tablo 4.5 McCulloch yontemi kullanilarak kararli dagilim dagilimin
parametre tahmini

Parametre

A A

H p

Pfizer

1.534

0.846

-0.03823 | 0.229
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4.1 Varyansin Yakinsakhiginin Testi

Sonsuz varyansli bir X rassal degiskeninin deneysel varyanslar kiimesi iraksak
olmalidir. X, X, ,..., Xy X rassal degiskeninden alian bagimsiz aym dagilima

sahip rassal degiskenler olsun. N <oo Ve Xilk n tane rassal gézlem degerinin
ortalamasi olsun.Bu durumda deneysel varyanslar asagidaki gibi tanimlanir:

13 -
Srf = EZ(Xl - X)2 , 1<n< N Eger bir dagilim sonlu varyansa sahipse o
i=L

1 n

zaman N — oo yaklastiginda, _Z(Xi - X)2 —> C olacak sekilde sonlu bir C
i=1

sabiti meveut olmalidir. @ =2 olmasi durumunda, dagilim £ = 0 ortalamast ile

Gaussiandir ve varyans &> = 2 ile sonludur. Bu durumda E(S§)= o’ =2 ve

2 2(0' 2) 8 . . N
Var(S; )= —1 = 1 olur. Aksi takdirde getiri serisi sonsuz varyansli olur.
n-— n-—

o < 2 ile Gaussian olmayan kararl dagilimlar igin S,f raksak olmalidir.

Sekil 4.2 Getirilerin i¢in varyansin zamana gore degisimi

Varyansin Degigimi

3.5
3 >
B 25
B
2 29
e
@ 15
s
1
=
0.5
o]

1 117 233 349 465 581 697 813 929 1045 1161

n degerleri

Aciklama: Belirli bir Xl, Xz,..., X
fonksiyonundan ¢ekilip ¢ekilmedigini test etmek igin verilerle F olasiligini ayni
grafikte diisiiniiriiz. X(l) < X(z) <..< X(n) sirali Ornegi icin, asagidaki esitlik

, veri kiimesinin belirli bir F dagilim

saglanir.

E(F(X(i)))=ﬁ ,1=12,...,n. Sonug olarak, ni+1 e karst F(X(i)) nin

af i
grafigini ¢izeriz. Cok daha genel olarak, X(i) ye kars1 F 1(—:J in grafigi
n+

cizilir. Eger elde edilen grafik lineer degilse, bu 6rnek verilerin F dagilimindan
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¢ekilmemis oldugunu gosterir. Bunun anlami sudur; veriler muhtemelen sonsuz
varyansh bir dagilima aittir.*®

Sekil 4.3 Tablo Pfizer hisse senedi getirilerinin (Q-Q) grafigi

; Z /,,/ L
Z
T =
Tablo 4.6 Pfizer getirileri i¢in VaR hesab1
VaR | Tarihsel Normal Kararh
1Gun | 10Gun | 1Gun | 10Gun | 1 Gun | 10 Gin
0.90 | 1.752 | 5.706 2.298 | 7.266 1.723 | 5.445
0.95 | 2536 | 7.379 2.832 | 8.954 2,515 | 7.952
0.99 | 4675 | 14.858 | 4.005 | 12.664 | 6.512 | 20.593
Tablo 4.7 kosullu VaR hesabi
Kosullu Deneysdl | Kararh
VaR (ES) | (1gln) (1 gin)
%90 2.991914 | 2.935724
%95 4.03937 | 4.014016
%99 6.989656 | 8.552592

16 Daniel.C.,Application of statistics industrial experimentation, Wiley&Sons, NewYork,
1976.
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Sekil 4.4 Pfizer hisse senedi getirileri icin Hill tahmincisi

Hill tahmincisi

12

10

Alfa
o
L—

(o] 10 20 30 40 50 60

r

Sekil 4.5 Standartlastirilmig gergek getiriler ve simiile edilmis standartlagtirilmig
kararl getirilerin kargilastirilmasi

Gergek ve Tahmin

—— Tahmin

frekans

—— Gercek

getiri

4.2 Kararh Getirilerin Risk Ol¢iimleri Uzerindeki Etkisi

Buradaki amacimiz, getirilerin bir kararli dagilim izledigi varsaymmi altinda risk
Olciimlerinin dogrulugunu arastirmaktir. Kiyaslama yapabilmek icin kararli risk
Olciimleri ve uygulamada standart olarak kullanilan Gaussian varsayima gore
hesaplanmus risk Slgiimleri kullamlmustir. Ik olarak tarihsel getirileri kullanarak
deneysel risk 6l¢iimlerini hesapliyoruz. Sonrada modeli kullanarak risk élgtimlerini
hesapliyoruz. Kararli ve Gaussian risk dl¢limlerinin her ikisinin de dogrulugunu
asagidaki yanlilik 6l¢imiine gore karsilastirtyoruz.

Yanlilik = (Model degeri-Deneysel deger)/Deneysel deger

Yukaridaki formiilde model degeri kararli ve Gaussian risk olgiimleri,Deneysel
deger ise gergeklesmis getirilerden hesaplanan risk dl¢timiidiir. Yanlilig: kiigiik olan
Olciim daha dogru bir Sl¢iim olacaktir.Hesaplanan yanlik Olg¢iimlerinin mutlak
degerleri alinir ve hangisinin daha kii¢iik olduguna bakilir.Riskten kacan yatirimeilar
pozitif yanlilig: tercih ederler.Yanlilik sonuglar1 asagidaki tabloda 6zetlenmistir.
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Tablo4.8 VaR olglimiindeki yanlilik sonuglari

Yanhhk

Pfizer Deneysdl Gaussian

1gin 10 gin 1 gin 10 gin

%90 | -0.01655 | -0.04574 | 0.311644 | 0.273396
%95 | -0.00828 | 0.077653 | 0.116719 | -0.11191
%99 | 0.392941 | 0.385987 | -0.14332 | 0.626105

Kararli yanliligin mutlak degeri genelde Gaussian yanliliktan daha kiigiik
olmaktadir. Buradan da ¢ -kararli modelin Gaussian modele gore daha dogru VaR
sonuglar1 verdigini soyleyebiliriz. ¢ -kararli model dagilimin g¢arpikligimi ve kalin
kuyruklarint kontrol edebilme kabiliyetine sahip oldugundan bu model VAR ve
diger VaR tabanl risk dlgiimlerini tahmin etmek icin uygun bir modeldir. ¢ — 2
yaklastiginda dagilim normale yaklagmakta ve riskin hesaplanan degeri
kicllmektedir.

Tablo 4.9 Hurst Usteli ve fraktal boyut tahmini

H Hurst tsteli | d Fraktal boyut

Pfizer 0.523058 1.476942

Pfizer hisse senedi getirileri icin 1< d <1.5 kosulu saglandigin dan getirilerin
dogrusal tarzda hareket ettigi soylenebilir.

Tablo 4.10 Deneysel ortalama VaR tahminleri
Pfizer %90 %95 %99

D.Ort.VaR | 5.14465 | 11.71705 | 68.31564

5. Sonug

Caligmada, kalin kuyruklu ve g¢arpik bir karaktere sahip finansal mal
getirilerinin bir o — Kararl dagilim izledigi varsayimi altinda, VaR, Kosullu VaR ve
ortalama VaR gibi risk olcimlerini tahmin ettik. Modelin Pfizer hisse senedi
getirilerinin deneysel verilerine uygulanmasi sonucunda « — Kararli dagilim
modelinin getirileri iyi bir sekilde temsil ettigini gorduk. Riski dogru bir sekilde
tahmin edebilmek i¢in risk faktdrlerinin gelisimini idare eden modelin dogru bir
sekilde belirlenmesi son derece onemlidir. Risk kazang¢/kayip dagilimmin kuyruk
kisminda yer alir.Su halde risk dl¢iimil i¢in uygun bir model kuyruklari iyi bir
sekilde kontrol edebilen model olacaktir.Kararli yogunluk fonksiyonlar1 kayip/
kazang dagilimlarini iyi bir sekilde temsil edebilen en genel dagilimlardir.
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