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AYARLAMANIN D�SKR�M�NANT ANAL�Z�NDE HATA 
ORANLARINA ETK�S�

Hayrinisa DEM�RC� B�ÇER* Cemal ATAKAN**

ÖZET

Bir çok istatistiki analizde oldu�u gibi, Diskriminant Analizi�nde de de�i�ken 
say�s� p , örneklem hacimleri in � �1, 2, ,i g� �  olmak üzere in p�
oldu�unda, örneklem varyans-kovaryans matrisinin tahminleri büyük 
de�erler olmakta ve örneklem varyans-kovaryans matrisi singüler 
olmaktad�r. Bu problemi çözmek için Friedman (1989) Ayarlanm��
Diskriminant Analizi�ni (Regularized Discriminant Analysis) önermi�tir. 
Ayarlanm�� diskriminant analizinde, örneklem varyans-kovaryans matrisi 
daraltma parametresi ile tekrar elde edilir. Bu çal��mada, in p� oldu�u
durumda, simülasyon çal��mas� ile hata oranlar� bak�m�ndan Ayarlanm��
Diskriminant Analizi ve Lineer Diskriminant Analizi kar��la�t�r�lm��t�r.

Anahtar Kelimeler: Ayarlanm�� diskriminant analizi, Diskriminant analizi, Hata oran�.

1. G�R��

Diskriminant analizi, üzerinden ölçüm al�nan bir birimin sonlu say�da bilinen farkl�
kitlelerden birine atanmas�n� gerçekle�tiren istatistiksel bir teknik olarak tan�mlan�r. Bu 
atama i�lemi yap�l�rken birimin ald��� gözlem de�erine göre ait oldu�u kitleden farkl�
bir kitleye atand���nda, bir hata yap�lm�� olur. Diskriminant analizinde bu hataya, hata 
oran� ya da hatal� s�n�fland�rma olas�l��� denmektedir. Diskriminant analizinde amaç, 
atama i�lemini minumum hatayla yapmakt�r (Atakan, 2003). 

1, , g� ��   birbirinden farkl� g  tane kitle olmak üzere, � �1 2, , , pX X X X �� �  birey 

üzerinde ölçümlere kar��l�k gelen p  boyutlu rasgele vektörü i� � �1, ,i g� �

kitlesinden ise X �in ortak olas�l�k yo�unluk fonksiyonu � �;i if x �  biçiminde gösterilir. 
Burada, i�  parametre vektörüdür. 

X �in ald��� de�erler p  boyutlu pR  örneklem uzay�nda olmak üzere, s�n�fland�rma 
i�lemi bu uzay� 1

p
gB B R� � ��  ve i jB B� �� i j� , 1, ,i j g� �  olan g  tane 

bölgeye ay�r�r. E�er X �in gözlem de�eri kB  bölgesinde ise, bu gözlemin yap�ld���
birim k�  kitlesine atan�r, � �1, ,k g� � .
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oldu�unda x  gözlemi .i  s�n�fa atan�r. Burada, i�  birimin .i  kitleye ait olmas� olas�l���
(önsel olas�l�k)d�r. iX  rasgele vektörü i�  ortalama vektörü ve �  varyans-kovaryans 
matrisine sahip p  de�i�kenli  

� �
� �

� � � �11
2

2 1 2
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2
i ix x

i pf x e
� �

�

��� � � �
�

�

normal da��l�ma sahip olsun � �1, ,i g� � . Bu durumda, (1) e�itli�i ile verilen optimal 
s�n�fland�rma fonksiyonu 

� � � � � �1 ln 2 lni i i iD x x x� � ���� � � � � � �
          (2)

ile verilir. i�  ve �  parametreleri  genelde bilinmedi�i için örneklemden elde edilen 
tahmin edicileri kullan�l�r. Bu parametrelerin örneklemden elde edilen tahmin de�erleri 
s�ras� ile ix  ortalama vektörü ve S  birle�tirilmi� örneklem varyans-kovaryans matrisi 
olmak üzere örneklemden elde edilen optimal s�n�fland�rma fonksiyonu 

� � � � � �1 �� ln 2 lni i i iD x x x S x x S ���� � � � �           (3)

olarak elde edilir. Bu ifadeye Fisher�in örneklem lineer diskriminant fonksiyonu denir. 
(Mkhadri, 1995). �

i� , birimin .i  kitleye ait olmas� olas�l���n�n tahmin edicisidir.  

De�i�ken say�s� p , örneklem hacimleri in �den � �1, 2, ,i g� �  büyük oldu�unda,
örneklem varyans-kovaryans matrisinin elemanlar�n�n tahmin de�erleri büyük de�erler
olmakta ve örneklem varyans-kovaryans matrisleri singüler olmaktad�r. Di Pillo (1976), 
Campbell (1980) ve Peck ve Van Ness (1982) birle�tirilmi� örneklem varyans-
kovaryans matrisinin yans�z tahmin edicisi S �nin yerine, S �nin özde�erlerinin 
daralt�lmas� ile elde edilen yanl� bir tahmin ediciyi kullanmay� önermi�lerdir. Bu 
durumda birle�tirilmi� örneklem varyans-kovaryans matrisi S �nin elemanlar�n�n tahmin 
de�erlerini daha küçük de�erler olarak elde etmi�lerdir. Mkhadri (1995) lineer 
diskriminant fonksiyonunda birle�tirilmi� örneklem varyans-kovaryans matrisi S �nin
yerine � �S I��  al�nd���nda lineer diskriminant fonksiyonunun varyans�n�n daha küçük 

oldu�unu göstermi�tir. Burada � �0,1� � dir. Friedman (1989) bu süreci Ayarlanm��
Diskriminant Analizi (Regularization Discriminant Analysis) olarak adland�rm��t�r.

Bu çal��mada, in p�  oldu�unda, Friedman��n (1982) önerdi�i lineer diskriminant 
fonksiyonu ile hata oranlar� bak�m�ndan Ayarlanm�� Diskriminant Analizi ve Lineer 
Diskriminant Analizi bir simülasyon çal��mas� ile kar��la�t�r�lm��t�r.



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Özel Sayı 2011
TurkStat, Journal of Statistical Research, Special Issue 2011

1�

 Effect of Regularization on Error Rates in Discriminant Analysis                Ayarlamanın Diskriminant Analizinde Hata Oranlarına Etkisi 

� 15

2. �K� K�TLE �Ç�N D�SKR�M�NASYON PROBLEM�

��lem kolayl��� aç�s�ndan 2g �  olarak al�ns�n. Bu durumda 1�  ve 2� , çok de�i�kenli 
normal da��l�ml� kitleler olsun. Parametreler bilinmedi�inde (3) e�itli�i ile verilen 
örneklem diskriminant fonksiyonu 

� � � � � �1
1 2 1 2

1
2

W x x x S x x x� � ��� � � �� �� �

          (4) 

biçiminde tan�mlan�r. Burada 1 2 2n n n� � �  olmak üzere 
1

in

i j i
j

x x n
�

��  ve 

� �� � � �� �
1 2

1 1 2 2
1 1

n n

i i i i
i i

nS x x x x x x x x
� �

�
�� � � � � �� �  yans�z örneklem tahminleridir. (4) 

e�itli�inden atama kural�

� �
� �

1

2

 ise ,  'e atan�r

 ise ,  'ye atan�r

W x k x

W x k x

� ���� � �
� ���

          (5) 

biçimindedir. Burada k  bir sabittir. Maliyetler ihmal edilip, önsel olas�l�klar e�it al�n�r
ise 0k �  olacakt�r (Anderson, 1984 ve Lachenbruch, 1975).

Varyans-kovaryans matrisinin singüler olmamas� için Di Pillo (1976) ve Campbell 
(1980) � �W x  lineer diskriminant fonksiyonundaki birle�tirilmi� varyans-kovaryans 
matrisine bir daraltma parametresi uygulayarak ayn� fonksiyonu 

� � � � � � � �1
1 2 1 2

1
2

W x x x S x x x�� � ��� � � �� �� �

          (6) 

biçiminde elde etmi�lerdir. Burada � � � � 11S S I� � �� � � , � �0,1� �  ve I  birim matristir. 

Mkhadri (1995) iki grup oldu�unda � �W x  fonksiyonunun varyans�n�n � �W x
fonksiyonunun varyans�ndan daha küçük oldu�unu göstermi�tir.

Peck ve Van Ness (1982) ise (4) e�itli�i ile verilen � �W x �de 1S �  yerine 

� � � � � �
* 1 11 bS aS I

tr S
�� �� � � �

� � � � �
� �

          (7) 

önermi�lerdir. Burada � �3a n p n� � �  olarak seçildi�inde 1aS � , 1�� �in yans�z tahmini 

olmaktad�r ve b  pozitif bir sabittir. E�er 2I�� �  olarak seçilir ise, � �b tr S I�� �� �
1�� �in do�al bir tahmin edicisi olmaktad�r. 1�� 'in herhangi bir yans�z tahmini için 

� �2 2 2b p n� � �  olarak al�nabilir. Mkhadri (1995) daraltma parametresinin en iyi 
seçimi için b p n�  �yi almay� önermi�tir.
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Bu durumda s�n�fland�rma fonksiyonu  

� � � � � � � �* * 1
1 2 1 2

1
2

W x x x S x x x�� � ��� � � �� �� �           (8)

olarak elde edilir.   

Friedman (1989) Ayarlanm�� Diskriminant Analizi (RDA) olarak adland�rd��� süreçte 
diskriminant fonksiyonunda grup varyans-kovaryans matrisinin tahmini iS ,

� �1, ,i g� � , yerine 

� � � �
� �
1
1

i
i

i

S S
S

n n
� �

�
� �

� �
�

� �           (9) 

al�nmas�n� önermi�tir. Burada  � �0,1� � dir.

3. DARALTMA PARAMETRES�N�N SEÇ�M�

(8) e�itli�i ile verilen diskriminant fonksiyonu �  daraltma parametresine ba�l�d�r. �
daraltma parametresinin optimal de�eri olarak hatal� s�n�fland�rma olas�l���n�n tahminini 
minimize edecek �ekilde seçilebilir (Lachenbruch, 1975).

� � � � � �1 2 1 2 2x x x x x x� �� � � �� �� �  olmak üzere (8) e�itli�inde � �W x  fonksiyonu yerine

� � � � � � � � � �* , 1 bW x aW x x
tr S
�� � �

� �
� � � � �

� �
        (11) 

fonksiyonu al�n�rsa optimal daraltma parametresi  

� � � �
� � � � � �� � � � � �/

j
j

opt j j
j j j

aW x

aW x b tr S x
�

�
�

�
    , jx� , 1 j n� �         (12) 

olarak elde edilir. Burada  � � � �j
jW x , � � � �j

jx�  ve / jS  örneklemden jx  gözlemi 

ç�kar�ld���nda geriye kalan 1in �  gözlemden elde edilen ifadelerdir. 0opt� �  ise 0opt� �

ve 1opt� �  ise 1opt� �  olarak al�n�r (Mkhadri, 1995). 
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4. S�MÜLASYON ÇALI�MASI

1 2 20n n� � , 1� , 2� , 1 2

1 0 0
0 1 0

0 0 1

I

� �
� �
� �� � � � � � �
� �
� �
� �

�

�

� � � �

�

 ve 2 1,2,3,4,5� �  olacak 

�ekilde çok de�i�kenli normal da��l�mdan say� üretilmi�tir. � � � �2 1
1 2 1 2� � � ���� � � � �

Mahalanobis uzakl���n�n de�i�ik de�erleri için, Matlab paket program� ile elde edilen 
1000 tekrarl� simülasyon sonuçlar� Tablo 1 � Tablo 5 ile verilmi�tir. Bununla birlikte, 
de�i�ken say�s�na göre hata oranlar�n�n de�i�imi �ekil 1 � �ekil 6�da verildi�i gibi elde 
edilmi�tir.

Tablo 1. � � � �2 1
1 2 1 2 1��� � � � � �� � � �  oldu�unda iki kitle için lineer diskriminant analizi ve 

ayarlanm�� diskriminant analizinde hata oranlar�

5p � 10p � 15p � 20p � 30p � 40p �

LDA 0.3183 0.2818 0.2449 0.2058 0.1436 0.4828 

RDA 0.2465 0.1559 0.1247 0.1213 0.1235 0.1295 

�� 0.1304 0.0696 0.0527 0.0853 0.0589 0.0750 

Tablo 2. � � � �2 1
1 2 1 2 2��� � � � � �� � � �  oldu�unda iki kitle için lineer diskriminant analizi ve 

ayarlanm�� diskriminant analizinde hata oranlar�

5p � 10p � 15p � 20p � 30p � 40p �

LDA 0.2794 0.2450 0.2125 0.1865 0.1354 0.4880 

RDA 0.2219 0.1489 0.1234 0.1224 0.1238 0.1283 

�� 0.1122 0.0713 0.0606 0.0658 0.0468 0.0731 

Tablo 3. � � � �2 1
1 2 1 2 3��� � � � � �� � � �  oldu�unda iki kitle için lineer diskriminant analizi ve 

ayarlanm�� diskriminant analizinde hata oranlar�

5p � 10p � 15p � 20p � 30p � 40p �

LDA 0.2447 0.2213 0.1927 0.1669 0.1325 0.4880 

RDA 0.2025 0.1449 0.1231 0.1222 0.1243 0.1283 

�� 0.1167 0.0636 0.0598 0.0728 0.0314 0.0823 

Tablo 4. � � � �2 1
1 2 1 2 4��� � � � � �� � � �  oldu�unda iki kitle için lineer diskriminant analizi ve 

ayarlanm�� diskriminant analizinde hata oranlar�

5p � 10p � 15p � 20p � 30p � 40p �

LDA 0.2208 0.1975 0.1765 0.1565 0.1289 0.4993 

RDA 0.1891 0.1390 0.1234 0.1222 0.1244 0.1288 

�� 0.1082 0.0619 0.0543 0.0798 0.0300 0.0758 

 Effect of Regularization on Error Rates in Discriminant Analysis                Ayarlamanın Diskriminant Analizinde Hata Oranlarına Etkisi 



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Özel Sayı 2011
TurkStat, Journal of Statistical Research, Special Issue 2011

18
� 18

Tablo 5. � � � �2 1
1 2 1 2 5��� � � � � �� � � �  oldu�unda iki kitle için lineer diskriminant analizi ve 

ayarlanm�� diskriminant analizinde hata oranlar�

5p � 10p � 15p � 20p � 30p � 40p �

LDA 0.2074 0.1843 0.1668 0.1498 0.1272 0.5000 

RDA 0.1777 0.1371 0.1231 0.1229 0.1246 0.1305 

�� 0.1024 0.0715 0.0539 0.0600 0.0223 0.0774 

�ekil 1. 5p �  için hata oranlar�                              �ekil 2. � 10p  için hata oranlar�

�ekil 3. 15p �  için hata oranlar�                              �ekil 4. � 20p  için hata oranlar�

�ekil 5. 30p �  için hata oranlar�                              �ekil 6. � 40p  için hata oranlar�

 Hayrinisa DEMİRCİ BİÇER, Cemal ATAKAN
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Mahalanobis uzakl��� artt�kça LDA ve RDA dan elde edilen hata oranlar�n�n azald���
görülmektedir.  

5. TARTI�MA VE SONUÇ 

Küçük hacimli örneklemlerde de�i�ken say�s�n�n fazla oldu�u durumda örneklem 
varyans-kovaryans matrisinin tahmin de�erleri olmas� gereken de�erlerden daha büyük 
de�erler olarak elde edilmektedir. Bu problemi çözmek için Friedman (1989) 
Ayarlanm�� Diskriminant Analizi�ni önermi�tir.

Bu çal��mada, de�i�ken say�s�n�n ve Mahalanobis uzakl���n�n farkl� de�erleri için 
Lineer Diskriminant Analizi ve Ayarlanm�� Diskriminant Analizi hata oranlar�
bak�m�ndan kar��la�t�r�lm��t�r. Yap�lan simülasyon çal��malar�ndan Ayarlanm��
Diskriminant Analizi�nden elde edilen hata oranlar�n�n Lineer Diskriminant 
Analizi�nden elde edilen hata oranlar�na göre daha küçük oldu�u gözlemlenmi�tir. 
Bununla birlikte, 40p �  olmas� durumlar� için hata oranlar�na göre Ayarlanm��
Diskriminant Analizi�nin Lineer Diskriminant Analizi�nden daha iyi sonuçlar verdi�i
gözlemlenmi�tir.

Benzer olarak 2g �  oldu�u durumlar içinde hata oranlar�n� ve �� de�erlerini elde 
etmek mümkündür. 
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EFFECT OF REGULARIZATION ON ERROR RATES IN 
DISCRIMINANT ANALYSIS 

ABSTRACT 

As in many statistical analyses, when the number of variables (p) is higher 
than the number of objects in groups � �in , the sample variance- covariance 
matrix estimates become high and the sample variance-covariance matrix 
becomes singular in discriminant anaylsis as well. To solve this problem, 
Friedman (1989) proposed Regularized Discriminant Analysis. The sample 
variance-covariance matrix is re-obtained by employing a shrinkage 
parameter in regularized discriminant analysis. In this paper Linear and 
Regularized Discriminant Analysis are compared with respect to their error 
rates with a simulation study when the number of variables is bigger than the 
sample size. 

Keywords: Regularized discriminant analysis, Discriminant analysis, Error rate. 
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