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AYARLAMANIN DiSKRIMINANT ANALIZINDE HATA
ORANLARINA ETKIiSi

Hayrinisa DEMIRCi BICER®  Cemal ATAKAN"
OZET

Bir ¢ok istatistiki analizde oldugu gibi, Diskriminant Analizi’'nde de degisken
sayisi p, Orneklem hacimleri n; (i:1,2,...,g) olmak iizere n; < p
oldugunda, drneklem varyans-kovaryans matrisinin  tahminleri  biiyiik
degerler olmakta ve drneklem varyans-kovaryans matrisi  singiiler
olmaktadwr. Bu problemi ¢ozmek igin Friedman (1989) Ayarlanmig
Diskriminant Analizi’ni (Regularized Discriminant Analysis) Onermistir.
Ayarlanmig diskriminant analizinde, drneklem varyans-kovaryans matrisi
daraltma parametresi ile tekrvar elde edilir. Bu ¢alismada, n; < p oldugu

durumda, simiilasyon ¢alismasi ile hata oranlari bakimindan Ayarlanmig
Diskriminant Analizi ve Lineer Diskriminant Analizi karsilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ayarlanmis diskriminant analizi, Diskriminant analizi, Hata oram.

1. GIRiS

Diskriminant analizi, lizerinden 6l¢iim alinan bir birimin sonlu sayida bilinen farkli
kitlelerden birine atanmasinmi gerceklestiren istatistiksel bir teknik olarak tanimlanir. Bu
atama islemi yapilirken birimin aldig1 gézlem degerine gore ait oldugu kitleden farkl
bir kitleye atandiginda, bir hata yapilmis olur. Diskriminant analizinde bu hataya, hata
orani ya da hatali siniflandirma olasiligi denmektedir. Diskriminant analizinde amag,
atama islemini minumum hatayla yapmaktir (Atakan, 2003).

I1 I1, Dbirbirinden farkli g tane kitle olmak tizere, X :(X],X2,---,X )’ birey

JEXEREE RS P
tizerinde Olglimlere karsiik gelen p boyutlu rasgele vektorii IT, (i =1,..., g)
kitlesinden ise X ’in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f (g; Q) biciminde gosterilir.

Burada, ¢, parametre vektoriidiir.

X ’in aldig1 degerler p boyutlu R” orneklem uzaymda olmak iizere, siniflandirma
islemi bu uzay1 B U---UB,=R" ve BNB,=J i#j i,j=1,..,g olan g tane
bolgeye aywrir. Eger X ’in gézlem degeri B, bolgesinde ise, bu gozlemin yapildig:
birim IT, kitlesine atanir, (k=1,...,g).
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6.f,(x:6,)=max &, £, (x:6, ) (1)

I<k<g

oldugunda x goézlemi i. sinifa atanir. Burada, o, birimin i. kitleye ait olmasi olasilig1
(dnsel olasilik)dir. X, rasgele vektorii g, ortalama vektdrii ve ¥ varyans-kovaryans

matrisine sahip p degiskenli

Lo Vg
Gy
normal dagilima sahip olsun (i =L..., g). Bu durumda, (1) esitligi ile verilen optimal
siniflandirma fonksiyonu
D,(x)=(x-) =" (x- ) +1n[z]-21n5, (2)
ile verilir. g ve X parametreleri genelde bilinmedigi i¢in drneklemden elde edilen

tahmin edicileri kullanilir. Bu parametrelerin 6rneklemden elde edilen tahmin degerleri
sirasi ile X, ortalama vektori ve S birlestirilmis 6rneklem varyans-kovaryans matrisi

=i

olmak tizere 6rneklemden elde edilen optimal siniflandirma fonksiyonu
~ -\ el _ A (3)
D (x)=(x-%) S (x-X)+In|S|-2Iny,

olarak elde edilir. Bu ifadeye Fisher’in 6rneklem lineer diskriminant fonksiyonu denir.
(Mkhadri, 1995). éﬁl , birimin i. kitleye ait olmas1 olasiliginin tahmin edicisidir.

Degisken sayist p, orneklem hacimleri n,’den (i=1,2,...,g) biiyik oldugunda,

orneklem varyans-kovaryans matrisinin elemanlarinin tahmin degerleri biiyiik degerler
olmakta ve drneklem varyans-kovaryans matrisleri singiiler olmaktadir. Di Pillo (1976),
Campbell (1980) ve Peck ve Van Ness (1982) birlestirilmis 6rneklem varyans-
kovaryans matrisinin yansiz tahmin edicisi S ’nin yerine, S ’nin 6zdegerlerinin
daraltilmasi ile elde edilen yanli bir tahmin ediciyi kullanmayi1 onermislerdir. Bu
durumda birlestirilmis 6rneklem varyans-kovaryans matrisi S ’nin elemanlarinin tahmin
degerlerini daha kiigiikk degerler olarak elde etmislerdir. Mkhadri (1995) lineer
diskriminant fonksiyonunda birlestirilmis orneklem varyans-kovaryans matrisi S 'nin

yerine (S +yl ) alindiginda lineer diskriminant fonksiyonunun varyansinin daha kiigtik
oldugunu gdstermistir. Burada y €(0,1)dir. Friedman (1989) bu siireci Ayarlanmis

Diskriminant Analizi (Regularization Discriminant Analysis) olarak adlandirmistir.

Bu calismada, n, < p oldugunda, Friedman’in (1982) onerdigi lineer diskriminant

fonksiyonu ile hata oranlar1 bakimimndan Ayarlanmig Diskriminant Analizi ve Lineer
Diskriminant Analizi bir simiilasyon ¢alismasi ile karsilastirilmigtir.
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2. IKi KiTLE iCiN DiSKRiMiNASYON PROBLEMi

Islem kolayligi agisindan g =2 olarak almsimn. Bu durumda I1, ve I1,, ¢ok degiskenli

normal dagilimli kitleler olsun. Parametreler bilinmediginde (3) esitligi ile verilen
orneklem diskriminant fonksiyonu

W (x)=(%-%) 5" [g—%@@)} €

nl
bigiminde tammlanir. Burada n=n+n,-2 olmak lzere X =) x; /n, ve

J=1
'

nS = Z()_cl -%)(x-X )' +i(£‘ -%)(x,—X) yansiz Srneklem tahminleridir. (4)
i p
esitliginden atama kurali

W (x)<k isex, IT,'c atamr (5)
W (x)>k ise x, I1,'ye atanir

bicimindedir. Burada & bir sabittir. Maliyetler ihmal edilip, 6nsel olasiliklar esit alinir
ise k=0 olacaktir (Anderson, 1984 ve Lachenbruch, 1975).

Varyans-kovaryans matrisinin singiiler olmamasi i¢in Di Pillo (1976) ve Campbell
(1980) W({) lineer diskriminant fonksiyonundaki birlestirilmis varyans-kovaryans

matrisine bir daraltma parametresi uygulayarak ayni fonksiyonu

W (x)=(%-%) Sl(7)[z—l(z @)} (©)

bigiminde elde etmislerdir. Burada S~ () =(S+y/ )71, 7 €(0,1) ve I birim matristir.
Mkhadri (1995) iki grup oldugunda W (x) fonksiyonunun varyansmm W (x)

fonksiyonunun varyansindan daha kiigiik oldugunu gostermistir.

Peck ve Van Ness (1982) ise (4) esitligi ile verilen W (x)’de S™' yerine

(7)

onermislerdir. Burada a =(n— p—3)/n olarak segildiginde aS™', £™'’in yansiz tahmini

olmaktadir ve b pozitif bir sabittir. Eger X =0/ olarak segilir ise, [by/tr(S)]I
>7"“in dogal bir tahmin edicisi olmaktadir. =™"'in herhangi bir yansiz tahmini igin
b= p(2n—2)—2 olarak alinabilir. Mkhadri (1995) daraltma parametresinin en iyi
se¢imi i¢in b= p/n ‘yi almay1 6nermistir.
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Bu durumda siniflandirma fonksiyonu
. N 1,_ _
W () =(E -5 57 ()| x5+ 5)| ®

olarak elde edilir.

Friedman (1989) Ayarlanmig Diskriminant Analizi (RDA) olarak adlandirdig1 siiregte
diskriminant fonksiyonunda grup varyans-kovaryans matrisinin tahmini S,

(i=1,...,g),yerine

(l—y)SiJr;/S

Si(r)= (1-y)n +yn

)

alnmasini énermistir. Burada y € (0,1) dir.

3. DARALTMA PARAMETRESININ SECIiMi
(8) esitligi ile verilen diskriminant fonksiyonu y daraltma parametresine baghdir. »

daraltma parametresinin optimal degeri olarak hatali siniflandirma olasiliginin tahminini
minimize edecek sekilde segilebilir (Lachenbruch, 1975).

g(g) = (E -X )’ [5 - (Z, +X, )/2] olmak tizere (8) esitliginde W (I) fonksiyonu yerine

W*(z,y>=<1—y)am>+[ by }(@ an

tr (S )
fonksiyonu alinirsa optimal daraltma parametresi

- aw (Xj)
opt aW(/)(xj)+(b/zr(S/j))g(f)(x,-)

olarak elde edilir. Burada W) (xj), g(")(xj.) ve §,; Omeklemden x; gozlemi

, Vx,,1<j<n (12)

cikarildiginda geriye kalan n, —1 gdzlemden elde edilen ifadelerdir. y,, <0 ise =0

opt
ve 7, >1ise y, =1 olarak alir (Mkhadri, 1995).

opt
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4. SIMULASYON CALISMASI

1 0 ... 0
01 ... 0 5

m=n=20, w, @, T=%X=%,=1= o .| ve A°=1,2,3,4,5 olacak
00 ... 1

sekilde ¢ok degiskenli normal dagilimdan say1 tiretilmistir. A> = ( = )’ ! ( = Ez)

Mahalanobis uzakliginin degisik degerleri i¢in, Matlab paket programu ile elde edilen
1000 tekrarli simiilasyon sonuglart Tablo 1 — Tablo 5 ile verilmistir. Bununla birlikte,
degisken sayisina gore hata oranlariin degisimi Sekil 1 — Sekil 6°da verildigi gibi elde
edilmistir.

Tablo 1. A> =(p -, ) > (s~ )=1 oldugunda iki kitle icin lineer diskriminant analizi ve

ayarlanmis diskriminant analizinde hata oranlan

p=5 p=10 p=15 p=20 p=30 p=40
LDA | 03183 | 0.2818 | 0.2449 | 0.2058 | 0.1436 | 0.4828
RDA | 0.2465 | 0.1559 | 0.1247 | 0.1213 | 0.1235 | 0.1295
% 0.1304 | 0.0696 | 0.0527 | 0.0853 | 0.0589 | 0.0750

Tablo 2. A2 :(El —,512)' ¥ (/11 —gz):2 oldugunda iki kitle icin lineer diskriminant analizi ve

ayarlanmis diskriminant analizinde hata oranlarn

p=5 p=10 p=15 p=20 p=30 p=40
LDA | 0.2794 | 0.2450 | 0.2125 | 0.1865 | 0.1354 | 0.4880
RDA | 0.2219 | 0.1489 | 0.1234 | 0.1224 | 0.1238 | 0.1283
% 0.1122 | 0.0713 | 0.0606 | 0.0658 | 0.0468 | 0.0731

Tablo 3. A% =(g-5,) = (s~ ) =3 oldugunda iki kitle igin lineer diskriminant analizi ve

ayarlanms diskriminant analizinde hata oranlan

p=5 p=10 p=15 p=20 p=30 | p=40
LDA | 0.2447 | 0.2213 | 0.1927 | 0.1669 | 0.1325 | 0.4880
RDA | 0.2025 | 0.1449 | 0.1231 | 0.1222 | 0.1243 | 0.1283
7 0.1167 | 0.0636 | 0.0598 | 0.0728 | 0.0314 | 0.0823

Tablo 4. A% =(g4~p,) ' (p— 1) =4 oldugunda iki Kitle igin lineer diskriminant analizi ve

ayarlanmis diskriminant analizinde hata oranlar

p=5 p=10 p=15 p=20 p=30 p=40
LDA 0.2208 | 0.1975 | 0.1765 | 0.1565 | 0.1289 | 0.4993
RDA 0.1891 | 0.1390 | 0.1234 | 0.1222 | 0.1244 | 0.1288
% 0.1082 | 0.0619 | 0.0543 | 0.0798 | 0.0300 | 0.0758
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Tablo 5. A’ = ( K )’ 3! (El 7/;12) =5 oldugunda iki kitle i¢in lineer diskriminant analizi ve

ayarlanmis diskriminant analizinde hata oranlari

p=5 p=10 p=15 p=20 p=30 p=40
LDA | 0.2074 | 0.1843 | 0.1668 | 0.1498 | 0.1272 | 0.5000
RDA | 0.1777 | 0.1371 | 0.1231 | 0.1229 | 0.1246 | 0.1305
% 0.1024 | 0.0715 | 0.0539 | 0.0600 | 0.0223 | 0.0774
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Mahalanobis uzakligi arttikca LDA ve RDA dan elde edilen hata oranlarinin azaldigi
goriilmektedir.

5. TARTISMA VE SONUC

Kigiik hacimli 6rneklemlerde degisken sayisinin fazla oldugu durumda orneklem
varyans-kovaryans matrisinin tahmin degerleri olmasi gereken degerlerden daha biiyiik
degerler olarak elde edilmektedir. Bu problemi ¢dzmek igin Friedman (1989)
Ayarlanmis Diskriminant Analizi’ni 6nermistir.

Bu calismada, degisken sayisinin ve Mahalanobis uzakliginin farkli degerleri i¢in
Lineer Diskriminant Analizi ve Ayarlanmis Diskriminant Analizi hata oranlarn
bakimindan karsilagtirilmistir.  Yapilan simiilasyon c¢aligmalarindan Ayarlanmis
Diskriminant Analizi’'nden elde edilen hata oranlarinin Lineer Diskriminant
Analizi’nden elde edilen hata oranlarma goére daha kii¢iik oldugu goézlemlenmistir.
Bununla birlikte, p =40 olmasi1 durumlar i¢in hata oranlarina gére Ayarlanmis

Diskriminant Analizi’nin Lineer Diskriminant Analizi’'nden daha iyi sonuglar verdigi
gozlemlenmistir.

Benzer olarak g >2 oldugu durumlar ig¢inde hata oranlarin1i ve 7 degerlerini elde
etmek miimkiindiir.
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EFFECT OF REGULARIZATION ON ERROR RATES IN
DISCRIMINANT ANALYSIS

ABSTRACT

As in many statistical analyses, when the number of variables (p) is higher
than the number of objects in groups(ni), the sample variance- covariance

matrix estimates become high and the sample variance-covariance matrix
becomes singular in discriminant anaylsis as well. To solve this problem,
Friedman (1989) proposed Regularized Discriminant Analysis. The sample
variance-covariance matrix is re-obtained by employing a shrinkage
parameter in regularized discriminant analysis. In this paper Linear and
Regularized Discriminant Analysis are compared with respect to their error
rates with a simulation study when the number of variables is bigger than the
sample size.

Keywords: Regularized discriminant analysis, Discriminant analysis, Error rate.
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