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�K� DE���KENL� GEOMETR�K DA�ILIM VE 
GENELLE�T�R�LMES�, BA�IMLILIK ÖLÇÜLER� VE 

DA�ILIM ÖZELL�KLER�

           Özge ELMASTA� GÜLTEK�N* �smihan BAYRAMO�LU**

ÖZET

Bu çal��mada, Marshall ve Olkin�in iki de�i�kenli geometrik da��l�m�na ili�kin
da��l�m özellikleri ara�t�r�lm�� ve uyumluluk ölçüsü Kendall Tau elde 
edilmi�tir. Ayn� zamanda, iki de�i�kenli geometrik da��l�m�n En Çok 
Olabilirlik tahmin edicisi elde edilmi� ve çok de�i�kenli duruma 
genelle�tirilmesi verilmi�tir.   

Anahtar Kelimeler: Bernoulli da��l�m�, Bernoulli marjinali, En çok olabilirlik, Geometrik da��l�m,
Uyumluluk ölçüsü, Ya�am fonksiyonu. 

1. G�R��

�ki de�i�kenli geometrik da��l�m literatürde farkl� �ekillerde ifade edilmi�tir. Bu 
çal��mada, Marshall ve Olkin (1985)�in iki de�i�kenli Bernoulli da��l�m�ndan türetilen 
iki de�i�kenli geometrik da��l�m� incelenmi�tir. Birçok alanda uygulamas� bulunan iki 
de�i�kenli geometrik da��l�m, Cox(1972), Hawkes(1972), Azlarov ve Volodin (1982), 
Nair ve Nair (1988), Roy(1993), Asha, Sankaran ve Nair (2003), Mitov ve Nadarajah 
(2005), Dhar ve Balaji (2006) ve Nadarajah (2008) gibi birçok yazar taraf�ndan 
incelenmi�tir. Ayr�ca bu da��l�ma ili�kin ortak olas�l�k fonksiyonu ve ya�am fonksiyonu 
incelenmi�tir. Bununla birlikte, üç de�i�kenli geometrik da��l�m ve çok de�i�kenli
duruma genelle�tirilmesi ve ele al�nan iki de�i�kenli geometrik da��l�m�n En Çok 
Olabilirlik tahmin edicisi ve uyumluluk ölçüsü Kendall Tau elde edilmi�tir.

2. �K� DE���KENL� GEOMETR�K DA�ILIM

Literatürde bir çok yazar iki de�i�kenli geometrik da��l�m� çok farkl� �ekillerde ifade 
etmi�lerdir. Bu çal��mada esas ele al�nan, Marshall ve Olkin (1985)�in iki de�i�kenli
Bernoulli rasgele de�i�kenler dizisine dayanarak ortaya koyduklar� iki de�i�kenli 
geometrik da��l�md�r. ),( VU , Bernoulli marjinallerine sahip U( ve V �nin her biri tek 
de�i�kenli Bernoulli da��l�m�na sahip) bir vektör olsun. Bu vektör s�ras�yla, ,11p  ,10p

01p  ve 00p  olas�l�kl�, (0,1)(1,0),(1,1),  ve (0,0)  4 mümkün de�eri alabilir. Marjinal 
olas�l�klar �u �ekildedir: 

10111 ==1)=( pppUP ��

00010 ==0)=( pppUP ��

01111 ==1)=( pppVP ��

00100 ==0)=( pppVP ��
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Birbirinden ba��ms�z ve ayn� da��l�ma sahip iki de�i�kenli Bernoulli rasgele vektör 
dizisi ),...,(),...,,(),,( 2211 nn VUVUVU  için; X, ,...,...,, 21 nUUU  dizisindeki ilk ba�ar�dan
(1) önceki ba�ar�s�zl�klar�n (0) say�s�n�; Y de ,...,...,, 21 nVVV  dizisindeki ilk ba�ar�dan (1) 
önceki ba�ar�s�zl�klar�n (0) say�s�n� göstersin. X ve Y'nin her biri bir geometrik 
da��l�m�na sahiptir ve genelde ba��ms�z olmayacaklard�r. Ortak iki de�i�kenli
da��l�mlar� �öyle gösterilir: 
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(Marshall ve Olkin, 1985) ve ya�am fonksiyonu 
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(Hawkes, 1972) olmaktad�r.

X ve Y'nin marjinal olas�l�k fonksiyonlar� ve marjinal ya�am fonksiyonlar� ise �öyledir:

        ,=)=( 01
lpplXP ��             , kppkYP 01=)=( ��

ve

,=)(=)( 0
l

X plXPlF ��      , k
Y pkYPkF 0=)(=)( ��                            (3) 

0�l   ve 0.�k  (2) ve (3)'ü kullanarak ortak kümülatif da��l�m fonksiyonu �öyle 
yaz�labilir:

),(=),( yYxXPyxF ��
                       )>,>()>()>(1= yYxXPyYPxXP ���
                       1)][1,][(1)][(1)][(1= ����������� yYxXPyYPxXP

1)][1,]([1)]([1)]([1= ������� yxFyFxF YX
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Burada ][x  ve ],[y  s�ras�yla, x  ve y 'den büyük olmayan en büyük tamsay�y� ifade 
etmektedir (Marshall ve Olkin (1985)).  

Farkl� �ekillerde ifade edilen iki de�i�kenli geometrik da��l�mdan biri de, Nair ve Nair 
(1988)�in makalelerinde tan�mlad�klar� ya�am fonksiyonu a�a��daki gibi olan iki 
de�i�kenli geometrik da��l�md�r.
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� � lkkl ppkYlXP �21, ���
)1)(1(1,10,...;2,1,0, 21 ���� ppkl ������� .

Di�er bir ifade �ekli ise, Dhar (1998a, 1998b) taraf�ndan ortaya at�lan iki de�i�kenli 
kesikli Freund modelidir. 
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Krishna ve Pundir (2009) ise, makalelerinde, Phatak ve Sreehari (1981) taraf�ndan 
ortaya konan ve olas�l�k fonksiyonu a�a��daki gibi olan iki de�i�kenli geometrik 
da��l�m� ele alm��lard�r.  

210),( ppp
x

yx
yYxXP yx
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�

�
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�

� �
���  , 

burada 10210 1;1,0,...;1,0, pppppyx ������  olmaktad�r.

2.1 �ki De�i�kenli  Geometrik Da��l�m �çin Uyumluluk Ölçüsü Kendall Tau 

S�ral� de�i�kenler için en genel ili�ki ölçüsü, gözlem çiftlerinin uyumlu (concordant) ve 
uyumsuz (discordant) olarak s�n�fland�r�lmas�na dayan�r. X �in daha büyük de�erli 
gözlemi için Y  de daha büyük de�er al�yorsa bu gözlem çifti uyumlu, di�er taraftan, 
X �in daha büyük de�erli gözlemi için Y  daha küçük de�er al�yorsa bu gözlem çifti 
uyumsuzdur. 

Uyumluluk ve uyumsuzluk olas�l�klar�na bak�ld���nda ),( 11 YX ve ),( 22 YX , ),( YX
sürekli rasgele de�i�ken vektöründen al�nan iki gözlem çifti için, 

]0))([()( 2121 ���� YYXXPuyumlulukP  ya da di�er bir ifadeyle 
),(),()( 21212121 YYXXPYYXXPuyumlulukP ������ olmaktad�r.  

]0))([()( 2121 ���� YYXXPuyumsuzlukP  ya da di�er bir ifadeyle 
),(),()( 21212121 YYXXPYYXXPuyumsuzlukP ������ olmaktad�r.   

Sürekli de�i�kenler için  1)()( �� uyumsuzlukPuyumlulukP  olmaktad�r. Fakat kesikli 
de�i�kenler, �e�itlik (tie)� olarak ifade edilen durumu da içermektedir. 

)()( 2121 YYveyaXXPe�itlikP ���
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Nelsen (1999)�in çal��mas�nda, Kendall Tau, uyumluluk olas�l��� ile uyumsuzluk 
olas�l��� aras�ndaki farka e�it olup �u �ekilde ifade edilir: 

)()(),( uyumsuzlukPuyumlulukPYX ���                                                                      (4) 

X  ve Y  kesikli tamsay�lar� için, 1)()()( ��� e�itlikPuyumsuzlukPuyumlulukP
oldu�undan,  (4) numaral� formül yeniden düzenlendi�inde, Kendall Tau (�) a�a��daki 
gibi hesaplan�r:

)(1)(2),( e�itlikPuyumlulukPYX ����

veya

)()(21=),( e�itlikPuyumsuzlukPYX ���

Teorem 2.1: (1) numaral� formülde ifade edilen iki de�i�kenli geometrik da��l�m için 
Kendall Tau, kl <  ve zt <  için, a�a��daki gibidir. 
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�spat: � �11,YX  ve ),( 22 YX  her biri iki de�i�kenli geometrik da��l�ma sahip iki vektör 
çifti olsun. Burada Kendall Tau hesaplan�rken çok say�daki mümkün durumlar 
aras�ndan kl <  ve zt <  için olan durum göz önüne al�nm��t�r.

)()(21= e�itlikPuyumsuzlukP ���  formülünde gerekli olas�l�klar yerine kondu�unda,
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 olarak hesaplan�r.

Örne�in,
3
1=00p   ve  

2
1

10 �p   )( 10000 ppp ��� olas�l�klar� için bak�ld���nda, Kendall 

Tau 0.502=�  olmaktad�r.

2.2 �ki De�i�kenli  Geometrik Da��l�m�n En Çok Olabilirlik Tahmin Edicisi 

Parametreleri tahmin etmek için kullan�lan yöntemlerden biri de En Çok Olabilirlik 
tahminidir. Krishna ve Pundir (2009), makalelerinde, Phatak ve Sreehari (1981) 
taraf�ndan ortaya konan ve olas�l�k fonksiyonu 

210)(),( ppp
x

yx
yYxXP yx�
���  , 10210 1;1,0,...;1,0, pppppyx ������

olan iki de�i�kenli geometrik da��l�ma ili�kin En Çok Olabilirlik Tahmin edicilerini 
a�a��daki gibi hesaplam��lard�r.

Özge ELMASTAŞ GÜLTEKİN, İsmihan BAYRAMOĞLU



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Özel Sayı 2011
TurkStat, Journal of Statistical Research, Special Issue 2011

�9
� 49

yx
xp
��

�
1

� 0 ;
yx

yp
��

�
1

�1 ;
yx

p
��

�
1

1� 2

Marshall ve Olkin (1985)�in iki de�i�kenli geometrik da��l�m� için elde edilen  En Çok 
Olabilirlik Tahmin edicileri a�a��daki teoremle ifade edilmi�tir.  

Teorem 2.2: (1) nolu formülle ifade edilen iki de�i�kenli geometrik da��l�ma ili�kin
parametrelerin En Çok Olabilirlik tahmin edicileri 0� 00 �p  için ve 01 �n , 03 �n  için 
a�a��daki gibidir: 
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�spat: ),(),...,,(),,( 2211 nn YXYXYX �lerden her bir çift a�a��daki gibi ifade edilen iki 
de�i�kenli geometrik da��l�ma sahip olsun.  
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}=,={ yYxXP  olas�l��� a�a��daki gibi yazmak mümkündür. 
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Buradan }>{),(}={),(}<{),(=},{ 321 yxIyxPyxIyxPyxIyxPYXP ��  olarak 
yaz�labilir.

L, olabilirlik fonksiyonu olsun. A�a��daki �ekilde ifade edilmektedir. 
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,1n ,2n 3n  s�ras�yla, ,< yx yx =  ve yx >  durumlar�n� sa�layan gözlemlerin say�s�n�
göstersin ve 321= nnnn ��  olsun.
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Gözlemlerin verilen bir örne�i için, olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonu �u �ekilde
yaz�labilir.
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Burada ,= 11011 ppp ��   ,= 10000 ppp ��    ,= 11101 ppp �� 01000 = ppp ��  olmaktad�r. 
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Böylece, log-olabilirlik fonksiyonu �u �ekilde bulunur. 

)(log)(

)(log)(log)(

)(logloglog)(loglog=log

010033333

10001111100332211

1110301311211011101

ppnynxn

ppnxnynpynxnxn

ppnpnpnppnpnL

����

��������

�������

Her bir de�i�kene göre türev al�n�p 0�a e�itlendi�inde ortaya ç�kan En Çok Olabilirlik 
e�itlikleri �u �ekildedir: 
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Do�rusal olmayan bu denklemlerin aç�k formda çözümünün elde edilmesinde ileri 
say�sal teknikler gerekmektedir. Fakat olas�l�klardan birini 0 kabul ederek bir çözüm 
yoluna ula�abilmek mümkündür. 0� 00 �p  için ve 01 �n , 03 �n  için di�er olas�l�klar �u
�ekilde tahmin edilir: 
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3. ÇOK DE���KENL� DURUMA GENELLE�T�R�LMES�

Üç de�i�kenli geometrik da��l�m için; Bernoulli marjinallerine sahip bir ),,( ZVU
vektörünü gözönüne alal�m. Bu vektör sadece 8 mümkün de�eri al�r.

(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1), (0,0,1)(0,1,0),(0,1,1),  ve (0,0,0) , bunlara ili�kin
olas�l�klar da s�ras�yla ,,,,, 011100101110111 ppppp  ,010p 001p  ve 000p 'd�r.

Birbirinden ba��ms�z ve ayn� da��l�ma sahip üç de�i�kenli Bernoulli rasgele vektör 
dizisi ),...,,(),...,,,(),,,( 222111 nnn ZVUZVUZVU  için; X, ,...,...,, 21 nUUU  dizisindeki ilk 
ba�ar�dan (1) önceki ba�ar�s�zl�klar�n (0) say�s�n�; Y, ,...,...,, 21 nVVV  dizisindeki ilk 
ba�ar�dan (1) önceki ba�ar�s�zl�klar�n (0) say�s�n� ve Z de ,...,...,, 21 nZZZ dizisindeki ilk 
ba�ar�dan (1) önceki ba�ar�s�zl�klar�n (0) say�s�n� göstersin. X, Y ve Z 'nin her biri bir 
geometrik da��l�ma sahiptir ve genelde ba��ms�z olmayacaklard�r. Ortak üç de�i�kenli 
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da��l�m olan }=,=,={ tZkYlXP  'yi bulurken, kl,  ve t 'nin durumlar�na göre 
olas�l�klar� hesaplamak gerekir. Toplam 13 mümkün durum vard�r. Bunlar; 

,<< tkl ,<< ktl ,<< ltk ,<< tlk ,<< klt ,<< lkt ,=< tkl ,=> tkl
,=< tlk   ,=> tlk   ,=< lkt   ,=> lkt .== tkl

Örne�in tkl <<   durumu için �u �ekilde bir yap� ile olas�l�klar elde edilebilir.

�
�
�

�
�
�

�

  l kez  

�  1 kez   

�
�
�

�

��
�

�

�

 k-l-1  kez

�  1 kez 

�
�
�

�

��
�

�

�

 t-k-1 kez 

�  1 kez 

Buna ili�kin olas�l�k 1
1

010
1

00100000 ��
��

���
��

� pppppp ktlkl 'd�r.  Di�er olas�l�klar da ayn� �ekilde
bulunabilir.

Sonuç olarak, ortak üç de�i�kenli da��l�m �u �ekildedir:

U V Z 
0 0 0 
. . . 
. . . 
    . . . 
0 0 0 
1 0 0 
+ 0 0 
. . . 
. . . 
. . . 
+ 0 0 
+ 1 0 
+ + 0 
. . . 
. . . 
. . . 
+ + 0 
+ + 1 
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tZkYlXP

l

ltl
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lkl
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lkl

kltkt
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ltklk
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tkltl

ktlkl

==,
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=<,
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<<,
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<<,
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111000

1
1

0110000

11
1

00001000

1
1

0101000

11
1

00010000

1
1

0011000

11
1

00100000

1
1

001
1

00001000

1
1

010
1

00001000

1
1

001
1

00010000

1
1

010
1

00010000

1
1

001
1

00100000

1
1

010
1

00100000

                              (5) 

Çok de�i�kenli duruma genelle�tirilmesi ise, nllll <...<<< 321  durumu için, ortak 
olas�l�k fonksiyonu a�a��daki formülle elde edilebilir:  

=}=,...,=,={ 2211 nn lXlXlXP
�

1
0...0
l

n

p
�

1

0...01

�n

p
� �

2

0...01
112

1

0...0

�

�
��

�

�

n

ll

n

pp
� � �1

1

...
11

0

1

...
123

2

0...0 .....

�

��
���

�

��
��

�

��

n

nlnl

n

ll

n

ppp

4. SONUÇ 

Bu çal��mada, literatürde farkl� �ekillerde ifade edilen iki de�i�kenli geometrik da��l�m
aras�ndan, Marshall ve Olkin (1985)�in iki de�i�kenli Bernoulli da��l�m�ndan türetilen 
iki de�i�kenli geometrik da��l�m� incelenmi�tir. Bu da��l�ma ili�kin da��l�m
özelliklerinden, ortak olas�l�k fonksiyonu, marjinal fonksiyonlar�, ya�am fonksiyonlar�
ve ortak kümülatif da��l�m fonksiyonu elde edilmi�tir.

Ayr�ca, s�ral� de�i�kenler için en genel ili�ki ölçüsü olan Kendall Tau, ele al�nan iki 
de�i�kenli geometrik da��l�m için elde edilmi�tir. �lgili da��l�m�n parametre tahmin 
edicileri, En Çok Olabilirlik tahmin yöntemi ile elde edilmi� olup, çok de�i�kenli durum 
için genelle�tirilmesi ortaya konmu�tur.
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BIVARIATE GEOMETRIC DISTRIBUTION AND ITS 
GENERALIZATIONS, DEPENDENCE MEASURES AND THE 

DISTRIBUTION PROPERTIES 

ABSTRACT 

In this study, the distribution properties of Marshall and Olkin�s bivariate 
geometric distribution are studied and the concordance measure Kendall�s 
Tau is obtained. Also, Maximum Likelihood estimators of the bivariate 
geometric distribution are obtained and generalization to multivariate case is 
given.

Keywords: Bernoulli distribution, Bernoulli marginals, Maximum Likelihood, Geometric 
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