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IKi DEGISKENLI GEOMETRIK DAGILIM VE
GENELLESTIRILMESI, BAGIMLILIK OLCULERI VE
DAGILIM OZELLIKLERI

Ozge ELMASTAS GULTEKIN®  ismihan BAYRAMOGLU"

OZET

Bu ¢alismada, Marshall ve Olkin’in iki degiskenli geometrik dagilimina iliskin
dagilim ozellikleri arastirilmis ve uyumluluk olgiisii Kendall Tau elde
edilmistir. Aymi zamanda, iki degiskenli geometrik dagilimmm En Cok
Olabilirlik  tahmin edicisi elde edilmis ve ¢ok degiskenli duruma
genellestirilmesi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bernoulli dagilimi, Bernoulli marjinali, En ¢ok olabilirlik, Geometrik dagilim,
Uyumluluk 6l¢iisii, Yagsam fonksiyonu.

1. GIRIS

iki degiskenli geometrik dagilim literatiirde farkli sekillerde ifade edilmistir. Bu
calismada, Marshall ve Olkin (1985)’in iki degiskenli Bernoulli dagilimindan tiiretilen
iki degiskenli geometrik dagilimi incelenmistir. Bir¢ok alanda uygulamasi bulunan iki
degiskenli geometrik dagilim, Cox(1972), Hawkes(1972), Azlarov ve Volodin (1982),
Nair ve Nair (1988), Roy(1993), Asha, Sankaran ve Nair (2003), Mitov ve Nadarajah
(2005), Dhar ve Balaji (2006) ve Nadarajah (2008) gibi bir¢ok yazar tarafindan
incelenmistir. Ayrica bu dagilima iligkin ortak olasilik fonksiyonu ve yasam fonksiyonu
incelenmistir. Bununla birlikte, iic degiskenli geometrik dagilim ve ¢ok degiskenli
duruma genellestirilmesi ve ele alman iki degiskenli geometrik dagilimin En Cok
Olabilirlik tahmin edicisi ve uyumluluk 6l¢iisii Kendall Tau elde edilmistir.

2. IKi DEGISKENLi GEOMETRIK DAGILIM

Literatiirde bir ¢cok yazar iki degiskenli geometrik dagilimi ¢ok farkli sekillerde ifade
etmiglerdir. Bu calismada esas ele alinan, Marshall ve Olkin (1985)’in iki degiskenli
Bernoulli rasgele degiskenler dizisine dayanarak ortaya koyduklari iki degiskenli
geometrik dagilimdir. (U,V’), Bernoulli marjinallerine sahip (U ve V ’'nin her biri tek

degiskenli Bernoulli dagilimina sahip) bir vektor olsun. Bu vektor sirastyla, p,,, po»
Do V€ Py, olasilikli, (1,1),(1,0),(0,1) ve (0,0) 4 mimkin degeri alabilir. Marjinal
olasiliklar su sekildedir:

PU=1)=p, =p,+py
PU =0)= py. = Py + Poo
PV =1)=p, =p,+ Py
P(V'=0)= p., =P+ Poo
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Birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip iki degiskenli Bernoulli rasgele vektor
dizisi (U,,V),U,,",),...[U,,V,),... i¢in; X, U,,U,,...,U, ... dizisindeki ilk basaridan

(1) onceki basarisizliklarin (0) sayisint; Y de V,V,....,V,,... dizisindeki ilk basaridan (1)

onceki basarisizliklarin (0) sayisin1 gostersin. X ve Y'nin her biri bir geometrik
dagilimina sahiptir ve genelde bagimsiz olmayacaklardir. Ortak iki degiskenli
dagilimlari s6yle gosterilir:

Phoprt Py, 0<ZI<k
P(X=1Y=k)= p(l)opm 1=k (1)

p(l)copmp(/);kilpna 0<k<]
(Marshall ve Olkin, 1985) ve yasam fonksiyonu

PwPls 0<I<k
F(lLky=P(X 21,Y 2k)={pl,, I=k 2)
PwPo s 0<k<I
(Hawkes, 1972) olmaktadir.

X ve Y'nin marjinal olasilik fonksiyonlar1 ve marjinal yasam fonksiyonlar1 ise soyledir:

P(X=0)=p,p.., . P(Y=k)=p.,pl
ve

Fx()=P(X2D)=p,, , Fr(k)=P¥2k)=p, (3)

/20 ve k>0. (2) ve (3)1 kullanarak ortak kiimiilatif dagilim fonksiyonu soyle
yazilabilir:

F(x,y)=P(X <x,Y <)
=1-P(X>x)-P(Y>y)+ P(X>x,Y >y)
=1-P(X 2[x]+1) = P(Y > [y]+ 1)+ P(X 2[x]+1,Y >[y]+1)
=1-Fx([x]+D)=Fy([y]+ D)+ F([x]+1,[y]+1)
1= pit = pt 4 pl pli ), 0<x <y

_ [x]+1 ]+l [x]+1 _
= l=pe" =P + P s 0<x=y

[x]+1 [y]+1 [y]+1 _[x]-{y]
1_p0+ —DPi tPew Pos > OSy<x

Burada [x] ve [y], swrasiyla, x ve y'den biiyiik olmayan en biiyiik tamsayiy1 ifade
etmektedir (Marshall ve Olkin (1985)).

Farkli sekillerde ifade edilen iki degiskenli geometrik dagilimdan biri de, Nair ve Nair
(1988)’in makalelerinde tanimladiklar1 yasam fonksiyonu asagidaki gibi olan iki
degiskenli geometrik dagilimdir.
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P{X>1,Y>kj=pl pioe"

Lk=012,.; 0<0<1, 1-0<(1- p,6)(1- p,0).

iki Degiskenli Geometrik Dagilim ve Genellegtirilmesi,
Bagimlilik Olgiileri ve Dagilim Ozellikleri

Diger bir ifade sekli ise, Dhar (1998a, 1998b) tarafindan ortaya atilan iki degiskenli

kesikli Freund modelidir.

PPs| Ps

k
9,45 |:p1p2:| pé, k<l ; Lk=12,..

1
PX=01Y =k}= %{M} Pl <k 5 Lk=12,.

P\Ps| Ps
919,912 -1

1_p1p2

P> =k 5 l,k:1,2,...

Krishna ve Pundir (2009) ise, makalelerinde, Phatak ve Srechari (1981) tarafindan
ortaya konan ve olasilik fonksiyonu asagidaki gibi olan iki degiskenli geometrik

dagilimi ele almislardir.

x+y| .o,
P(X=xY=y)= L |PoPiP2

burada x,y=0.,L...; 0< p,,p, <1; p, =1—-p, — p, olmaktadur.

2.1 iki Degiskenli Geometrik Dagihm I¢in Uyumluluk Olgiisii Kendall Tau

Sirali degiskenler i¢in en genel iligki 6l¢iisti, gozlem ¢iftlerinin uyumlu (concordant) ve
uyumsuz (discordant) olarak siniflandirilmasina dayanir. X ’in daha biyiik degerli
gozlemi i¢in Y de daha biiylik deger aliyorsa bu gozlem ¢ifti uyumlu, diger taraftan,
X ’in daha biiylik degerli goézlemi i¢in ¥ daha kiiciik deger aliyorsa bu gozlem cifti

uyumsuzdur.

Uyumluluk ve uyumsuzluk olasiliklarina bakildiginda (X,,Y;) ve (X,.Y,), (X,Y)
stirekli rasgele degisken vektoriinden alinan iki gézlem ¢ifti i¢in,

P(uyumluluk) = P[(X, — X,)(Y, —Y,) > 0] ya da diger bir ifadeyle
P(uyumluluk) = P(X, > X,,Y, >Y,)+ P(X, < X,,Y, <Y,) olmaktadur.
P(uyumsuzluk) = P[(X, — X, )(¥, —=Y,) < 0] ya da diger bir ifadeyle
P(uyumsuziuk) = P(X, > X,,Y, <Y,)+ P(X, < X,,Y, >Y,) olmaktadir.

Strekli degiskenler icin  P(uyumluluk) + P(uyumsuzluk) =1 olmaktadir. Fakat kesikli

degiskenler, “esitlik (tie)” olarak ifade edilen durumu da igermektedir.

P(esitlik)=P(X, =X, veya Y, =Y,)
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Nelsen (1999)’in c¢alismasinda, Kendall Tau, uyumluluk olasiligi ile uyumsuzluk
olasilig1 arasindaki farka esit olup su sekilde ifade edilir:

(X,Y) = P(uyumluluk) — P(uyumsuziuk) 4)
X ve Y kesikli tamsayilart i¢in, P(uyumluluk)+ P(uyumsuzluk)+ P(esitlik) =1
oldugundan, (4) numarali formiil yeniden diizenlendiginde, Kendall Tau (1) asagidaki
gibi hesaplanir:

7(X,Y) = 2P(uyumluluk) — 1 + P(esitlik)

veya

7(X,Y) =1-2P(uyumsuzluk) — P(esitlik)

Teorem 2.1: (1) numarali formiilde ifade edilen iki degiskenli geometrik dagilim i¢in
Kendall Tau, / <k ve ¢ <z igin, asagidaki gibidir.

_ Pio(1+ Doy Poo)
(1= pa)(1= Po )

ispat: (X ],K) ve (X,,Y,) her biri iki degiskenli geometrik dagilima sahip iki vektor
cifti olsun. Burada Kendall Tau hesaplanitken ¢ok sayidaki miimkiin durumlar
arasindan / <k ve ¢ < z i¢in olan durum goz 6niine alinmistir.

7 =1-2P(uyumsuzluk) — P(esitlik) formiiliinde gerekli olasiliklar yerine kondugunda,

B Pio(1+ Py P.y)
(l_pgo)(l_ PooP+o)

olarak hesaplanir.
Ornegin, p,, =% ve P, :% (p.o = Poo + o) 0lasiliklar i¢in bakildiginda, Kendall
Tau 7 = 0.502 olmaktadir.

2.2 iki Degiskenli Geometrik Dagilimin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi
Parametreleri tahmin etmek i¢in kullanilan yontemlerden biri de En Cok Olabilirlik

tahminidir. Krishna ve Pundir (2009), makalelerinde, Phatak ve Sreehari (1981)
tarafindan ortaya konan ve olasilik fonksiyonu

xX+y «
P(X =x,Y =y)=( X )PP Py s %Y =0l.50<py,p <l p,=1-p,-p,

olan iki degiskenli geometrik dagilima iliskin En Cok Olabilirlik Tahmin edicilerini
asagidaki gibi hesaplamiglardir.

TUIK, Istatistik Arastirma Dergisi, Ozel Say1 2011
TurkStat, Journal of Statistical Research, Special Issue 2011



iki Degiskenli Geometrik Dagilim ve Genellegtirilmesi,

Bivariate Geometric Distribution and Its Generalizations, Dependence |
Bagimlilik Olgiileri ve Dagilim Ozellikleri

Measures and the Distribution Properties

A

Po=1s +y 1+

=<
—

5 P1—7+)7, Pz—m

=1 x|
=|

Marshall ve Olkin (1985)’in iki degiskenli geometrik dagilimi i¢in elde edilen En Cok
Olabilirlik Tahmin edicileri asagidaki teoremle ifade edilmistir.

Teorem 2.2: (1) nolu formiille ifade edilen iki degiskenli geometrik dagilima iliskin
parametrelerin En Cok Olabilirlik tahmin edicileri p,, =0 i¢in ve n, >0, n, >0 igin

asagidaki gibidir:

[t m (=210, —x)
Yol =y -y ]

LGyl (s = py)]
n3[(x1 _yl)(x3 _y3)+l]

10

[, + 1y (s = y)]lms + 1, (p, = x1)]
mny[(x1 =y )(xs —p;)+1]

A

Pu

Ispat: (X,Y),(X,,Y,),....(X,,Y,) lerden her bir ¢ift asagidaki gibi ifade edilen iki

degiskenli geometrik dagilima sahip olsun.

pgoplopf(;x_lpﬂ , X<y
P{X =x, Y=y}=1{ PPy x=)y
pgopmpgjilplw x>y

P{X = x,Y = y} olasilig1 asagidaki gibi yazmak mumkiindiir.
R(x,y), x<y
PX =xY=yi=1P(x,y), x=y
P(x,y), x>y

Buradan  P{X,Y} = R(x,»)[{x < yi+ P,(x, )I{x = yj+ B (x,p)[{x >y} olarak

yazilabilir.

L, olabilirlik fonksiyonu olsun. Asagidaki sekilde ifade edilmektedir.
L=P(X,.Y,)P(X,.1,)..P(X,.Y,)
P(X,,Y) = R (x, y)I{x, < yb+ P(x, y)IHx =y b+ P(x, y) x> )

L=[B(x,y){x, <y} +P(x, y)x, = y )+ P(x, y) ) {x, >y }]x
X[B(xy, y){x, < o3+ P (x,, ) {x, = o b + P(xy, ) I{x, > y, 1%
"‘X[E(xn’yn)l{'xn <yn}+P2(‘xn’yn)I{xn :yn}+P)3(xn’yn)I{xn >yn}]
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n, n,, n, sirasiyla, x<y, x=y ve x>y durumlarin saglayan gézlemlerin sayisini
gostersin ve n =n, +n, + n, olsun.

X < Yisees Xy <Y,

1 4 n] +1 yn1+l > nl+n2 y"l+"2 4

mn )

xnl+n2+1 > ynlwlz-f—l7"'7)(’.nl+nz+n3 > y”1+"2+"3

]

Gozlemlerin verilen bir 6rnegi icin, olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonu su sekilde

yazilabilir.
X y, —x_ -1 X X
_ 9 yl—xl—l n oty nl+1 ny+ny
L=pyPioPio ' Pu-Pu PioPo PaPo Pui--Poo ~PuX
Yn, 40y +1 Xty 1 4y 171 Yn+n,+n Y 411 413 "V 4 41y 7
1772 112 1772 1ty tny | trptny Tty Tg
X Poo Po1Pos J TR 00 Po1Pos Py
Gerekli iglemler yapildiginda,
0! ) 3 41 4
zxt +anl+1+ Vn |ty Vit 25T
-1 il -1 =l =l
L= p10p+1p1| p01 p|+ Poo Pio X
3 3
anl+n2+iizynl+n2+i7"3
i=1 i=1
X p0+
— Vll X]+V12 x2 +n3 V} nl ;1 *ﬂl ;] *}’11 Vl3;3 —n3;3 —Vl3
L P1op+1p11 p01 P1+ Poo Po Po:

olur.

il — " — "3
Burada X1 = le. /n, , x2= anlﬂ. /n, , Xx3= anﬁnzﬂ. /n,,
i i=1

nytny+ny=n

3 —
Zy"l*"z” /n3 s y: z yi /I’Z
i=1

i=1
olmaktadir.

log L = n, log p\, +n log p,, +n,log p,, +nylog p, +nylogp,, +
+(mx1+nyx2 +nyy;)log poy +(m y, —nxi —n)log p, +
+(nyxs —nyy; —ny)log p,
Burada p,, = po, +pi1s Pio = Poo+Pios Piv = PiotPi> Por = Poo T Poy 0lmaktadir.
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Boylece, log-olabilirlik fonksiyonu su sekilde bulunur.

log L = n,log p,, +n,log(p,, + p,,) +n,log p,, +n,log p,, +n;,log(p,, + p,)) +
+(mx1 +ny,x2 +nyy;)log py, +(n v, —nyxi —ny)log(py, + piy) +
+(nyx3 —ny ¥, —ny)log(pe, + pyy)

Her bir degiskene gore tiirev alinip 0’a esitlendiginde ortaya ¢ikan En Cok Olabilirlik
esitlikleri su sekildedir:

(nl;1 +n2}z +n3}3 —n, —ny)Po +(n1;1 +n2}2 +n3;3 — 1) PooPor +

+(n;c—n3)f900f710 +(n]}| +n2;z +n3;3)ﬁ,0f70, =0

(n, +nyx; —n3;3)}3§1 + (1, + 1) Pog Poy + (133 —n3;3)j701f7” + 1P =0

(n, +n1;l —nlgl)f)fo + (1, +13) Do Pro +(nl;1 —n,?l)ﬁmﬁ” +1, PP =0

npl +(ny +ny)Pro Dy + (1y + 1) Py Pyy + 1y Py Pro =0

Dogrusal olmayan bu denklemlerin agik formda ¢6ziimiiniin elde edilmesinde ileri

sayisal teknikler gerekmektedir. Fakat olasiliklardan birini 0 kabul ederek bir ¢6ziim
yoluna ulagabilmek miimkiindiir. p,, =0 i¢in ve n, >0, n, >0 i¢in diger olasiliklar su

sekilde tahmin edilir:

5l en (=i, - 3)
TG -y —yy) +]

L=y (- )]
o =) = py) +1]

Py = [n, +n3(;i_;i)][?13 +}E(}l —;1)]
! mng[(x1 =y ) (x3 = yy) +1]

3. COK DEGISKENLi DURUMA GENELLESTIiRILMESI

Ug degiskenli geometrik dagilim icin; Bernoulli marjinallerine sahip bir (U,V,Z)
vektoriinii  gozoniine alalim. Bu vektdor sadece 8 mimkiin degeri alir.
(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (1,0,0),  (0,1,1), (0,1,0), (0,0,1) ve (0,0,0), bunlara iliskin

1
olasiliklar da sirastyla p,,;, piigs Piois Pioo> Poris Poos Poor V€ Pooo 'dIr.

Birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip ii¢ degiskenli Bernoulli rasgele vektor
dizisi (U,,",2),U,,V,,Z,),....,(U,,V,,Z),... i¢in; X, U,,U,,...,U,,... dizisindeki ilk
basaridan (1) onceki basarisizliklarin (0) sayisin Y, V,,V,,.. ,Vn, dizisindeki ilk
basaridan (1) o6nceki basarisizliklarin (0) sayisini ve Z de Z,,Z7,,...,Z, ,...dizisindeki ilk

basaridan (1) Onceki basarisizliklarin (0) sayisimi gostersin. X, Y ve Z nin her biri bir
geometrik dagilima sahiptir ve genelde bagimsiz olmayacaklardir. Ortak ti¢ degiskenli
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dagilim olan P{X =[Y=k,Z=1t} 'yi bulurken, /,k ve t'nin durumlarina gore
olasiliklart hesaplamak gerekir. Toplam 13 miimkiin durum vardir. Bunlar;

I<k<t, I<t<k, k<t<l, k<I<t, t<I<k, t<k<l, I<k=t, I>k=t,
k<l=t, k>Il=t, t<k=I, t>k=1, I=k=1t

Ornegin [ < k <t durumu igin su sekilde bir yapi ile olasiliklar elde edilebilir.

U \% Z
0 0 0
1 kez
0 0 0
1 0 0 — 1kez
+ 0 0
k-1-1 kez
+ 0 0
+ 1 0 — 1kez
+ + 0
t-k-1 kez
+ + 0
+ + 1 — 1kez

t—k—
++0

Buna iliskin olastlik p},200P o Puol i P, 'dir. Diger olasiliklar da aym sekilde

bulunabilir.

Sonug olarak, ortak ti¢ degiskenli dagilim su sekildedir:
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p000p100p+00 p+10pi+](() lp++|: I<k<t
p000p100p+00 p+01p+0+ p+1+a [<t<k
p000p010p0+0 p0+1p(])+r+lp1++’ k<t<l
P000P010P0+0 p1+opi+lo 1P++1a k<l<t
P000P001p00+ p10+P+0+ p+1+s t<I<k
P(l)oopomp(l){()ijilp01+l7([);l:1p1++7 1<k<I ®)
PX=LY=kZ=t}= p(l)ooploopf&;ilpnn [<k=t
p(];()()ponp(l);]:lpuw [>k=t
p§00p010p<]);](§71p1+1s k<l=t
péOOPlOlpf(;l:lpHJr’ k>1=t
P(t)oopomp(l)gflpl 145 t<k=1
Pooopllopi:o 1P++1o t>k=1
pooopma I=k=t

Cok degiskenli duruma genellestirilmesi ise, /, </, </, <...<[ durumu i¢in, ortak
olasilik fonksiyonu asagidaki formiille elde edilebilir:

Ly~ [
PX, =1,X,=1,..X,=1}= po 0 Pro.o p+0 0 p+10 0 p+3+020 ----- pﬁig_l P11

n n—1 n—1 n-2 n-2 n-1 n-1

4. SONUC

Bu ¢aligmada, literatiirde farkli sekillerde ifade edilen iki degiskenli geometrik dagilim
arasindan, Marshall ve Olkin (1985)’in iki degiskenli Bernoulli dagilimindan tiiretilen
iki degiskenli geometrik dagilimi incelenmistir. Bu dagilima iligkin dagilim
ozelliklerinden, ortak olasilik fonksiyonu, marjinal fonksiyonlari, yasam fonksiyonlari
ve ortak kiimiilatif dagilim fonksiyonu elde edilmistir.

Ayrica, sirali degiskenler i¢in en genel iliski 6l¢tisii olan Kendall Tau, ele alinan iki
degiskenli geometrik dagilim igin elde edilmistir. ilgili dagilimin parametre tahmin
edicileri, En Cok Olabilirlik tahmin yontemi ile elde edilmis olup, ¢ok degiskenli durum
icin genellestirilmesi ortaya konmustur.
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BIVARIATE GEOMETRIC DISTRIBUTION AND ITS
GENERALIZATIONS, DEPENDENCE MEASURES AND THE
DISTRIBUTION PROPERTIES

ABSTRACT

In this study, the distribution properties of Marshall and Olkin’s bivariate
geometric distribution are studied and the concordance measure Kendall's
Tau is obtained. Also, Maximum Likelihood estimators of the bivariate
geometric distribution are obtained and generalization to multivariate case is
given.

Keywords: Bernoulli distribution, Bernoulli marginals, Maximum Likelihood, Geometric
distribution, Concordance measure, Survival function.
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