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Ozet: Bu calismada Gramians teoreminin matrisler iizerindeki uygulamasini ve yeni bir tanimini iizerinde
durulmustur. Vektorlerin matrisler iizerindeki uygulamalarimin pozitif degerli bilesenlerinin hangi bi¢imde
tanimlanacag: kurallar dahilinde bahsedildi. C* iizerinde calisilan bu vektorlerin adi toplama iizerinde 2%2 ve
4 x4 bigcimindeki matrislerde tanmimli olmasi gerekmektedir.

Anahtar Kelime: Gramian Fonksiyonlari, Lyapunov denklemleri, Hurwitz Matrisi

The Application of Gramian Matrices to Lyapunov
Equation

Abstract: In this study, it is given a new definition of the application of the Gramians theorem on matrices.
Noticed on how the positive-valued components of the vectors' applications on the matrices can be defined. To
study on C* so that these vectors are defined on 2x2 and 4x4 matrices on the ordinary collection.
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1. GIRIS

Teorem: x4,X,, X3, X4 € C* 0lmak Uizere tanimlanan vektorler igin A = (a;, a;) seklinde gosterilsin.
i¢ carpimlarinin eliptik degeri icin (x;, x;) seklinde gosterilsin. Bu degeri i¢ ¢arpim olarak kabul
edildi.

ispat: v, v,, v5, v, olsun. (4v,v) = 0 olmasinin temel kosulunu
Au=v = (vq,V,,V3,Vy)

Olusturur. Eger Au = v = (vy, v, v3,v,) Seklindeyse,

v = Z(xi' XU
i
Olacaktir. Bu durumda tanimlanan vektorler i¢in sinir deger teoremi ile,
(Aww) = @v) = D Gy
7o

Bu durumda esitligi dagitarak, yeni bir dagilim yapabilir. Herhangi bir baza sahip singtler
matrislerin dontgtmleri icin bu guzel bir ydntem olacaktir.
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Z (Z(xiui,x]')) u; = (Z xiui'z %)
i ; ;

j

Seklinde yazilacaktir. Bu ise (Av,v) 2 0 oldugunun goéstergesidir. Hatta yukaridaki ifade daha
net sekilde,

2
Z0

HZ XiU;
i

Olacaktir.

Teorem: x(0) = 0 olmak lzere, u(t) bir Gramian fonksiyondur. Burada x(f) = ¥ ve £ > 0 degerli
bir sabittir.

ispat: x = x(f) = fOEeA(f‘T)B.u. (T)dT oldugunu aciktir. Burada “u” noktasinin limit ile yaklasimi
ile,

u(t) = BTeA -0z

Yerine koyarsak,
£
%= f eAE-TBRT A" (-0 zqT
0
Seklini alacaktir. Sabitin yerinin degismesi ile,
£
= ( f AT BpTeA G-1gT) 7
0
Olacaktir. Bu karmasikliktan kurtulmak adina ¢ =t — T donlsimu yapilirsa denklem,
¢ T
X = (f e“BBTe4 $dé)z
0
Ve
¢ T
Z= (j (e®*BBTe4 ¢dé)!
0

Haline gelecektir. Simetrik matris donisimunde 6nce ilk yontem olmasina karsin ilk olarak z
‘den yola gikarak u(t)’yi bulunmasi gereklidir.

t t
7= f (e*BBTeA$dE)™1 - u(t) = BTeA E-0)( f (e”$BBTeA8de) 1 %
0 0

Oldu. Simdi hemen simetrik matrisleri kullanarak, Gramian kontrol edilebilirlik formdlini elde
edilir.

t
X() :=f e BBTeA"¢ ds
0
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Gramian teoreminin temek kanitindan sonra heniiz (1991, P.Kall) ¢ok yeni denilebilecek bir
calismayi daha farkh bir sekilde gosterelim.

Teorem: Gramian Kontrol Teoremi, X(t) = fot e BBTeA$d¢ ile gosteriliyordu. Yukarida
buldugumuz, %X(t) = AX(t) + X(t)AT + BBT diferansiyel denkleminin ¢ézimidur. Eger,
X = lim X (t) ise, bu durumda da,

AX +XAT+BBT =0
Olacaktir.

Teorem: Yukaridaki teoremden yola gikarak,
d
EY(t) =ATY(t) +Y()A+ CTC

Diferansiyel denkleminin ¢d6zim, matris donisimd ile
ATY +YA+CTC =0

Olacaktir. Fakat bu ¢6zimiin olmasi igin gerek kosul, }im X(t)'nin var olmasidir.

Kanit/Kontrol Edilebilirlik: ilk olarak birinci kismi hesaplamak gerekmektedir.

d d rt T d rt ;
—X() = —f e“*BBTe4 ¢d¢ :_f pA(t-T)B BT o AT(t-T) gT
dt dt 0 dt 0

t
:f dieA(t—T)BBTeAT(t—T) + eA(t—T)BBTeAT(t—T)dT
t
0
Olacaktir. T = t noktasinda
t t
A ( f eA(t‘T)BBteAt(t‘T)dT> +( f eAt-T)BBT A" (t=T)GT)AT 4 BBT
0 0
Olacaktir. Bu da zaten,
AX(t) + X(t)AT + BBT
Halini alacaktir. ikinci kismin kaniti ise X (t)'nin diizgin ve
d
limX(t) =X = lim—X(t) =0
n-ow n-oo dt
Oldugu ile gosterilebilir.

Lemma: AeC™™ve CeC™™ olmak Uzere Lyapunov denklemi, ATX + XA+ CTC = 0 olarak
bilinir. Bu 6zel denklem igin 4 tane farkh durum vardir.

1-) X e €™ ¢6zlmundn olmasi igin A;(A) + 4j+ # 0 olmasi gerekir. Bu durumda da X simetriktir.
(i,j=1,....,n)

2-) Eger A Hurwitz matrisi ise X yarikesin (semidefinite) matristir.
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3-) Eger A Hurwitz matrisi ve X ise pozitif semidefinite ise (4, C) kesfedilebilirdir.

4-) Sayet ilk adimda A Hurwitz ve X pozitif semidefinite ise bu durumda da (4, C) gozlenebilirdir.

ispat: Bu lemmada ispatlanmasi gereken ve farkli bir teori ile gésterilecek olan (2) Hurwitz
matrisinin 6zel bir halini olugturmaktadir. Sayet A Hurwitz ise,

lim et =0

n—oo

olur. Bu ise,
X = f eAT CTCetdt = 0
0

Dogrudan iligkilidir. Bu durumda da,

T . “d ATt AT A ATt o7 o4t T

ATX + XA = lim —ed'CTCetdt = e4' ' CTCet = —CTC
n-o Jo d 0

Olacaktir.

2. SONUG

Lyapunov denklemleri matrislerin 6zel bir halini meydana getirmektedir. Bir diferansiyel denklem
kullanilarak  matrislerin  6zel dontstUmleri incelendi. 2 x2 matrisler (1965) ¢6zime
kavusturulmugtur. Fakat C* Uzerinde birtakim eksiklikler olustu. x(t) ¢dziminu diferansiyel
denklemin bir ¢6zimu kabul ederek yeni bir ¢ézim arayisina girdik. Fakat ¢ézimuimuiz sinirli
kald.

d
lim X(t) =X = lim —X(t) =0
n-»o0 dt

n—-oo

icin belirli bir ¢dzim hesaplanabildi. Diger katsayilarin eksikligi ve
X = f e4"t CTCetdt > 0
0

olmasindan sinir degeri C"*™den se¢gmemiz gerekmektedir.
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