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Diizlemsel Hareket Altinda Bazi Ozel Egri Tiplerine En Az Eylem ilkesinin

Uygulanmasi

Serdar SOY LU, Elvan KORKMAZ USTA?

Oz

Bu ¢aligma dort boliimden olusmaktadir. Calismanin giris bolimunde literatlr 6zeti verilip ikinci bolimde bazi 6zel
sikloid tipi egri tanimlar verilmis ve en az eylem ilkesi ifade edilmistir. Calismanin orijinal kism Ug¢iincli bolumdur. Bu
bélumde 6ncelikle kapal1 diizlemsel hareket altinda 6zel sikloid tipi egriler ifade edilmis ve bu egrilere en az eylem ilkesi
uygulanmistir. Egrilerin minimal eylem noktalarinin hesaplanabilmesi igin hareketli diizlemin noktalarinin enerjileri
hesaplanmustir.
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The Application of the Principle of Least Action to the Some Special Curve
Types Under the Planar Motion

Abstract

This study consist of four chapters. In the introduction chapter, the summary of literature is given. In the second chapter,
some specific cycloid-type curve definitions are given and the principle of least action is expressed. The orginal part of
the study is the third chapter. Firstly special cycloid-type curves are expressed under closed planar motion and the
principle of least action is applied to these curves in this chapter. The energies of the points of the moving plane are
calculated in order to calculate the minimum action point of these curves.
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1. Giris

Geometri, doniisimler altinda degismezlerin teorisidir. Bir cismin sabit bir noktaya gore
zamana kars1 yer degistirmesine hareket denir. Hareketle ilgili bilim dallar1 mekanik ve kinematik
olarak smiflandirilabilir. Mekanikte hareketin kuvvet ve kiitle tizerinde etkisi incelenirken,
kinematikte maddenin konumu, hiz1 gibi nitelikler incelenir. Mekanigin bir dali olan kinematikte
hareketi doguran sebepler goz ardi edilir ve hareketin nasil gergeklestigi ele alinir. Bu nedenle,
Kinematik, hareket geometrisi doniisiimii altinda degismezlerin teorisidir (Miiller vd, 1963).

Kayakeilarin iniglerini en kisa siirede bitirebilmesi i¢in kayak pistinin egimi nasil olmalidir?
Buna benzer problem 1696’da Johann Bernoulli’nin aklina geldi. Bernoulli “dik bir diizlemde, iki
nokta arasindaki yolun sekli nasil olmaliydi ki bu noktalar arasindaki mesafe en kisa siirede
almabilsin?” sorusunu soruyordu. Burada, hareketin siirtiinmesiz bir ortamda ve sadece yergekimi
altinda gerceklestirilecegini anliyoruz. Bernoulli yaptig1 ¢alismalar ve hesaplamalar neticesinde iki
nokta arasindaki mesafeyi en kisa siirede alabilecek yolun sikloid egrisi olacagi bilgisine ulagmustir.

Bir dogru (veya bir ¢ember) iizerinde kaymaksizin yuvarlanma hareketi yapan bir ¢gemberin
Uzerindeki sabit bir X noktasinin geometrik yerini olusturan egrilere sikloid tipi egriler denir. X
noktasi ¢emberin {lizerinde, i¢inde ya da disinda olabilir. Bu X noktasinin ¢gemberin iizerinde olmasi
durumunda X noktasinin geometrik yeri olan egriye diizgiin sikloid egrisi denir. X noktasi ¢emberin
icinde olabilir. Bu durumda X noktasinin geometrik yeri olan egriye ilmiksiz sikloid egrisi denir. X
noktasi gemberin diginda olabilir. Bu durumda X noktasinin geometrik yeri olan egriye ilmikli sikloid

egrisi denir (Sekil 1) (Blaschke ve Muller 1956).

Sekil 1. Diizgiin Sikloid Egrisi

Birbiri tizerinde hareket eden iki ¢emberin hareketiyle olusan sikloid tipi egriler de vardir.

Birbiri {izerinde distan teget kalacak sekilde kaymaksizin yuvarlanma hareketi yapan
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r ve R ,r < R, yarigapl iki ¢ember verilsin. r yaricapl hareketli ¢gember ile bu ¢ember {izerinde bir
X noktasinin hareket esnasinda ¢izdigi yoriinge egrilerine episikloid egrileri ad1 verilir. Bu iki gember
distan teget olabilir. Bu durumda olusan sikloid egrisine episikloid egrisi denir. Iki gember igten teget

olmas1 durumunda olusan sikloid egrisine hiposikloid egrisi denir (Blaschke ve Miiller 1956).

2. Materyal ve Metot

2.1. Episikloid

Birbiri tizerinde distan teget kalacak sekilde kaymaksizin yuvarlanma hareketi yapan r ve
R, (r < R) yarigaph iki ¢ember verilsin. r yarigapli hareketli ¢ember ile bir P noktasinin hareket
esnasinda ¢izdigi yoriinge egrisine episikloid egri denir. P = (x, y) noktalarinin geometrik yeri olan

egrinin parametrik denklemi

R+r
x=(R+r)cost—rcos< t)

r
R+r
)
r

y = (R+r)sint—rsin<

bicimindedir (Sekil 2).

N

Sekil 2. Episikloid Egrisi
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2.2. Hiposikloid

Birbiri tizerinde igten teget kalacak sekilde kaymaksizin yuvarlanma hareketi yapan r ve R,
(r < R) yarigapl iki ¢ember verilsin. r yarigaplt hareketli ¢ember ile bir P noktasinin hareket
esnasinda ¢izdigi yoriinge egrisine hiposikloid egri denir. P = (x, y) noktalarinin geometrik yeri olan

egrinin parametrik denklemi

R—r
x=(R—r)cost—rcos< " t)

) ~ (R—r
y=(R—r)smt—rsm( " t)

bigimindedir (Sekil 3).

Sekil 3. Hiposikloid Egrisi

2.3. Kardioid

r yarigapl sabit bir ¢ember iizerinde kaymaksizin yuvarlanma hareketi yapan ayni yaricapl
ikinci bir cember Uzerindeki herhangi bir P noktasinin hareket esnasinda ¢izdigi yoriinge egrisine

kardioid egri denir. P = (x, y) noktasinin geometrik yeri olan egrinin parametrik denklemi

x = 2rcost —rcos 2t
y = 2rsint — rsin 2t

bicimindedir (0 < t < 2m) (Sekil 4).
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Sekil 4. Kardioid Egrisi

2.4. Diizlemsel hareket icin kapah yoriingeler

E hareketli ve E’ sabit olmak Uzere iki diizlemi ele alalim. Bu diizlemlerin koordinat sistemleri
arasinda t —parametreli B: E/E' direkt hareketini ele alinsin. Sistemlerin sirasiyla orijinleri (0, 0"),
Oteleme vektorleri (00" = U), (0’0 = U") ve toplam donme agist a(t) olsun. X noktasinin ait

oldugu E hareketli sisteminin E’ sabit sistemine gore yoriingesi
X'(t) = h()R()X + U'(t) (D

seklinde tanimlanir. Bu hareketi, sabit ve hareketli sistem arasinda zamana bagli bir doniisiim olarak

diisiniilebilir. X vektort zamani ifade eden t parametresinden bagimsizdir.

(1) denkleminde a(t) toplam donme agisi, R(t) 2 X 2 tipinde donme matrisi, 6teleme vektoriine

karsilik gelen U'(t), 2 X 1 tipinde bir matris olmak tzere, (1) denklemi matris formunda

(ﬁ(t)) _ <COS(a(t)) —sin(a(t))> (xl) N <ui(t)>

x5 (t) sin(a(t)) cos(a(t)) ) \X2 uy(t)

ve bilesen olarak ise

x1(t) = cos(a(t)) x; — sin(a(t)) x; + uj(t)
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x5(t) = sin(a(t)) x; + cos(a(t)) x, + u;(t)
seklinde yazilir (Dathe vd, 2015).
2.5. DUzlemsel kinematik ve en az eylem ilkesi

E /E' duzlemsel hareketinde, E hareketli diizlemine ait bir X noktasinin E’ sabit diizlemindeki
X'(t) yoriinge egrisinin denklemi
X@®)=R®X+U'(t)

olarak ifade edilebilir. Bu yoringe denklemi o&teleme ve donmeden ibarettir ve yoriinge
denklemindeki t zaman parametresini ifade etmektedir. Bu sisteme en az eylem ilkesi uygulanirsa;

sistemde yer alan m kiitleli bir noktanin X'(t) yoriinge egrisi i¢in kinetik enerji formiilii

1 .. N2
Exin = 5m (X'(0)) 2)
seklinde ifade edilir. (2) denklemi hareketli sistemin segilen noktasina bagimli olup sistemin

baslangi¢ noktasinin se¢iminden bagimsizdir. Bu enerji denklemi

ty ty
1 . 0\2
S = f Eyindt = Ef m(X (t)) dt

olarak ifade edilir ve bu denklem karakteristik fonksiyon veya enerji fonksiyoneli olarak adlandirilir.

m = 1 degeri i¢in bu fonksiyonel
ty
1 . )
— ! T v/
5=> f (X ©TX(®)) dt
iy
olarak ifade edilir.

Enaz eylemilkesi, S nin minimum olmasini gerektirir. Bunun i¢in §S = 0 sart1 saglanmahidir. Burada
6 varyasyonu gostermektedir. Bu esitligi saglayan nokta sabit nokta veya karakteristik nokta olarak
adlandirihir. Hiz kuadratik formda oldugu igin, enerji fonksiyoneli olan S de X noktasinda bir
kuadratik form belirtir. Bundan dolay1 X, noktasinin minimumu tek olacaktir ve bu nokta hareketli

sistemin karakteristigi olarak ifade edilir (Dathe vd, 2015).
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3. Bulgular ve Tartisma
3.1. Episikloid i¢in uygulamasi

E hareketli ve E' sabit iki diizlemin olmak tizere bu diizlemlerin koordinat sistemleri arasinda
t —parametreli kapali diizlemsel hareketi ele alinsin. E hareketli diizleminin E’ sabit diizlemine gore
B:E/E’ direkt hareketi, sistemlerin sirasiyla orijinleri (0, 0"), 6teleme vektorleri (0’0 = U) ve
(00" =U'), toplam donme agis1 a(t), X, E hareketli sistemine ait bir nokta olmak Uzere bu
noktanin E’ sabit sistemine gore yoriingesi
X'(t) =R()X +U(t) 3)
denklemiyle ifade edilir. Bu hareket sabit ve hareketli sistem (izerinde zamana bagli doniisiim olarak
diisiiniilebilir.
(3) denkleminde R(t) 2 x 2 tipinde dénme matrisini, a(t) toplam donme agisini ve U(t) ve U'(t)
Oteleme vektorlerine karsilik gelen 2 X 1 tipinde matrisleri ifade etmektedir. Sirasiyla sabit ve

hareketli diizleme ait birer nokta X’ ve X olmak Uzere,

v©=(39) 0 =("9) , vo=(49)  uo=("?)

x5(t) x2(t) u; (¢) u,(¢)
R(O) = ((R +71)cos(a(t)) rsin(a(t)) >
(R+71) sin(a(t)) —rcos(a(t))
ifadelerini kullanarak yoriinge denklemini matris formunda

HO) (R +1)cos(a(t)) in(a(t)) 1 1(0)
(ig (t)) = ((R + :)Z?Z(Z(t)) —rrsclgsc(za(t))) (;cz) + (Zz(t)>

seklinde ifade edilebilir.
Yorunge denkleminde a # 0 kabul edilir. Bu sayede sirf 6teleme ve sirf donme durumlarindan
kaginilmis olur. Verilen sistemlerin teleme vektorleri arasinda
U(t) = —R(@)U'(t)
bagintis1 vardir. Bu bagint1 (3) esitliginde yerine yazarak ve yoriinge denklemi
X'@®)=R®OX-U®) (4)
seklinde yeniden ifade edilir
(4) “‘de vektorlerin ifadeleri yerine yazilip X (x4, x,) bilesenleri ile ifade edilirse
x1t) =R +71) cos(a(t)) (x1 —uj (t)) + rsin(a(t)) (xz —u) (t))
x5() = (R + 1) sin(a(®) (%, — ui (@) — reos(a(®)) (x; — ub (D).
olarak bilesen denklemleri ifade edilir.
Duzlem kinematigine en az eylem ilkesi uygulandiginda, m kutleli bir nokta, ve bu noktanin

yoriingesi X'(t) olmak lizere kinetik enerji formili asagidaki gibi elde edilir.
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Eun = 5m (1)’ (5)

Ifade edilen bu enerji fonksiyonu karakteristik fonksiyon veya enerji fonksiyonu olarak adlandirilan

1 N2
S = f Ejindt = Ef m(X'(®)) dt
t1 ts

esitligine karsilik gelir. m = 1 olmas1 durumunda bu ifade
[
1 . .
— ! T !
=3 j (X @©T.x®)at 6)
t

halini alir.
Simdi E hareketli diizleminin noktalarinin enerjileri hesaplandiginda E/E’ diizlemsel hareketinde en
az eylem noktasi elde edilir. Bu durumda
X'®)=ROX-U'(®)
denkleminin t parametresine gore tiirevi alinirsa
X'(t) = R()(X — U'(£)) + R(E) (X - U’(t)) 7
elde edilir. Bu denklem bilesen formunda ifade edildiginde
%1 () = —(; —ui(®))(R + 1) sin(a(t)) @(t)
+(x1 — U (t))(R +7) cos(a(t))
+(x2 —u, (t))(R + 1) cos(a(t)) a(t) + (x2 — U (t))r sin(a(t))
x5 = (x; —ui(®) (R + 1) cos(a(t)) a(t)
+(x1 — zl'l(t))(R +71) sin(a(t))
+(xx; —us(0)) (R + 1) sin(a(t)) @(t) — (x, — ws(£)) reos(a(t))

olur. (7) ifadesi (6) denkleminde yerine yazilirsa

tz . ) T
25(x) ] [RO(x —U'®) +RE) (X - 0'®)] .
o ([ -v®)+R0O) (x-0'©))
ve bdylece
25(X) = f [(XTX —XTU' = U'TX + UTU")I4?
+(XTX - UXT+UTU)I
+(XTX -XTU-UTX+UTU")R"R (8)

+(XTX —XTU' = U'TU")RTR]dt

olur. Diger taraftan
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R(D = ((R +1)cos(a(t)) rsin(a(t)) >
B (R+r1) sin(a(t)) —r cos(a(t))

Bee) = (—(R +r)sin(a(t)). a(t) rcos(a(t)).d(t))
® = (R+71) cos(a(t)).d(t) rsin(a(t)).d(t)

aeol = (—(R +7)sin(a()) a(t) (R+1)cos(a(d)) d(t))
[ (t)] B r cos(a(t)) a(t) r sin(a'(t)) a(t)

oldugundan

[R)] R(E) = aI (D)

ve

[R@O] R =dal®

bulunur. Boylece

e =(19) L WO = @O L)

u, (t)

00 = (1) WO = @O b

r©=(10) . WOr =6 W)
0'© = (i) - Ol =GO )

ifadeleri (8) denkleminde yerine yazildiginda

25(X) = f KXTX _XT (1’2) S U)X+ uh) (Zl)> Ia?

v up(i)r

)
)- s X+ u;)(zﬁl))RTR
)

2

— @ ) (Z;)) RTR] dt

ve buradan

25(X) = J [((xl 1) (1) - xz)(:ji)—(u; u’z)h(z)+(u;)2+(ug)2>1a2
ty

+ <(x1 X2) (2) — (X1 X) (ul) + (@))% + (115)2)1

2

<

e =

+<(x1 X2) (il)_(xl xz)(.l)—(u; ué)(2>+u§u’1+u§u§>RTR

2

642
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x ‘Ll.’ L O 5T 1
+ ((x1 X2) (x;) — (X1 X) (uz) —UUy — u2u2> RTRl dt
elde edilir.
Bu esitlik bilesen formunda
t2
25(x1,%x,) = (x} + x2) | a?dt

t1

t
+ 2[(u12 +up?)a? +ul? + uy?)dt
%1

ta
X1 f
t

[
1
ta
21

seklinde ifade edilir.
(9) denkleminde

t2
HR = j dzdt
t

1

t
He= [ [(wi? +w2)a? + ) + iy?]de
ty

ta
Hx1 = f [—2u§d2 — Uy —ua — 2ujaldt
t

1

iy
sz = f [—Zulzdz — U, — Uya — 2usaldt
t

1

esitlikleri yerine yazilirsa

28(xy,x;) = (x§ + x3)Hg + Hr + x,H, + x,H,, (10)
seklinde elde edilir.
t zaman parametresine bagli olarak (10) denklemi yeniden ifade edilirse, istenilen X, noktasinin
koordinatlarini en az eylem ilkesi yardimiyla agagidaki gibi hesaplanir.

(10) denkleminin X e gore tiirevi alinir ve sifira esitlenirse,

925
—| =o0 (11)
X Iy,

elde edilir. istenilen karakteristik noktalar (11) esitligini saglayan noktalari tespit ederek bulunur.

(9) denkleminin x; ve x, ye gore tiirevleri alinir ve diizenlenirse karakteristik nokta

025(x1,%x7)

ty ty
= 2x1f a2dt + f [—2u}d? — 1y — 1y — 2ul]dt (12)
0x4 . "

1 1

ve
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025(x1,x7)

) ty
= 2x2f a2dt +f [—2uyd? — 1y, — @ — 2ubd]dt (13)
dx, ; "

1 1

seklinde bilesenler halinde elde edilir.
Burada X, noktasi, hareketli diizlemde bulunan X noktasinin aksine t; ve t, zamanlarmin bir
fonksiyonudur. Burada t; ve t, integral simirlarini temsil eden baslangi¢ ve bitis zamanlaridir. (12)

ve (13) denklemleri sifira esitlenir ve karakteristik noktanin bilesenleri

ft‘f[—Zu;dZ — 1, — U d — 2uld]dt H,.
xl = — = —
2.7 a2dt 2Hp
ve
f:f[—Zu'zaZ — 1ty — ot — 2updldt
Xy = — t . = —2H .
2 ftl a?dt R

olarak elde edilir. X, noktasinin en az eylem noktasi olmasi igin g% > 0 olmalidir. O halde
0% = 1If P2dt = 1IH
oxz 2 ) C TR

esitligi her zaman 0 dan blyUk bir deger alacagindan X, bir karakteristik nokta belirtir.

(9) ifadesinde karakteristik noktanin bilesenleri yerine yazilirsa
H, \? H, \° H H
ZSO(tll tz) = [(_H_x;) + (_£> IHR + HT __leHxl - H_szsz
elde edilir.
Buradan da en az eylem
ZSO(tlf tz) = HT(tll tz)

seklinde ifade edilir.
3.2. Hiposikloid icin uygulamasi

E hareketli ve E' sabit iki diizlemin olmak Uizere bu diizlemlerin koordinat sistemleri arasinda

t —parametreli kapali diizlemsel hareketi ele alinsin. E hareketli diizleminin E’ sabit diizlemine gére

B:E/E' direkt hareketi, sistemlerin sirasiyla orijinleri (0, 0"), 6teleme vektérleri (0’0 = U) ve

(00" =U"), toplam donme acis1 B(t) , X, E hareketli sistemine ait bir nokta olmak {zere bu
noktanimn E’ sabit sistemine gore yoriingesi

X'(t) =R()X+ U(t) (14)

denklemiyle ifade edilir. Bu hareket sabit ve hareketli sistem izerinde zamana bagl doniisiim olarak

diisiiniilebilir.



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 14(2), 634-654, 2024 645

(14) yoringe denkleminde R(t) 2 X 2 tipinde donme matrisi, toplam donme agis1 S(t), U(t) ve
U'(t) oteleme vektorlerine karsilik gelen 2 X 1 tipinde matrisler, sirasiyla sabit ve hareketli diizleme

ait birer nokta X’ ve X olmak Uzere,

F0=(59) - 00 =(19) « vo=(59) . 0= ()

x5(t) u,(t) x, ()

R(E) = <(R —1)cos(B(®)) rsin(B@®)) )
(t) = _
(R-=7)sin(B®)) -rcos(B®))

ifadeleriyle matris formunda
(x{(t)) _ <(R —r)cos(B(®)) rsin(B®)) >(x1) N <u1 (t))
x3(t) (R—=1)sin(B(t)) —rcos(B(1))) ¥z u, (t)
seklinde ifade edilebilir.
Burada 8 # 0 kabul edilir. Bu sayede hareketin sirf 6teleme ve sirf donme durumlarindan kagmilmis
olur. Verilen sistemlerin 6teleme vektorleri arasinda
U(t) =—R@)U'(t)
bagintist vardir. Bu bagmt1 (14) esitliginde yerine yazarak yoriinge denklemi
X@®=R®OX-U'Q®) (15)
seklinde yeniden ifade edilir
(15) “de vektorlerin ifadeleri yerine yazilip X (x4, x,) bilesenleri ile ifade edilirse
x1(®) = (R —1)cos(B()) (3, —ui(®)) + rsin(BD)) (x2 — us (1))
x5() = (R —1)sin(B(©)) (xp —ui(®)) — rcos(B©)) (x5 — us (1))
olarak bilesen denklemleri ifade edilir.
Diizlem kinematigine en az eylem ilkesi uygulandiginda, m kiitleli bir nokta, ve bu noktanin

yoriingesi X'(t) olmak tiizere kinetik enerji formiilii asagidaki gibi elde edilir.

= %m (X'(t))2 (16)

ifade edilen bu enerji fonksiyonu karakteristik fonksiyon veya enerji fonksiyonu olarak adlandirilan

Ekin

1 . 2
S = J Eyindt = Ef m(X (t)) dt
t1 t1
esitligine karsilik gelir. m = 1 olmas1 durumunda bu ifade

2

1 . .

—— ! T v/

S=3 f (X &)X (t)) dt 6)

ty

halini alir.
E hareketli diizleminin noktalarmin enerjileri hesaplandiginda E/E' dizlemsel hareketinde en az

eylem noktasi elde edilir. Bu durumda
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X't) =Rt)X-U'(t)
denkleminin t parametresine gore tiirevi alinirsa
X1(t) = RO(X - U'(®©) + R (X = U'(®)). (18)

elde edilir. Bu denklem bilesen formunda ifade edildiginde
#(6) = (a1 —ui(®)(R — 1) sin(B) B()

+(x, —ui(®))(R — 1) cos(B(1))

+(x2 —u, (t))r cos(ﬁ(t)) B(t) — (x2 — Uy (t))r sin(,B(t))
25(t) = (o, — ui () (R — 1) cos(B()) B(E)

+(x, — 24 () (R — ) sin(B(D))

+(x; — us (8))rsin(B(D)) B(t) — (x; — 45 (0)) reos(B (D))
olur. (18) ifadesi (17) denkleminde yerine yazilirsa

2500 = j {[R.(t)(X —U'®) + R (X - q'(t))]T} N
g [R(t)(X —U'()) +R(®) (x - U’(t))]

ve boylece

t2

25(X) = j [(XTX —XTU' —U'TX+U'TUNI&?

ty
+(XTX - UXT+UTU)I
+(X"X - X"U-U"TX+UTU)R"R (19)

+(X"X — XTU' — U'TU")RTR]dt
olur. Diger taraftan
(R—=7)cos(B(®)) rsin(B(1)) >
(R-1) sin(ﬁ(t)) —rcos(ﬁ(t))
(D) = <—(R — 1) sin(B(1)) B() TCOS(ﬁ(t))B(t)>
(R—1)cos(B(®)) B() rsin(B(®)) B(t)

[R(t)]T _ (—(R —7)sin(B(®)) B() (R —7)cos(B(D)) /?(t)>

r cos(B(D)) B(©) rsin(B(®)) B(©)

R(t) = (

olacagindan

[R®] R®) = p1(0)
ve

[R®] R = p1(0)

bulunur. Boylece
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O =(115) WO = @O wo)
won (g (E) . T . .
06 = (i) + [0 = @@ i)
r©=(19) . WOr =6 W)
T 11 t T .1 . !
0'© = (i) - Ol =GO i)
ifadeleri 19 ifadesinde yerlerine yazilirsa
t2
25(X) = f KXTX —d (Zl) — (U up)X+ W ub) (Zl)) B2
ty
u s (U
+ <XTX —XxT (ul) + (1) (ui>>1
+ <XTX _xT (Z;) S )X+ @ uy) (Z::))RTR
U N A AN
+ <XTX — X7 (u:) — (U up) (u;>> RTR|dt
ve buradan
t2
2500 = | [(m ) ()= w2 () - ) () + @ + (u;)2> 14
ty
+ <(x1 X2) (,2) — (X1 Xx2) (Z;) + (W)? + (11'2)2>1
+ <(x1 () -0 () - ) () + it + u’za'2> RTR
+ <(x1 X2) (;C;) — (X1 X2) (Zé) —uuy — u'zu'z) RTRl dt
2
elde edilir.
Bu esitlik bilesen formunda
2S(x1,x5) = (x2 +x3) tzBZdt
ty
ts
+f [(wi? +uy®) B2+ +wy?]dt
ty
ity
+x;, | [—2uif? — 1wy — B — 2uipdt (20)
ty

tz . . .
+x, | [-2ubB? =y — 0B — 2uhpde

t1

seklinde ifade edilir.
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(20) denkleminde

t, .
HR: ﬁzdt

t1

t
Hr= [ [(2 + w282+ w? + ] de
21

tz . . .
Hy, = | [-2uip? -1y —u,p — 2uip]dt
ty
t2 . . .
Hy, = | [-2u}f? —1u, — 0, — 2upp]dt
ty

esitlikleri yerine yazilirsa

28(x1,x,) = (x§ + x5)Hg + Hr + x,Hy| + x,H,, (21)
seklinde elde edilir.
t zaman parametresine bagli olarak (21) denklemi yeniden ifade edilirse, istenilen X, noktasinin
koordinatlarini en az eylem ilkesi yardimiyla agagidaki gibi hesaplanir.

(21) denkleminin X e gore tiirevi alinir ve sifira esitlenirse,

02§
X

=0 (22)

Xo
elde edilir. Istenilen karakteristik noktalar (22) esitligini saglayan noktalar1 tespit ederek bulunur.

(20) denkleminin x, ve x, ye gore tiirevleri alinir ve diizenlenirse karakteristik nokta

025(xy, x 2 2 ; ; ;
25612 o [“par+ [(loup - i —apomiplee @
xl [:1 tl
ve
025(xy, x 2, 2 ; ; ;
(axlz 2 _ox, [Cprac+ f [—2uB? — by — 1o — 2uzf]dt @4)
t1 t1

seklinde bilesenler halinde elde edilir.
Burada X, noktasi, hareketli diizlemde bulunan X noktasinin aksine t; ve t, zamanlarinin bir
fonksiyonudur. Burada t; ve t, integral simirlarini temsil eden baslangig¢ ve bitis zamanlaridir. (23)

ve (24) denklemleri sifira esitlenir ve karakteristik noktanin bilesenleri

l2uf - — - 2uiflde H

thtlz p2dt 2Hg

X1 =

ve

t ;A . L. ;A
ft:[—zuzﬂz — i, — Uy — 2upBdt H,,

w = o =2,
2ft1 pedt R
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2
seklinde elde edilir. X, noktasinin en az eylem noktasi olmast i¢in 375 > 0 olmalidir. O halde

625—11f'2dt—11H
X2 2 B T2 R

esitligi her zaman 0 dan biiylik bir deger alacagindan X, bir karakteristik nokta belirtir.

(20) ifadesinde karakteristik noktanin bilesenleri yerine yazilirsa
Hye,\* Hy,\? Hy Hy
25¢(ty,t5) = ——1) (——2> Hg + Hp ——*H, ——=2H
o(t1, t2) [( H, + H, R+ Hr Hy e T,
bulunur.
Buradan da en az eylem
280 (ty,t;) = Hr(ty, t2)

seklinde ifade edilir.
3.3. Kardioid i¢in uygulamasi

E hareketli ve E’ sabit iki diizlemin olmak (izere bu diizlemlerin koordinat sistemleri arasinda
t —parametreli kapali diizlemsel hareketi ele alinsin. E hareketli diizleminin E’ sabit diizlemine gore
B:E/E' direkt hareketi, sistemlerin sirasiyla orijinleri (0, 0"), 6teleme vektorleri (0’0 = U) ve
(00" =U'); toplam donme agis1 6(t); X, E hareketli sistemine ait bir nokta olmak Uzere bu
noktanin E’ sabit sistemine gore yoriingesi
X't)=RM)X+U(() (25)
denklemiyle ifade edilir. Bu hareket sabit ve hareketli sistem (izerinde zamana bagli doniisiim olarak
diisiiniilebilir.
(25) denkleminde R(t) 2 x 2 tipinde dénme matrisini, 8(t) toplam déonme agisini ve U(t) ve U'(t)
Oteleme vektorlerine karsilik gelen 2 X 1 tipinde matrisleri ifade etmektedir. Sirasiyla sabit ve

hareketli diizleme ait birer nokta X’ ve X olmak Uzere,

x©=(49) , vo-("9) , vo-(49), x0-("9)

x2(t) u, (t) u; (6) x2(t)

<2r cos(6(t)) rsin(6(t)) )

R = 2rsin(9(t)) —rcos(G(t))

ifadelerini kullanarak yoriinge denklemini matris formunda

(xi(t)> _ (21" cos(8(t)) rsin(6(¢)) >(x1) N (ul(t))

x3(t) N 2rsin(0(t)) —rcos(6())/) *2 u,(t)

seklinde ifade edebilir.
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Yorunge denkleminde 6 # 0 kabul edilir. Bu sayede sirf 6teleme ve sirf donme durumlarindan
kagmilmis olur. Verilen sistemlerin Oteleme vektorleri arasinda
u) =—-R@®U'(®)
bagintis1 vardir. Bu bagint1 (25) esitliginde yerine yazarak yoriinge denklemi
X@® =R®OX-U'Q®) (26)
seklinde yeniden ifade edilir
(26) ‘de vektorlerin ifadeleri yerine yazilip X (x4, x,) bilesenleri ile ifade edilirse
x1(t) =2r cos(@(t)) (x1 — ui(t)) +r sin(@(t)) (x2 — Uy (t))
x5(t) = 2r sin(@(t)) (x1 —ug (t)) -r cos(@(t)) (x2 —u, (t))
olarak bilesen denklemleri ifade edilir.
Diizlem kinematigine en az eylem ilkesi uygulandiginda, m kiitleli bir nokta, ve bu noktanin

yoriingesi X'(t) olmak iizere kinetik enerji formiilii asagidaki gibi elde edilir.

= %m (X’(t))2 27)

Ifade edilen bu enerji fonksiyonu karakteristik fonksiyon veya enerji fonksiyonu olarak adlandirilan

Ekin

1 RY:
S = f Epndt = Ef m(X'(6)) at

esitligine karsilik gelir. m = 1 olmas1 durumunda bu ifade
2
1 . .
__ 1T v/
S=3 f (X' @TX'(©)) dt (28)
ty

halini alur.
E hareketli diizleminin noktalarinin enerjileri hesaplandiginda E/E' diizlemsel hareketinde en az
eylem noktasi elde edilir. Bu durumda
X't)=RMt)X-U'(t)
denkleminin t parametresine gore tiirevi alinirsa
X'(@®)=R®(X-U'(®)+R(®) (X—U’(t)) (29)
elde edilir. Bu denklem bilesen formunda ifade edildiginde
x1(t) = —(x1 —uj (t))Zr sin(6(t)) 6(t) + (xl — U (t))Zr cos(@(t))
+(x2 —u) (t))r cos(@(t)) o(t) + (x2 — u’z(t))r sin(@(t))
x5(t) = (xl —up (t))Zr cos(B(t)) 6(t) + (x1 — U (t))Zr sin(e(t))
+(x2 — U (t))r sin(e(t)) 0(t) — (xz — U (t)) rcos(e(t))
olur. (29) ifadesi (28) denkleminde yerine yazilirsa



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 14(2), 634-654, 2024

651
tz . , s T
25(x) ] [R.(t)(X —U'(®) + R(®) (X g ©®)] .
o ([roE-v®)+Rr0o) (x-0'©))
ve bdylece
25(X) = f [(XTX —XTU' = U'ThX + U'TU")16?
+(XTX-UXT+U'TU)I
+(X"X-XTU-UTX+UTU")R"R (30)

+(XTX —XTU' = U'TU")RTR]dt
olur. Diger taraftan

R(E) = 2r cos(H(t)) rsin(G(t))
®) = <2r sin(@(t)) —rcos(@(t)))

B0t = —2rsin(8() 6(t) r cos(@(t)) 6(t)
® = < 2r cos(@(t)) 6(t) rsin(6(t)) é(t))

. aT —2rsin(8(t)) 6(t) 2r cos(@(t)) 0(t)
kol = ( . )
r cos(@(t)) 6(t) rsin(6(t)) 6(t)

oldugundan

[R®)] R() = 61(t)

ve

[R®)] R(D) = 61()

bulunur. Boylece

o =(19) WO = o L)
()
U(t) u'l(t)> )

[0©)]" = @@ @)

©
e = () - 0OF =w@o b
0'© = () - 0O = @O o)

ifadeleri (30) denkleminde yerine yazildiginda

ZS(X)—JKXTX )(T(u;)—(u1 W)X + () ué)(Zi))Iéz
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Ty _ yT ul . ! . ! ui
+ <X X—X (uz) + (u; u3) (u,2>>1
+ <XTX _XT (’i‘l) S uX+ @ ) <Z,1)>RTR
2
+ <XTX _XT (“1) —@ w) (“1>> RTRl dt
Uz Uz
ve buradan

Uy 1\2 N2 ) 142
=) (i) + ) +(u2)>19

u

25(X) = f K(xl xz)( — (%1 X2)

E~

+ ((X1 X2) (ii) — (X1 X2) (u; + (u1)2 + (uZ) >

+ <(x1 X2) (2) —(x1 X3) (

X ! o
+ ((xl X2) (xl) —(*1 X3) (u; ujuy — u2u2> RTRl dt

elde edilir.

S oS

2

N

(
)
1) @ ) ( )+u1u;+ugug>RTR
)-

Bu esitlik bilesen formunda
ta
25(x1,x,) = (x% +x3) | 6%dt

ty

[(ul +up?)0? + 1wy + 1wy ?|de

]
+x1j [—2ui6% — 1y — 1,0 — 2ui0]dt
t

1

ts
+xzf [—2u50% — 1, — 1,0 — 2u0]dt
t

1
seklinde ifade edilir.
(21) denkleminde
t, .
HR ES f szt
t

1

t
HT = 2[(u +u2 )82 +u1 +u2 ]dt
iy

t2 . . .

H,, = f [-2ui6? —uy — 0,0 — 2ui0]dt
i1
tz . . .

H,, = f [—2ub6% — i, — 1,0 — 2ub0]de
ty

esitlikleri yerine yazilirsa

652

(31)
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28(x1,x,) = (xf + x3)Hg + Hr + x1H, + x,H,, (32)
seklinde elde edilir.
t zaman parametresine bagl olarak (32) denklemi yeniden ifade edilirse, istenilen X, noktasinin
koordinatlarini en az eylem ilkesi yardimiyla agsagidaki gibi hesaplanir.

(32) denkleminin X e gore tiirevi alinir ve sifira esitlenirse,

02§

—x] =0 (33)

Xo

elde edilir. Istenilen karakteristik noktalar (33) esitli§ini saglayan noktalar: tespit ederek bulunur.

(20) denkleminin x, ve x, ye gore tiirevleri alinir ve diizenlenirse karakteristik nokta

025(xq, x ta ts . . .
% - 2xlj 02dt + f [-2u16% — 0y — 1,0 — 2uif]dt (34)
L 21 tq
ve
328(xq, x t2 ts ' ' .
#= 2x; 92dt+f [-2u36% — 11, — 1,0 — 2u;60]dt (35)
t1 ty

seklinde bilesenler halinde elde edilir.
Burada X, noktasi, hareketli diizlemde bulunan X noktasinin aksine t; ve t, zamanlarinin bir
fonksiyonudur. Burada t; ve t, integral smirlarini temsil eden baslangi¢ ve bitis zamanlaridir. (34)

ve (35) denklemleri sifira esitlenir ve karakteristik noktanin bilesenleri

t A ) .o ;A
xl _ ft:[—zulez - u1 - ule - Zulg]dt _ _i

2 fttlz 62dt 2Hg

ve

t ' A . . . ' A
v = ftlz [_Zuzez - uz - uze - Zuze]dt _ sz
2 & - 2H
2ft1 02dt R

2
olarak elde edilir. X, noktasinin en az eylem noktasi olmasi igin 37“2 > 0 olmalidir. O halde
0°s _ 1,
axz 2

esitligi her zaman 0 dan biiyiik bir deger alacagindan X, bir karakteristik nokta belirtir.

Jézdt = 1IH
2 R

(31) ifadesinde karakteristik noktanin bilesenleri yerine yazilirsa
2 2
25,(ty, t,) = [(— II-{I—J:) + (—%) lHR +Hp — I;TI_I—J:HX1 - IZI—’:HXZ
elde edilir.
Buradan da en az eylem
280(ty,t;) = Hr(ty, t2)
seklinde ifade edilir.
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4. Sonuglar ve Oneriler

Dathe ve Gezzi tarafindan ifade edilen dizlemsel hareketler icin en az eylem ilkesi, bu
calismada 1 —parametreli diizlemsel hareket altinda baz1 6zel sikloid tipi egrileri i¢in ifade edilmistir.
Caligmadan elde edilen sonuglar ters hareket ve diger hareket tiirleri altinda farkli egriler i¢in

incelenebilir.

Yazarlarin Katkisi

Tiim yazarlar calismaya esit katkida bulunmustur.

Cikar Catismasi1 Beyani

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayn Etigi Beyam

Yapilan ¢calismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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