
İstatistik Araştınna Dergisi Cilt 01 No 02 Özel Sayı Sayfa 55-63 A~ustos 2002 

LGİRİş 

Hata Terimlerinin Genelleştirilmiş Lojistik 
Dağılıma Sahip Olması Durumnnda Parametrelerin 
Uyarlanmış En Çok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin 

Bulunması 

Birdal ŞENOGLU- Hülya ŞEN" 

ÖZET 

Hata terimlerinin Genelleştirilmiş Lojistik dagılzma sahip 
olması dılnımunda; 

y;=p+ej (l :S; i :S; n) 

modelindeki parametrelerin rahmin edicileri bulunacak ve bu 
aşamada izlenecek metod%ji bir uygulama i/e desteklenecektir 
(şenogı". 2000). 

SOz konusu metod%jiye dayanan ilerleyen çaitşmalanmızda 
aşagıda detaylan veri/en metod%ji kullamlarak Dengeli Eksik B6lfik 
Tasarım/arı, Latin Kareleri ve FakllJriye/ Tasarım/ar vb. Deney 
Tasarımında yaygın %rak Iml/amlan tasarım/ardald parametre/erin 
tahmin edici/eri bulımacak ve e/de edilen sonuçlar ayrıca 

degerlendirilecektir. SlJzfi edilen metod%jinin burada detaylı olarak 
Incelenmesinin baş/ıca amacı, ilerideld çalışmalarımızin temelini 
oluşturmasıdır. 

Anahtar Kelime/er: Uyarlanmış En Çok O/ab/lirlik tahmin edici/eri, 
Genelleştirilmiş Lojisnk Dagılımı, Mimimum 
Varyans Sımn Roblıst (saglam) tahmin 
ediciler. 

Ji. ve (j konum ve ölçek parametrelerini göstermek üzere; 

f(yl Ji..(j) dağılımından Yı. Yı , .. .. .... y" rassal örnekleminin a l ındığını düşünelim. 

J.I ve IT 'nın En Çok Olabilirlik (EÇO) tahmin edicileri, o In L/o J.I = O ve o In L/olT = O 
olabilirlik denklemlerinin çözümünden bulunur. Söz konusu denklemler doğrusal 

fonksiyon ise. denk lemlerin çözümü tektir. Genel olarak. a In L/a p = O ve 

a In L/aa = O olabilirlik denklemleri doğrusalolmayan fonksiyon yap ı sına sahiptirler . 

• Yrd.Ooç.Or., Osmangazi ü niversitesi, Fen Edeb Fak., tsı.'l l iSlik Bölümü, Eskişehir 

** Yrd.Ooç.Or., Osmangazi Omveesiıesi. Fen Edcb Fa. İstatistik BölümO, Eskişehir 
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Cebirsel çözümleri bulunamadığından iteratif yöntemlerle çözüıürler. Bununla 
beraber aşağıdaki nedenlerden dolayı sözkonusu denklemlerin çözümünde çeşitli 
sorunlarla karşılaşılabilir. 

(i) Birden fazla kök bulunması 

(ii) İterasyonların yakınsamaması 

(iii) Yanlış değerlere yakınsaması (Bamett, 1966; Vaughan, 1992). 

Yukarıda bahsedilen problemlerden do layı EÇO tahmin edicilerini kullanmak 
her zaman uygun olmayabilir. 

Bu çalışmada konum ve ölçek parametrelerinin Uyarlanm ış En Çok Olabilirl ik 
(UEÇü) tahmin edicilerinin özellikleri (Tiku, 1967, 1968) ve detayları tanıml anarak, 

Genelleştirilmiş Logistik dağılımının konum ve ölçek parametreleri UEÇO tahmin 
edicileri kullanılarak bulunacak ve bir uygulama ile desteklenecektir. 

Burada aşağıda olasılık yoğunluk fonksiyonu verilen Genelleştirilm i ş Lojistik 
dağılım üzerinde durulacaktır. Çünkü bu dağılım şekil parametresi b'nin aldığı değere 
göre negatif çarpık (b< I), pozitif çarpık (b> i) veya simetrik (b~ l) olabilir. Dolayısıyla 
uygulamada yaygın olarak karşılaşılabi l ecek bir dağılımdır. 

b -{y-ıı)!u 
f(ylp,a) ~ e , ~ < y < ~, -~ < p < ~ , a > O (i) 

u (i + e -{Y lı)1u ;h+i 

Burada Jl ve (J parametrelerinin tahmin edicileri bulunmak isteniyorsa, EÇO 

tahmin edicileri aşağıdaki denklemlerin çözümünden elde edilir. 

(2) 

ve 

{ }
-ı 

alnL n 1 n b+L n -z. -z. 
--=--+ - LZj ---LZje ' l +e i =0 

aa a aj= ] a ;=1 
(3) 

(2) ve (1.3) denklemlerinin cebirsel çözümleri aşağıda verilen g{z,} fonksiyonu 

yüzünden bulunamaz. Bir başka deyişle bu denklemlerin açık bir çözümü yoktur. 

(4) 
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2. UYARLANMıŞ EN ÇOK OLABİLİRLİK TAHMİN EDİcİLERİNİN 
BULUNMASI 

UEÇO tahmin edicileri üç aşamada bulunur: 

( 
Y(i)- p . ) 

a) (2) ve ( 1.3) denklemleri sıralı istatist ikler cinsinden z(i) = a • ı s i :s; " 

aşağıdaki gibi ifade edilir. 

ve 

a In L =!!.. _ b + 1 fe -zrıı{ ı + e -Zril}-I = O 
ap a a i=1 

{ }

- i 
a ln L " i n b+l n -zn -zn 
--=--+ - IZ(i)---I Z(;je ' I+e' = 0 

aa a ai=! a i=1 

Çünkü terimler toplamı s ıralı istatistiklerin kullanılmas ı y la değişmez. 

(5) 

(6) 

b) Problem yaratan gtzm} fonksiyonu Taylor Serisinin ilk iki terimi kull an ıl arak 
E(Z(i) = t(i) etrafında açılarak doğrusal hale getirilir. 

Buradan, 

(I +e' + te' ) 
a · = :"':"''-'----'-':C-' 

i (l+e' P 

Pı = {dg(z)} 
dz z=ı(iJ 

, 
P 

_ e 
ve . 

1 - ( I+e'P 

t = tm =- ln (Qi- IIb 
- ı l. 

elde edi lir. 

l S; iS;" 

t(i)ll S; i :s; n) nin değerleri aşağıdaki denklemden bulunur. 

I S i S il 

(7) 

(8) 

(9) 

c) (7) denklemi (5) ve (2.2) daki denklemlerde yerine konularak uyarlanmış olabilirlik 
denk lemleri bulunur. 
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}=O 

ve 

dlnL dlnL' n ı n b+ı n L 
-- = :--+- L,Z(iJ ---LZ(i)fli - PiZ(jJ 

dO' aa a a .i=1 (J i =l 
}=O 

(10) ve (l 1) denklemlerinin çözümleri UEÇO tahmin edicileri olarak ad landırılır. 

n 

m=IP, 
i=1 

n 

A = n, B = (b+ıJItl/Yı,) - fin~ 
/=1 

n 
tl, = (b+ırl - a, tl = I tl, 

i=1 

olmak üzere; 

n 
C =(b + i JIP/yı,) - fin p, 

/=1 

fi = fin+(tl/mp ve 
• B+~B2 +4nC 
q = elde edilir. 

2~n(n - IJ 

(10) 

(II) 

CI ' nın yansız tahmİn edicisini elde etmek için n yerine n(n - ı ) kullanılmıştır (Şenoğlu, 

2000). 

N • . ı dlnL dınL' I _o ot. lım ---- -
..... " n d/i d/i 

ve Jim ~ dln L _ dınL'I = o 
ri -+_ n au aa 

olduğundan dolay ı UEÇO Tahmin edicilerİ olan {l ve G asimtotik olarak EÇO tahmin 

ed icilerİne eşittir. 

Teorem : UEÇO tahmin edicisİ olan {l ve G as imtotİk olarak tam etkindir. 

Tanım: il parametresi için Minimum Varyans Sınırı (MVS) 

MVS(/I) 

_Jd 2 InL ) 
~L d /12 
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BB i 

" 
olarak tanımlanır . Burada L ;: il !(Y

j
, J.1) olur. Eğer fi. J.1 parametres inin yansı z bir 

tahmin 

edicisi ve VeP );: MVS(J.1) ise fJ. . MVS tahmin ed icisi o larak adl andırı lı r . 

Lemm. 2. ı . : {l . il nün 

dağılıma sahiptir. 

,,' 
varyansıyla MVS tahmin edicisidir ve normal 

(b+ I)m 

ispat: Uyarlanmış olabilirl ik denklemi asimtotik olarak olabili rlik denklemine eşittir ve 

a ln L' (b + l )nı " } vl - p 
a' 

olarak yazı labil i r. 

O, r ~ 3 olmasından dolayı fJ. nonna! dağılıma sahiptir (Bartlett, 

1953). 

Lemma 2.2. J.1 biliniyorken a(p), (i 'nın MVS tahmin ed icisidir ve n8 2(p}!(l 2 , n 
serbest lik derecesi ile ki-kare dağılır. 

a ln ı' 
İspat: büyük n değerler i için aşağıdaki formda yazı lı r. aa 

C 
As İ mtatil< olarak ---2., (1 2 nin MVS tahmin edic isidir. 

II 

a In t ' nın kümülant larınm, aa a In ı- ' nın türevierinin beklenen değerleri cinsinden aa 
değerlendirilmesi na2(p)! (12 nin dağılımının ii serbestlik derecesiyle ki-kare olduğu 
sonucuna götürür (Bartlett, 1953). 

Not: (II - ı )a 2 / a 2 nin dağılımı (11 - 1) serbestlik derecesi ile ki-karedir. 
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JI ve a ' nın tahmin edici leri olan li. ve fj varsayılan model altında tam etkin 

(veya yakl aşık olarak tam etkin) ve varsay ılan modelin makul alternatifleri a ltında 

yüksek bir etkinliğe sahipse robust (sağlam) tahmin ediciler olarak adland ırı lır (Tiku 
vd. , 1986). 

UEÇO tahmin edicileri o lan tL ve {j robust (sağlam) tahmin edicilerdir. Bunun 

sebebi; 

a lnı' alnL' d k ı i ' d R( i . )' 1 ' . i h' ve en em enn e P i ~ i ~ fl enn şemsı ye s ıra amasına sa ıp 
aıı aa 

olmasıdır . Başka bir deyişl e Pi ' Ierin pozitif say ıl arın önce aTtan sonra da azalan bir 

dizisi olmasıdı r . (Burada dağılım simetrik olduğu için şemsiye sıralaması vardı r . Eğer 

dağı lım çarpık o lsayd ı yarı şemsiye sıralaması olacaktı. Yani Pi ' ler çarpıklığın yönüne 

göre pozitif say ılann azalan veya aTtan bir dizisi olacaktı) . 

Örneğin n = LO için aşağıdaki değerleri buluruz. 

(Li = 0.08264 0.1 4875 0.19833 0.23139 0.24793 0.24793 0.23139 

0.19833 0.14875 0.08264 

Buradan da görülebileceği gibi Pi 'ler şemsiye sıralamasına sahiptir. 

(10) ve (2.7) denklemlerinde aykırı hatalara ve karelerine verilen Pi değerler i kuyruk 

b?lgelerinde küçük olur. Çünkü z(iJ '" e(i)/a. ( I ~ i ~ n) olur. Bu durum uzun 

kuyrukların ve aykırı değerlerin etkisini yok eder. Bu tür bir i ş lem istatistiksel 
sağlamlığı başarmada çok önemlidir (Huber 198 1, Tiku vd. 1986, Tan ve Tiku 1999). 
(Bununla beraber EKI< tahmin edicileri dağı lım şekline ve aykırı değer olup 
olmamasına bakmaksızın bütün gözlemlere aynı ağırlığı verir. Bu da EKI< tahmin 
edicilerinin aykırı değerlerden çok fazla etkilenmesini sağlayarak EKK tahmin 
edicilerinin robust (sağlam) istatistikler olmasını engeller. EKK tahmin edici leri sadece 
normal dağılım altında etkin tahmin edicilerdir (İslam vd, 1999). 

Uygulama 

Burada yukarıda bahsedi len metot bir uygulama ile desteklenmiş ve 10,000 
Monte Carlo simulasyonu yapılarak UEÇO tahmin edicileri uygulamada yaygın olarak 
kullanılan EKK tahmin edicileri ile karşı laştırılm ı ştır (Jl = O, cl =1 al ınm ı ştır) . 

Bu örnekte kull anı l an" veri seti aşağıda verilmiştir. 

Yi: -5.00 -0.61 0.80 2.02 3.10 3.99 6. 12 7.60 8.65 
11.50 

Q-Q grafiği nden de görüleceği gibi Genell eştirilmiş Lojistik dağıl ı mı (b= i) bu 
veri set i için uygun bir dağı lımdır.· 

• Genelleştirilmiş Lojisıik dagılıırunın şekil parametresi ı değerini aldığında Lojistik Dagılıın olarak 
ad laııdınhr. 
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Hata Terimlerinin Geneııeştirilmiş Lojistik Da!ılıma Sahiı, Olması Durumunda 
Parametrelerin Uyarlanmış En Çok Olabilirlik Tahmin Edieilerinin Bulunması 
iii; 

c • c • 
" " " -

-2 • 

Logistic Q-Q Grafiği 

· • 
• • • • • • • 

· -1 1 2 

· 
Beklenen 

Genelleştirilmiş Lojistik dağılımının konum ve ölçek parametrelerinin tahmin 
değerl eri {l = 3.880 ve cr = 2.894 olarak bulunur. 

{l ve (j bulunurken kuııanılan fJi değerleri aşağıda verilmiştir . 

fJ, = 0.08264 0.14875 0.19833 0.23139 0.24793 0.24793 0.23139 0.19833 

0. 14875 0.08264 
Genelleştirilmiş Lojistik dağılımına sahip bir veri setinin konum ve ölçek 

parametrelerinin tahmininde kull anılan UEÇO ve EKK tahmin edicil erinin orta laması , 
varyansı ve MSE (Hata Kareler Ortalaması)'leri Monte earlo simulasyonu kuııanılarak 
farklı b değerleri için hesaplanmıştır . Aşağıdaki tablodan da görüleceği gibi UEÇO 
tahmin edicileri ({l, a ) hem yansızdırlar hem de EKK tahmin edicileri (y , s)'ne göre 
çok daha küçük varyansa sahiptirler. Dolayısıyla etkinlikleri EKK tahmin edici ler İ (y , 
,)'den daha fazl adır. 

j i Si P. ,a 'nın Ortalama, Varyans ve MSE (Hata Kareler Ortalaması)'leri (b=O.S, 1,4). 

Ortalama Var ans MSE 
, Y , {l cr Y , {l cr y , {l cr 
ıo - 1.3822 2.4492 -0.0299 1.0352 0.659 0.606 0.539 0.090 2.569 6.604 0.540 1.162 
O - 1.3832 2.5028 -0.0091 1.0177 0.323 0.319 0.263 0.041 2.237 6.583 0.263 1.076 

10 -0.0047 1.747 1 -0.0048 1.0348 0.330 0.248 0.309 0.084 0.330 3.300 0.309 1.154 
O 0.0024 1.7725 0.0014 1.0\53 0. 166 0.124 0.153 0.038 0.166 3.266 0.153 1.068 

10 1.8401 1.3328 0.0707 1.0036 0.195 0.157 0.238 0.072 3.581 1.934 0.243 1.079 
O 1.8366 1.3618 0.0303 1.0049 0.097 0.086 0. 114 0.035 3.470 1.94 i 0.1 15 1.044 

3. SONUÇ 

UEÇO tahmin edicileri normal dağılım varsayımının sağlanmadığı durumlarda 
regresyon, zaman serileri, deney tasarımı gibi alanlarda yaygın olarak kullanılmaktadır. 
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Çünkü bu tahmin ed iciler asimtoıik olarak tam etkin ve robust tahmin ed ic ilerdir ve bu 
tahmin edicilere dayanan testleri n gücü daha fazl adır. 
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Derivation Of Modified Maximum Likelihood 
Estimators Of Parameters When The Error 

Distribution Has Generalized Logistic Distribution 

ABSTRACT 

The esıiıııators of parameters iııthe model 

(I S i S n) 

ıvil/ be derived when the error disıribıııioıı has Geııeralized Logistic 
distributioıı aııd the methodology explaiııed iıı rhis study wİlL be 
supported wirh aıı example (Şenoğlu, 2000). 

bı our future studies, the estimators of the parameters iıı the 
models used conınıonly ;" starisrical design of experimeıırs such as 
Balanced Incomplete Block Design, Laıiıı Square Desigıı and 
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Factorial Design etc. will be derived by using the methodology giveıı 
;n tlte followirıg sectioııs. This metlıodology is tlıe basic of oıır fııture 
sıudies that is wlıy we iııvestigate it iıı detai/. 

Kıy Words: Modifled Maximum ükelilrood Esıimators, Generaliıed 
Logistic Distribution, Mi"imum Yadance BolI/ld, Robııst 
Estimaıors. 
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