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Ozet

Bu makalede, i¢ ve dis ¢arpim islemlerini ve bunlarin tanimladidi i ve dis ¢arpim uzaylarinin
birlestirilmesine olanak saglayan yeni bir geometri ve bu geometrinin kurulusunu saglayan
cebir anlatiimistir. Geometrik cebir adi verilen bu yeni yaklasim, Clifford cebri olarak da
anilmaktadir. Kuaternionlardan daha etkili dénme 6zellikleri ve tensérlerden daha kolay
anlasilir yapisi ile geometrik cebrin miihendislik alanlarinda biiyiik yenilikler getirecegi
degerlendirilmektedir. Bu yapinin kolay anlasilabilmesi igin gerekli olan ilk kurucu
aksiyomlarin anlasiimasi ve bunlarla cebrin nasil bir diisiince yapisi ile kuruldugunun
ortaya konmasi gerekir. Bu makalede, bu ilk kurucu aksiyomlar ele alinmis ve cebrin
kurulusu anlatilmistir. Bir kez cebir olusturulunca, bu cebri daha (st boyutlara genellemek
miimkiindiir. Klasik cebrik yapilarla anlasiimasi gli¢ hatta kimi zaman olanaksiz olan (st
boyutlardaki bazi iliskilerin aciklanmasi geometrik cebir ile kolaylasmaktadir. Ornegin
projektif geometri 4-boyutlu geometrik cebrik uzayla, konformal geometri 5-boyutlu
geometrik cebrik uzayla kurulabilmekte ve bu uzaylardaki tim iliskiler ifade
edilebilmektedir. Makale bu konulara girilmeden, geometrik cebrin tanitiimasini,
aksiyomlarla cebrin kurulusunu ve bu sayede temel mantiginin kolay anlasiimasini
amaglamstir.

Anahtar kelimeler: Geometrik cebir, Clifford cebri, Grassmann

Abstract

In this paper algebraic construction of a novel geometry, which unifies inner and outer
product spaces, as well as inner and outer product operations have been explained. This
novel approach is called geometric algebra and also referred as Clifford algebra in the
literature. It is expected that geometric algebra will bring novelties to engineering fields
with its more effective rotation properties than quaternions and easier structures than
tensor algebra. For easy understanding of the structures of the geometric algebra, its first
constructive axioms and their use for constructing the algebra, should be clearly
understood. In this paper, those constructive axioms are defined and explained how to use
them to construct the geometric algebra. Once the algebra is constructed, it is straight to
generalize it to upper dimensional spaces. With geometric algebra, it is easier to explain
geometric relationships in the upper dimensions than classical algebras, also in situations
that the classical approaches are insufficient. For example, the projective geometry can
deeply be analyzed by compact structure of the geometric algebra in 4-dimensional
algebraic space. In 5-dimensional geometric algebraic space, analysis of the conformal
geometry is very effective. The paper aims at introducing geometric algebra with its
constructive first axioms and explain the construction of the geometry in a tractable
manner.

Keywords: Geometric algebra, Clifford algebra, Grassmann
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1. Girig

1844 yilinda Hamilton, kuaternionlar adini verdigi ve karmagik sayilari 3-boyutlu uzaya genelleme yoluyla elde ettigi
kesfini yayimlamistir. Grassmann, gelistirdigi yeni geometrik operasyonlari yayimlamis ve bu operasyonlarla tanimladigi
orijinal bir geometriyi 6nermistir (Grassman, 1844). Bu yayininda, mevcut geometriyi genisletmis, bunun igin de "dis
carpim" adinda yeni bir cebrik carpma islemi &nermistir. Bu "genisletme" kavraminin Euclides de farkindaydi: iki
uzunlugun ¢arpiminin bir alani, bir uzunlukla bir alanin ¢arpiminin bir hacmi veya bu sekilde devam edildiginde daha st
boyutlu geometrik nesnelerin Uretilmesi gerektigini o da dislinmisti (Vince, 2009; Dorst vd., 2010).

Grassmann, kendi geometrik hesabinin detayli bir sekilde tanimini yapmis ancak bunu yaparken, vektor analizi,
vektorlerin toplanmasi, ¢ikarilmasi, garpilmasi ve vektor tirevleri gibi konulardaki yeni diisiincelerini, kendisinin inandigi
saf diistince ve varlik felsefesi ile tanimlamak istemesi nedeniyle anlasilmasi gii¢ bir yaklagim ortaya koymustur. 1864'de
Grassmann, bu ilk yaklasimina ek olarak yeni bir kitap yazmistir ama o dénemlerde diisiinceleri yine de yeterince
anlasilamamistir (Hestenes & Sobczyk, 2012).

Clifford (1845-1879), Grassmann'in parlak fikirlerini o zamanlarda anlayan tek kisi olmus ve bu fikirleri formel
(bigcimsel) mantik (formal logic) diliyle ifade etmeyi basarmis ve bugiin "geometrik cebir" olarak adlandirilan cebri formel
(bicimsel) olarak ortaya koymustur. Maalesef o donemlerde Gibbs'in vektor cebri daha kolay anlasildigindan, yaklasik
100 yil boyunca geometrik cebir unutulmus ve kimsenin dikkatini cekmemistir.

Geometrik cebir, anlagilmasi cok zor kavramlar igeren ve bunun igin grup teorisi, kime teorisi, matematiksel mantik,
sayllar teorisi vb. bircok konuda kavrayis zenginligi gerektiren bir cebirdir. Geometrik cebir konusunun hangi ihtiyagtan
veya arayistan ortaya c¢iktigini ve bunun alisilagelmis yaklasimlardan farkli yapisina ikna olma gligligiini agiklamaya
calismak ise ¢ok farkl bir tartismayi gerektiren iceriklerle dolu bir konudur. Konunun bu denli genis olmasi, geometrik
cebrin basitce tanimlanmasini zorlastirir. Bazi kaynaklar geometrik cebri sadece (st uzaylari olusturan bir cebir olarak
veya geometriyi koordinatlardan bagimsiz bir cebir haline dénistiren bir yontem olarak tanimlamaktadir. Bu tanimlar
dogrudur ancak, geometrik cebir bu 6zelliklerden ¢ok daha fazlasina sahiptir. Geometrik cebir, ayni zamanda bilimde
"birlestirme/unification" olarak adlandirilan bir birlestirme teorisidir (Hestenes, 2003). Gergekte ayni dogaya sahip
oldugu izlenimi veren ancak hesaplamalarda farkli formel yapilar ve diisiinme bigimleriyle yorumlanan olaylar, ayni
formel yapiya sahip tek bir bakis agisiyla ifade edilebilmelidir. Ornegin klasik mekanik ve kuantum fizigi ayni
evrenin/doganin davranis bicimleri iken, her birisi icin kullanilan matematik modeller ve bunlarin fiziksel yorumlari ayri
ayri ele alinmaktadir. Bunlarin tek bir tane ve ayni modelle ifade edilmesi isi bir "birlestirme" isidir. Einstein'in uzay ve
zamani birlestiren 6zel gorelilik yasasi, kiitle cekimi ile zamani ve enerjiyi birlestiren genel goérelilik yasasi ¢cok basarili
birlestirmelerdir. Maxwell'in elektrik ve manyetik alanlari birlestirme ¢abasi da iyi bir 6rnektir. Her ne kadar Maxwell
elektrik ve manyetik alanlari denklem sistemiyle ifade etmis olsa da, bunlari bir tek denklemle birlestirmeyi
basaramamistir. Geometrik cebir ile bunu basarmak mimkiindiir (Hestenes, 2003). Bu birlestirme bakis agisina gore
geometrik cebir, i¢ carpim ve dis ¢arpim islemlerini ve bunlarin vektér uzaylarinda temsil ettikleri biiylklikler ve o
buytkliklerin ait oldugu geometrik yapilari birlestiren bir cebirdir. Bu birlestirme, reel sayilarla sanal/imajiner sayilari
birlestiren karmasik sayilar teorisinin yaptigi birlestirmeye benzer. Sanki elma ile armudu bir araya getiren, her ne kadar
elma ile armut toplanmasa da bunlarin ikisini birlikte yeni bir yapiymis gibi ele alip yorumlamamizi saglayan ve yeni
ozelliklerini ortaya c¢ikaran bir slirecin yaptigini yapar geometrik cebir.

Geometrik cebir, vektor cebrine alternatif bir cebrik yapidir (Perwass, 2009). Bu yapida; uzunluklar, alanlar, hacimler
ve hiper-hacimler bir biuyiklik ve bir de yoénelime sahip yapilar olarak distnlir. Her cebrik yapinin temelinde,
kendiliginden apacik ilkelerden olusan bir aksiyom kiimesi vardir. Cebir bu ilk aksiyomlardan baslanarak ve bunlarla
tutarh bir sekilde yol alinarak olusturulur. Ayni yontem, geometrik cebir icin de gecerlidir. Cebirsel yapilarin temel
aksiyomlari, ilk olarak polinom denklemlerinin tamsayi katsayilarinin ¢éziimlerinin arastiriimasi amaciyla ortaya konan
grup teorisi aksiyomlariyla tanimlanir (Grove, 2002). Bu makalede, soyut cebrin temel grup, halka, alan vb.
aksiyomlarinin bilindigi varsayilarak geometrik cebrin olusturulmasi anlatilacaktir. Sonraki bélimde, geometrik cebri
olusturan geometrik carpim iliskisi, temel aksiyomlarla birlikte anlatilmaktadir.

2. Geometrik Carpim

1884'de Grassmann, kendisinin genisletme teorisinde (¢ vektoriin carpimi ile ilgili Gg ayri carpma islemi tanimlamistir:
i¢ carpim, dis carpim ve belirsiz carpim (Grassmann, 1844).

ideal diinyada, vektdér carpimlari uzaydan bagimsiz olmalidir. Yani ¢arpimlar 2-boyutlu vektérlere de
uygulanabilmelidir n-boyutlu vektérlere de. Ancak klasik vektdr cebrinde durum béyle degildir. Ornegin vektérlerin
capraz/vektorel carpimlari sadece 3-boyutlu uzay icin tanimli ve anlamlidir. Vektorel ¢carpim 3-boyutlu uzayda ¢ok iyi
calissa da 2, 4 veya daha st boyutlu uzaylarda tanimli ve anlamli degildir. 4-boyutlu uzayda anlamsizdir ¢linki
tanimindaki sag el kurali, 4-boyutlu uzayda bir elin nasil olacagini bilmedigimizden anlamsizdir.
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Carpma/toplama islemi tanimlanmadan 6nce, bu islemi olusturacak aksiyomlarin var olmasi gerekir. Bu aksiyomlar,
carpmanin hangi kurallarla yapilacagini ifade eder. Yukarida ifade edilen sag el kurali, carpimin sonucunda elde edilecek
sonug vektoriinin yonini belirlediginden ve bu yoniin de cebrik olarak garpilan vektorlerin ¢arpim sirasina bagh
olmasindan dolayi, carpimin degisme Ozellig§ine yogunlasmak mantiklidir. Diger taraftan, ilk aksiyomlar oldukga
minimum sayida olmalidir.

Asagidaki aksiyomlarin ilk ikisi, vektorlerin birbiriyle nasil etkilesime girecegini ifade eder (Vince, 2009; Hestenes &
Sobczyk, 2012; Vince, 2008).

1. Aksiyom: Birlesme ozelligi a(bc) = (ab)c

2. Aksiyom: Soldan ve sagdan dagilma 6zelligi a(b + ¢) = ab + acve (b + c)a = ba + ca

Sonraki dort aksiyom ise vektorlerin skaler biyuklikler ile nasil etkilestigini ifade eder:

3. Aksiyom:(Aa)b = A(ab) = Aab, (A € R)

4. Aksiyom: lea = (Ae)a, AeeR)

5. Aksiyom: A(a+b) =2Aa+ ib, (LER)

6. Aksiyom: (A+¢e)a=Aa+ ea,(1,e€ER)

7. Aksiyom: a? = |a|?

8. Aksiyom: e;e; = —e;e;(gosterim kolayligi bakimindan e;e; = e;;seklinde yazalim.)

Yukaridaki aksiyomlardan baslayarak, bir vektoér uzayinin cebrinin ilging bir yapiya dontstigini gosterebiliriz. Bunun
icin R3 vektdr uzayi ile bu aksiyomlarla tanimlanan geometrik carpma islemini iki vektére uygulayalim. R3 'iin g
ortogonal ¢cati/temel vektoéri eq, e, e;olsun. Klasik vektor cebrine gore |leq|| = lle;]l = lles]| = 1vee,.e, = e,.e5 =
e;.e; = 0 olur. Burada (.)semboli, vektérlerin skaler ya da noktali ¢carpimini géstermektedir. Herhangi bir vektor, bu
catl vektorlerin lineer kombinasyonu seklinde tek anlamli ifade edilebilir. Buna gére, a,b € R3 iki vektor olsun. Bu
vektorler, cati vektorlerin lineer kombinasyonu ile

a=ae; + a,e, + ases
b = blel + b2e2 + b3e3 (1)

seklinde ifade edilir. a ve b vektorleri ab ikilisi (dyadic) seklinde aksiyomlara gore garpilirsa asagidaki garpma islemi
elde edilir.

ab = (a161 + a,e, + a3e3) (blel + bzez + b3e3)

2a
= a1b18181 + albzelez + a1b3ele3 + a2b19291 + azbzezez + a2b3eze3 + a3ble3e1 + a3bze3ez + a3b3e3e3 ( )

Bu asamada, yukaridaki carpimi klasik vektor cebriyle esdeger yapacak bir gegici ek aksiyom koyalim.

Gegici Aksiyom: e,e, = e;, e,e; = e, es;e; = e,
Cati vektérlerin normlari bir oldugundan (7.) aksiyoma gére e;e;=e;?=|e;|> = 1 ve cati ortogonal oldugu igin de
skaler carpimlari e;.e; = 0 (i # j) olacagi icin (2a) bagintisi asagidaki gibi sadelesir.

Bu ifadeye ayrica (8.) aksiyomu da uygularsak,

ab = (a;b; + ayb, + azb3) + a;b,eq, — a;bsesz; — azbieq; + azbze,; + azb,ez; — azby ey (2¢)

elde edilir. Bu son ifade, ilk aksiyomlarla tanimlanan R3 vektor uzayinin geometrik cebirdeki geometrik carpimidir.
Geometrik cebri vektér cebrinden ayirmak igin sembolik olarak G(R3) seklinde veya kisaca G; seklinde
gosterebiliriz(Perwass, 2009). Bu gbsterimin anlami sudur: n-boyutlu bir R™ vektdr uzayinin geometrik cebri/geometrik
cebir uzayl G(R™) = G,,/dir. Artik G(R™) ile R™ ayni degil iki farkli cebrik uzaydir. ilki geometrik cebrik uzay, ikincisi
vektor cebri uzayi (vektor uzayi)'dir. (2c) bagintisina bakilirsa, parantez igerisindeki toplama ifadesinin bir skaler sayiya
esit oldugu ve bu skaler sayinin da a ve b vektérlerinin a. b skaler carpimini ifade ettigi aciktir. O zaman;

a.b = (a1b; + ayb, + azbs) = |lal.|[b]]. cos O, (3)
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yazabiliriz. (2c)'nin geriye kalan terimlerini yorumlamak icin gegici aksiyomu (2c) bagintisina uygularsak, G ile R3
arasindaki iliskiyi gérebiliriz. Gegici aksiyom aslinda R vektér uzayinda tanimli olan vektérel/capraz carpim taniminin
geometrik carpimla ifadesinden baska bir sey degildir. Gegici aksiyom uygulandiginda, (2c) 'nin kalan terimleri,

a,b,e; —arbses; — azbeq; + azbse;; + azb ez — azb,ey; =
a1b2€3 - a1b3€2 - a2b183 + a2b3e1 + a3b182 - a3b281 =
(azbs — azby)e; + (azb; — aybsz)e, + (a1b, —azb)e; =axb
= ||all. ||b]|. sin B,

(4)

elde edilir. Bu ifade gorilduga gibi a ve b vektoérlerinin taradigi paralelkenarin alanina esit buyukliikteki vektorel
carpim vektori (aksiyal vektor)'dir. Baska bir ifadeyle, eger gecici aksiyom da cebir iginkurucu aksiyom olarak kabul
edilseydi, (2) bagintilarinda verilen iki tane 3-boyutlu vektoriin geometrik carpimi asagidaki gibi olurdu:

ab=ab+axb (5)

Bu durumda, (5) bagintisindaki a x b ifadesi klasik vektdrel carpim olurdu ve bu ifade sadece R3 vektér uzayinda
gecerli olurdu. Ancak buradan anlasiimasi gereken sey, ikinci ifadenin vektorel carpimla iliskili oldugunu gérmektir.
Geometrik cebirde gecici aksiyom yoktur(Vince, 2009). Bu gegici aksiyom olmadiginda (5) bagintisi asagidaki gibi
gosterilebilir ve bu gosterimde ikinci terimin hala vektorel carpimi andiran bir role sahip oldugunu séylememiz gerekir.
Gegici aksiyom olmadiginda geometrik ¢carpim,

ab=a.b+aArb (6)

seklinde gosterilir. Burada A semboll (wedge) semboll olarak adlandirilir ve bu sembolle gésterilen garpima da dis
¢arpim adi verilir. Burada (6) bagintisiyla verilen geometrik ¢arpimin bir skaler ¢arpim (i¢c ¢carpim) ve bir de dis ¢arpim
terimlerinden olustugunu ve bu sayede geometrik carpimin i¢c ve dis carpimlari birlestiren yeni bir cebrik ¢arpim
oldugunu vurgulamak gerekir. a A b dis carpimi a, b € R? vektérlerinin olusturdugu diizlemi ifade eder ve biyikligi
de (4) bagintisinda gosterildigi gibi, bu iki vektoriin olusturdugu paralelkenarin alanina esittir. Bu yeni bir elemandir
ancak bu yeni eleman R3 vektér uzayinin degil G; geometrik uzayinin elemanidir deriz. Bu yeni G5 eleman, iki vektérden
olustugu icin buna bivektér (ikivektér veya grade2-vector) adi verilir (Vince, 2009; Hestenes & Sobczyk, 2012; Perwass,
2009; Vince, 2008; Artin, 2016).

R3vektdr uzayinin temel vektorlerinin ticliniin geometrik carpimi da mimkiindiir. Bu geometrik carpim asagidaki
gibi olur:

616263 = (6162)63 = (el.ez + eq N 32)33 = (el N 82)83 = (el N ez).e3 + eq N e, N 83
= (31.33)/\(32.33)‘{‘31/\62/\83 :el/\ez/\eg (7)

Bu son bagint, e;. e; = 0 (i # j) oldugu yani ortogonal vektérlerin skaler carpimlarinin sifir oldugu gercegi, birlesme
ve dagilma ozellikleri aksiyomlari (6) bagintisindaki geometrik carpim tanimina uygulanarak elde edilmistir. (7) bagintisi,
eie,e3 = eq Ney A ez = eqyzoldugunu gosterir. Yani, ortogonal vektorlerin geometrik g¢arpimlari, bunlarin dig
carpimlarina esit olur. Cunkd i¢ carpimlari sifirdir. (7) bagintisinda elde edilen eq;3 = €4 A e, A esifadesi, yeni bir
elemandir. Bu yeni eleman, (i¢ tane vektorden olusan bir hacim elemani oldugu icin buna "trivector/ii¢c-vektér veya grade
3 vektér" adi verilir. Bu trivektor, eq, e,, estemel ¢ati vektorlerinin olusturdugu birim hacme esit buyuklige ve saatin
tersi yéniinde bir ydnelime sahip bir temel ¢ati hacim elemanidir. Bu asamada, R 'iin {i¢ tane ¢ati vektdriine geometrik
carpim uygulandiginda, sonug olarak su elemanlarin elde edilebilecegini, baska olasiliklarin bulunmadigini séyleyebiliriz:
Gs ={a,e,, e, e3,e,,,€,3, €31, 81,3} Buradaa € R seklinde skaler bir sayidir. Bu kiimeye, G5 cebrik uzayinin temel/cati
elemanlari denir. Buradan sunu da not etmek yerindedir. 3-boyutlu R vektdr uzayinin G5 cebrinin toplam 23=8 tane
cati elemani vardir. Benzer sekilde 2-boyutlu R? vektdr uzayinin G, cebrinin toplam 22=4 tane cati elemani vardir. Yani
G, ={a,e,, e, e ,} seklindedir.

Ayni kural daha iist ve alt boyutlara genellestirilebilir. ilerleyen béliimde, geometrik cebir uzayinin en yiiksek diizeyli
elemaninin ilging 6zelliklerini gésterecegiz. Sekil 1'de, R ve G5'lin cati elemanlari gésterilmistir (Vince, 2008; Vince,
2009).
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s I=epy

€;

€

(a) (b)

Sekil 1: a) R3vektdr uzayinin gatisi, b) G3 cebrik uzayinin gatis
Her iki uzayda da orijin noktasi, skaler sayilarin catisidir (sifir/null alt uzayi)
e, =e Neye,;=e,Nese;; =e;Neq,
I=e,;=e Ne,Nes.

sekil 1b'ye dikkat edilirse, geometrik carpim anti-commutative degisme &zelligine sahiptir. Yani e;; = —ej;oldugu igin
temel bivektorlerin dis carpim sirasi 6nemlidir. Saat ibresinin tersi yoni pozitif yon olarak alinir.

3. Geometrik Cebrin Temel Ozellikleri

Bu bolimde, geometrik cebrin ilging ozellikleri 6zetle ele alinacaktir. En énemli 6zelliklerinden birisi, skaler sayilari,
vektorleri, bivektorleri, trivektorleri, vb. lineer toplam seklinde toplayarak "multivector/coklu vektor" adi verilen yapiyi
olusturmasidir. Bir coklu vektor, herhangi bir cebir elemani gibi cebrik islemlere sokulup islenebilir. Geometrik cebrin bir
bagka 0Ozelligi ise bivektorlerin ve trivektorlerin sanal sayi gibi davranmalaridir. Bu 6zellik sayesinde geometrik cebrik
uzaylara, karmasik diizlemin st uzaylara genellestirilmis hali olarak bakilabilir. Bu konularin anlasilabilmesii¢in dizeyler
(grades) ve sahte sayilar (pseudoscalars) kavramlarini incelemek gerekir.

3.1. Diizeyler (Grades) ve Sahte Sayilar (Pseudoscalars)

Geometrik cebirde cebrik elemanlar, diizeylerine (veya derecelerine/grade’lerine) gére séyle adlandirilirlar: Skaler
sayilar grade-0, vektorler grade-1, bivektorler grade-2, trivektorler grade-3 vb. sekilde adlandirilirlar. Farkl dizeylerdeki
elemanlarin toplamindan olusan cebrik elemanlara ise ¢oklu-vektér/multivector denir (Vince, 2009; Perwass, 2009;
Vince, 2008; Bayro-Corrochano & Scheuermann, 2010; Kanatani, 2015). Geometrik cebir gibi farkli dlizey hiyerarsisine
sahip cebirlerde cebrin en yiiksek diizeyli elemanina sahte sayi/sahte skaler/pseudoscalar adi verilir. Buna gére G,'nin
sahte skaleri e;,, G3’ln sahte skaleri e;,3, G,'Un ki e;,340lur ve daha Ust boyutlar igin de ayni kural gegerlidir.

Bir cebrik ifade, asagidaki gibi farkli diizeyli elemanlarin toplamindan olusan bir ¢oklu-vektorddr:

A=5+3e, +4e, —5e,, + 7e ;3 (8)

Boyle bir ifadeden, istenen dizeydeki elemanlari segmek icin <ifade>dizey Seklinde bir operatér tanimlayabiliriz.
Burada diizey, segilecek terimin diizeyi/grade'idir. (8) bagintisini ele alirsak <A >,=5, <A >;= 3e; + 4e,,
< A >,= 5e,,,< A >;= 7e;,;0lur. iki tane grade-1 elemanin i¢ carpimi grade-0 yani skaler iretir. Dis carpimlari ise
grade-2 eleman Uretir. Baska bir ifadeyle, iki tane grade-n elemanin i¢ garpimi bunlari grade-(n-1) elemana, dis ¢carpimi
ise grade-(n+1) elemana gevirir. Buna gore i¢ carpim "diizey azaltici islem", dis carpim ise "dlizey arttirici islemdir" deriz.
Bu 6zellik tiim dizeyler igin gegerlidir.

3.2. Coklu-vektorler (Multivectors)

Farkli diizeylerden elemanlarin kombinasyonuna/toplamina "coklu-vektér/multivector" denir. Herhangi dlizeye sahip bir
tane eleman da ¢oklu-vektor olabilecegi gibi, iki ya da daha fazla diizeyli elemanlarin toplami da bir ¢coklu-vektordir. A
ve B gibi iki coklu-vektor icin A+B, A-B, AB ve A/B seklinde sirasiyla toplama, ¢ikarma, carpma ve bélme islemleri
yapilabilir. Bunun i¢in temel aksiyomlari uygulamak yeterlidir.

121



Dodan, S. | Tiirk Uzaktan Algilama ve CBS Dergisi, Cilt: 5, Sayi: 1, Sayfa: 117-124, Mart 2024

Ancak bolme igin ters/inverse hesabi gerekir ve bunu sonraki bélimlerde tanimlayacagiz. Bir 6rnek olarak A = 3 + e; +
2e, + 5e,,ve B =1 + 2e; + 2e, + 6e,, iki goklu-vektdr olsun. Buna gore bu ikisinin toplami,

seklinde, cebrik toplama islemi yapilarak elde edilir. AB geometrik carpimi ise;

AB = (3 + e, + 2e, + 5e,,)(1 + 2e, + 2e, + 6e,,)
=3+ 6e, + 6e, + 18e,, + e, + 2e,; + 2e;, + 61, +
2e, + 4e,, + 4e,, + 12e,,, + 5e,, + 10e,,1 + 10e;,, + 30€1,, (10)
=3+ 6e, + 6e, + 18e,, + e, + 2 + 2e,, + 6e, + 2e, — 4e,, + 4 — 12e, + 5e;, — 10e, + 10e; — 30
= —21+ 5e; + 4e, + 21e,,

elde edilir. (10) bagintisinda islemler, aksiyomlara gére yapilmistir. Ornegin, e;;, = e,e,e, = e;,e, = e,'dir. €51, =
—e,,; = —e, vb. olur. Burada goriildigi gibi coklu-vektorlerle her turll islem yapilabilir.

3.3. Ters Cevirme (Reversion) islemi

Geometrik cebrin, elemanlarin islem sirasina duyarli oldugunu biliyoruz. Bu o6zellikle ilgili yararli bir operator
tanimlanabilir. Cebrik islem sirasini degistiren ters cevirme (reverse) operatérii ' + ' (dagger) sembolii veya '~' (tilde)
semboli ile gosterilir (Vince, 2008; Vince, 2009). A = ab seklinde iki vektoriin ¢arpilmasi islemine reverse operatori
uygulanirsa,

At = ba (11)

olur. Buislem, 4 = ba seklinde de yazilabilir. Her iki gésterim de literattirde kullanilir. Skaler elemanlar ve vektérler
reverse isleminden etkilenmez. Bi-vektérler ve tri-vektérler isaret degistirirler. Ornegin,

(e;eze3)" = 3123 = €3€,e, = €331 = —€13 (12)
Grade-4 ve grade-5 elemanlar isaret degistirmezler. Ornegin;

(erereze,)" = 91234 = T€1243 = €1423 = —€4123 = €4132 = T€4312 = €4321 = €1234 (13)

olur. (13) bagintisinda gérildigi gibi, e,  ifadesinde, herhangi bir tane indis bir sola ya da bir saga kaydirildiginda
isaret degisir. e, . = —ej. gibi. Bu durum, anti-komaitatif degisme 6zelligi nedeniyle béyledir ve bu kuralin tensor
cebri kurallariyla ayni oldugu gériilmektedir. Buna gére kolaylik olmasi icin isaretin ne olacagini belirleyen bir formiil
yazilabilir. Bir elemanin diizeyi k ise (yani eleman grade-k elemani ise),

()T =(-1)" 7 e (14

Seklinde reverse isleminin sonucunun isaretini kolayca bulabiliriz.
3.4. Bir Coklu-vektoriin Tersi

Bir A coklu-vektériiniin tersi/inversi A=A = AA™! = 1 seklinde tanimlanir. A~14 ifadesinde ters coklu-vektér soldan
carpildigi icin buna "sol invers", AA~tifadesindeki gibi sagdan carpilirsa "sad invers" adi verilir. Degisme 6zelligi bulunan
cebirlerde sag ve sol inversler esittir yani simetriktir. Ancak anti-komitatif degisme 6zelligi bulunan cebirlerde her zaman
simetrik olmayabilir.

Geometrik cebir de anti-komutatif degisme 6zelligine sahiptir ancak, her durumda A ¢oklu-vektériiniin sol inversi
vardir. Cogu durumda sag inversi de vardir ve simetriktir ancak sag inversin bulunmadigi durumlar da mimkindur. Coklu
vektorlerden asagidaki formda olan tiplere versér adi verilir:
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A= aia, .. a, (15)

Burada A coklu vektorii, a; ... a,, vektérlerinin carpimi ile olusmustur. Bu versdriin tersini hesaplamak kolaydir. Once
A versoriline ters gevirme (reverse) islemi uygulayip bunu kendisi ile carpalim.

At = aya,_ .. a; (16)
AtA = (aya,_, .. ¢)) (a4, ... ay) (17)
elde edilir. Carpma islemi igten disa dogru gergeklestirilirse,
AtA = (a,a,_, .. (a;a))a, ... a,) (18)
AtA = |a,|*(aza,_, ... (aya;) ... ay) (19)
elde edilir. Tum elemanlar igin carpimlar benzer sekilde yapilirsa, sonug olarak;
ATA = (lay* +a; | + - + |a|? (20)

olur. Ayrica, AT A= AAtoldugundan A=*A=1 olmalidir. Yani;

(AtA)AT = Af (21)
A~1(AAah) = At (22)
ve buradan da,
At
At = 1 (23)

Seklinde inversi elde edilir. (23) bagintisinda, AAT ifadesinin bir skaler sayi oldugunu biliyoruz. O zaman bir versériin
tersi, ters cevrilmis halinin AAT veya AA" ifadesine bélinmesine esittir deriz. Buradan da sagdan ve soldan terslerinin
esit oldugu acikca gorilmektedir.

Bu son anlatilanlara gore sunu séylemek mumkandir: Eger iki vektoriin geometrik carpimi A = ab verildiginde,
a biliniyorsa b'yi, b biliniyorsa a’yi kolayca bulabiliriz. Buna gére b = a 1A ve a = b~ 'A seklinde b ve a hesaplanabilir.
Bu yaklasimla daha genel ¢oklu vektorlerin de tersleri hesaplanabilir. Ancak burada bu konuya girilmeyecektir.

Geometrik cebirde ters alma (inverse) islemi ile birlikte garpmanin birim elemani da tanimlandigi igin artik geometrik
cebrin aksiyomlarinin tam cebir olusturdugu gorilmektedir. Bu cebirde, geometrik elemanlarin tirevlerinin de kolayca
tanimlanabilecegi gérulmelidir.

3.5. Sahte Skalerlerin Imajiner Ozellikleri
Geometrik cebrin en yiksek diizeyli ¢cati elemanina sahte sayl dendigi onceki bolimlerde anlatiimistir. 2 boyutlu

geometrik cebirde e;,bi-vektori, 3 boyutlu geometrik cebirde e;,; tri-vektorii ve n-boyutlu cebirde de e;, , coklu
vektérii sanal sayi gibi davranir. Ornegin e, bi-vektdriiniin karesi -1’e esittir:

(e12)” = €281, = €131, = —€155; = —€;; = —1 (24)
Benzer sekilde e, tri-vektériiniin de karesi -1’e esittir.

2 _ _ _ _ _ _
(e123)° = €122€122 = €123123 = —€1323132 = €123312 = €1212 = —1 (25)

Daha iist boyutlarda bu durum degisebilir. Ornegin 4-boyutlu uzayda e;,3,’lin karesi +1’dir. Bu 6zellik, pozitif ve negatif
normlara sahip koordinat catilari tanimlamayi mimkun yapar. Pozitif ve negatif normlar ¢ok farkl alanlarda kullanilabilir.
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Ornegin uzay-zaman geometrisini bir tek geometrik cebir ile ve uygun segilen pozitif ve negatif normlu catilarla ifade
etmek mimkindir (Hestenes & Sobczyk, 2012; Hestenes, 2003; Hitzer vd., 2013). Bu sayede, lst boyutlarin 6zelliklerini
geometrik cebir ile anlamak daha kolaydir. 5- boyutlu konformal geometri geometrik cebir ile eksiksiz ifade edilebildigi
gibi, klasik yontemlerle goriilmesi miimkiin olmayan birgok &zelligin de agikga anlasilir hale gelmesini saglamaktadir
(Perwass, 2009).

Sahte sayilarin imajiner Ozelliklere sahip olmasinin bir baska énemi de, karmasik sayilarin vektorleri dondirme
ozelligine sahip olmasidir. 2 ve 3 boyutlu uzaylardaki dénme olayi, bi-vektoérler ve tri-vektorlerle kolayca ifade edilebilir.
Hatta bu ifadeler koordinatlardan bagimsiz bir sekilde bile gergeklestirilebilir (Vince, 2009; Du Val, 1964). Bu anlamda
fotogrametri, bilgisayarla gérme, bilgisayar grafikleri ve daha bir¢cok alanda kolayliklar saglayacagi anlasiimalidir.

5. Sonug¢

Makalede geometrik cebir tanitilmis, kolay anlasilabilmesi icin aksiyomlara dayal olarak cebrin nasil tanimlanacagi
detaylica agiklanmistir. Geometrik cebir son 10-15 yil igerisinde genel olarak yeniden fark edilmis ve farkh alanlarda
geometrik cebir ile klasik modellerin yeniden yorumlanmasi igin galismalar baslamistir. Geometrik cebirde heniiz
¢Ozllememis ¢ok sayida problem de vardir. Miihendisligin her alaninda, mevcut modeller geometrik cebir ile yeniden
yorumlanabilir ve bu sayede bu zamana kadar ¢oziilemeyen problemlerin ¢6zUmu icin yeni bakis acilari sunabilir.
Perwass (2009)’'da muhendislik uygulamalar (6zellikle bilgisayarla gérme / computer vision) ile ilgili bir kitap
yayimlamistir. Dogrudan fotogrametri ve uzaktan algilama ile ilgili ¢alismalar yeni baslamistir (Khan vd., 2020).
Fotogrametrik modellerin yeniden yorumlanmasi i¢in ¢alismalarimiz devam etmektedir.
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