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OZET

Bayesci ¢ikarim bir olasiliksal ¢ikarim metodudur. Son 20 yilda ¢ok boyutlu integrallerin yaklasik
olarak hesaplanmasinda Markov zinciri Monte Carlo (MCMC) yontemlerindeki ve bilgisayar
hesaplamalarindaki gelisim nedeni ile bu yaklasim olduk¢a popular hale gelmistir. MCMC y6nteminin en
onemli tarafi Markov zincirinin yakinsamasinin belirlenmesidir. Yakinsama olmayan Markov zincirine
dayali istatistiksel c¢ikarimlar dogru olmayabilir ve yanlis yodnlendirebilir. Bu ¢alismada dogrusal
regresyon modelinde baz1 yakinsama kriterlerinin kullanimi ele alinmistir.

Anahtar kelimeler: Markov zinciri, Monte Carlo (MCMC), yakinsama, Bayes, dogrusal regresyon

COMPARISIONS OF CONVERGENCE CRITERIAS FOR MARKOV CHAIN MONTE CARLO
METHODS

ABSTRACT

Bayesian inference is a probabilistic inferential method. In the last two decades, it has become
more popular than ever due to affordable computing power and recent advances in Markov chain Monte
Carlo (MCMC) methods for approximating high dimensional integrals. An important aspect of any MCMC
is assessing the convergence of the Markov chains. Inferences based on nonconverged. Markov chains can
be both inaccurate and misleading. This study invokes the use of convergence criteria for linear regression
model.
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1. Giris

Son yillarda kompleks istatistiksel modellerin analizinde Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC)
metotlarinin kullanimi ¢ok yaygin hale gelmistir. Bu metotlarin uygulamada ¢ok yogun kullanimi bir takim
problemleri de beraberinde getirmistir (Gastings, 1970; Geman and Geman, 1984). Simiilasyona dayal
Bayesci ¢ikarim, sonsal dagilimi 6zetlemek yada ilgilenilen herhangi bir parametre degerini tahmin etmek
icin simiilasyonla c¢ekilen 6rneklemin kullanimini gerektirir. Simiilasyonla 6rnek c¢ekimleri dikkatli
yapilmalidir. Burada iki 6nemli konu vardir. Birincisi Markov zincirinin duraganhiga yada arzu edilen
sonsal dagilima ulasip ulasmadigina karar vermektir. ikincisi ise Markov zincirini duraganhga ulastiracak
olan iterasyon sayisinin belirlenmesidir. Yakinsama tanisi, bu konular1 ¢édzmek i¢in yardimci olur. Birgok
tani araglari, yakinsama i¢in gerekli fakat yeterli olmayan sartlari tanimlamak i¢in tasarlanmistir. Markov
zincirinin duragan dagilima yakinsadigini sdyleyebilen kesin testler yoktur. Dikkatli olmak gerekir. Ayrica
herhangi bir ¢ikarim yapmadan 6nce tiim parametrelerin yakinsama durumu kontrol edilmelidir. Bazi
modellerde belirli parametreler ¢ok iyi bir yakinsamaya sahip gibi goriinebilir. Ancak bu durum, diger
parametrelerin yavas yakinsamasi nedeniyle yaniltici olabilir. Bazi parametreler kotii karisima sahipse, iyi
karisima sahip goriinen parametreler i¢in dogru sonsal ¢ikarim elde edilmeyecektir. Yakinsama tanilar
hakkindaki tartismalar icin Cowles and Carlin (1996) ve Brooks (1998) calismalarina bakilabilir.

Bu calismada yakinsama kriterlerinden bazilari iizerinde durulmus ve ¢oklu regresyon modelleri
kullanilarak bu yakinsama kriterlerinin karsilastirilmasi SAS 9.3 makro kullanimiyla yapilmistir.
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2. Materyal ve Metot

Bayesci yontemler, Markov zinciri yakinsama degerlendirmesinde yardimci olabilecek bir¢ok
istatistiksel tani testi icerir. Gelman ve Rubin tanisi; Brooks ve Gelman, zincirler arasindaki varyans ve her
bir zincirdeki varyanslar1 karsilastirarak ¢oklu simiile edilmis MCMC zincirlerinin analizine dayaldir
(Gelman and Rubin, 1992; Brooks and Gelman, 1997). Bu iki varyans arasindaki biiyiik sapma yakinsama
olmadigina isaret eder. Heidelberger ve Welch testi duraganlik testi ve yari-genislik testi olmak tizere iki
boélimden olusmaktadir (Heidelberger and Welch, 1981). Duraganlik testi, zincirin kovaryans duragan
stirecten geldigini belirten hipotezi test ederek Markov zincirinin duraganhigini degerlendirir. Yari-
genislik testi, Markov zinciri 6rnek boyutunun ortalama degerleri tam olarak test etmek i¢in yeterli olup
olmadigini kontrol eder. Raftery ve Lewis (1992, 1996) tarafindan gelistirilen Raftery-Lewis testi, sonsal
ylizdeliklerle ilgilenildiginde tahmin edilen yiizdeliklerin dogrulugunu degerlendiren bir tani testidir
(Raftery and Lewis, 1992; Raftery and Lewis, 1996). Geweke testi, yakinsamadaki basarisizliklar:
belirlemek i¢cin Markov zincirinin ilk ve sonraki kisimlarinda bulunan degerleri karsilastiran bir
yaklasimdir. Kass ve ark. (1998) bir Markov zincirinin karigimini incelemek i¢in otokorelasyon ve iz
grafiklerini kullanan etkin 6rneklem biytkligi (ESS) yaklasimini gelistirmistir (Kass, Carlin, Gelman and
Neal, 1998). Diger yakinsama yaklasimlar1 otokorelasyon fonksiyonu ve Markov zinciri hata (Thumb
kuralr) yaklasimlaridir. Yukarida bahsedilen yakinsama tani testlerinin tanimi ve yorumlanmasi Tablo 1’
de verilmisgtir.

Tablo 1. Bayesci yontemlerde uygun yakinsama tani testleri

Isim Tanim Testin yorumlanmasi
Markov zincirinin 6nceki ve sonraki kisimlarinin z test istatistigine dayali iki
ortalamalarin1 karsilastirarak ortalama tahminlerinin yo6nli testtir. Biytik mutlak

Geweke yakinsamaya sahip olup olmadigini test eder. degerli z degeri yakinsamanin
saglanmadigin
gostermektedir.

Heidelberger- Markov zincirinin bir duragan siire¢ olup olmadigini Cramer-von Mises istatistigine

Welch § test eder. Basarisizlik, daha uzun bir Markov zincirine dayali tek yonlii testtir. Kiiciik

o ihtiya¢ oldugunu gosterir. p degerleri  yakinsamanin

(duraganlik . -

testi) saglanmadigin
gostermektedir.

. Orneklem biiyiikliigiiniin ortalama tahmini i¢in gerekli Eger yari-genislik istatistigi,

Heidelberger- A . N . ) . N

hassasiyeti karsilamada yeterli olup olmadigini ©nceden belirlenmis dogruluk

Welch .. . . L2 A, o

- gosterir. Basarisizlik, daha uzun bir Markov zincirine 6l¢iisiinden daha  biytikse

(yari-genislik o - . e - -

testi) ihtiyac oldugunu gosterebilir. yakinsamanin saglanmadigini
gostermektedir.

Yiizdeliklerin istenen dogruluguna ulagmak i¢in ihtiya¢ Eger gerekli olan toplam

duyulan Ornek sayisim1  rapor ederek tahmini Orneklem, Markov zinciri

Raftery-Lewis yiizdeliklerin dogrulugunu degerlendirir. Basarisizlik, o6rneginden daha az ise bu

daha uzun bir Markov zincirine ihtiya¢ oldugunu yakinsamanin saglanmadigini

gdsterebilir. gosterir.

Markov zinciri 6rnekleri arasindaki bagimliligi dlger. Uzun gecikmeler arasindaki
yiiksek  korelasyon,  zayif

Otokorelasyon karisimi dolayisiyla
yakinsamanin saglanmadigim
gosterir.

Markov Markov zinciri (MC) standart hatasi hesaplanir. MC hata standart sapmanin

Zinciri hata %>5’inden kiiciikse yakinsama

yaklagimi vardir.
Otokorelasyonla ilgilidir. Markov zincirinin karisimimi  Etkili bir drnek biyiklaga ile
. olger. simiile edilen 6rnek biiyiklagu
Etkili C e
. arasindaki biiyik fark, zayif
orneklem
o karisimi dolayisiyla
biytklagi - "
yakinsamanin saglanmadigim

gosterir.
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3. Uygulama

Tiikenmislik kavrami bir¢ok bilim adami tarafindan incelenmis olmasina ragmen bu konuda en
¢ok taninan ve bu alandaki ¢alismalara dnctliik eden Maslach’tir. Onun ¢alismalar: bu alanda ¢alisanlar
icin en 6nemli kaynaklar olmustur (Izgar, 2001). Maslach ve arkadaslari tarafindan giiniimiizde de en ¢ok
kabul goren tiikenmislik, “yaygin olarak insanlarla yiiz yiize ¢alisilan mesleklerdeki bireylerin; duygusal
olarak kendilerini tiikenmis hissetmeleri, is geregi karsilastiklar1 insanlara karsi duyarsizlasmalar1 ve
kisisel basar1 ya da yeterlilik duygularinda azalma olarak goriilen bir sendrom” seklinde tanimlanmigtir
(Maslach and Zimbarda, 1982).

Bu calismada arastirma gorevlilerinin yas, zeka seviyesi, egitim durumu ve gelir durumlarinin
tilkenmislik diizeyleri lizerine etkisini incelemek tizere kurulan ¢oklu lineer regresyon modeli Bayesci bir
yaklasimla incelenmistir. Coklu lineer regresyon modeli (1)’deki gibi olsun.

Y =0, +BX +BX,+ X, + X, +¢ €Y)
(1) modelindeki degiskenler su sekilde tanimlanmistir.

Y: Tiikkenmislik skoru
X1: Yas

X: Zeka seviyesi

X3: Egitim durumu
X4: Gelir

n=150

Bu amaca yonelik olarak kurdugumuz klasik ¢oklu regresyon modeli sonuglar1 Tablo 2’ de
sunulmustur.
Tablo 2. Klasik ¢coklu regresyon modeli

Degisken B Std. Hata t p
Sabit 162.488 15618 10.404 .000
Yas -078 092 -848 .398
Zeka -1.056 181 -5.837 .000
Egitim -894 301 -2.968 .004
Gelir -.004 001 -3.248 .002

Gozlem hatalari & sifir ortalamali ve O sabit varyansli normal dagilima sahip oldugu kabul
edilir.

Y ~ Normal(B, + BX, + B, X, + B X, + B, X,,07)

Y i¢in olabilirlik fonksiyonu (2)’de verilmistir.
P(Y|/3,o»ﬁ1a/3)2a/3)3:/34502) =6, + BX, + BX, + X, +/3)4X4902) ()

Burada P(. |) bir kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu ve ¢ bir normal yogunluk fonksiyonudur.

Dolayisiyla olabilirlik fonksiyonunda g, 3., ,, 3,, B, Ve om gibi 6 parametre vardir. Bu ¢alismaya 6zgiin

olarak her bir parametre i¢in 6nsel dagilimlar (3)’de gibi tamimlanmistir.

SBy)=f(B)=1(B)=[(B)=f(B,) =¢(0,Var =10000)
3)
£(5?) = ¢(0,Var =1000)
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Bayes teoremi kullanilarak o’ parametreleri i¢in sonsal dagihm ise (4)’deki
0sM1>M29s/M35M4>

gibi olur.

P(By s Bos Bs Bis 0 ID) % L(B)S BT BLBYSBS ) P | By By B Bs Bin07) C)

Metropolis 6rnekleme algoritmasi kullanilarak Tablo 3’ de verilen sonsal 6zetler elde edilmistir.

Tablo 3. Sonsal 6zetler

Parametre Ortalama Standart Sapma %95 Inang Araligi (HPD Interval)
8, 132.6 149.250 103.7 160.4
B -0.0672 0.0854 -0.2352 0.0995
B, -0.7299 0.1726 -10.548 -0.3955
B, -0.8669 0.2804 -14.217 -0.3243
B, -0.00391 0.00107 -0.00601 -0.00182
o 110.6 119.329 879.166 134.2

Gerek Tablo 2, gerekse Tablo 3’ e bakilarak hem klasik regresyon ¢6ziimiiyle hem de Bayesci
¢oziimde Zeka, Egitim ve Gelir'in tiikenmislik skoru iizerinde anlaml bir etkiye sahip oldugu sdylenebilir.
Ancak Tablo 3’ de verilen sonsal 6zetlerin gecerli olmasi i¢in yakinsama kriterlerini saglamasi gerekir. Bu
amaca yonelik olarak, materyal metot bodliimiinde verilen yakinsama kriterleri bu veri seti igin
uygulanmustir. {1k olarak Tablo 4’ de Monte Carlo standart hatalar verilmistir.

Tablo 4. Monte Carlo standart hatalar

Parametre MCSE Standart MCSE/SD
Sapma

, 1.1555 14.9250 0.0774
I3 0.000317 0.0854 0.00372
8, 0.0126 0.1726 0.0732
B, 0.00103 0.2804 0.00369
B, 3.979E-06  0.00107  0.00374
o 0.2052 11.9329 0.0172

B, B, hari¢ diger parametreler icin MC hatanin standart sapmasinin %5’ inden kugtik oldugu

goriilmektedir. Dolayisiyla yakinsama saglanmigtir. ikinci olarak sonsal otokorelasyonlar Tablo 5’ de

sunulmustur.

Tablo 5. Sonsal otokorelasyonlar

Parametre Lagl Lag5 Lagl0

Lag 50

B, 0.9966 0.9832 0.9668
B 0.0528 0.0086 0.0037
B, 0.8981 0.8813 0.8670
B, 0.0434 0.0002 0.0024
B, 0.0461 0.0044 0.0047

2 0.0728 0.0685 0.0589

g

0.8489
0.0055
0.7591
-0.0022
0.0091
0.0533
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Sonsal otokorelasyonlara bakildiginda ve hari¢ diger otokorelasyonlarin hizla diistigi
By V€ B,

goriilmektedir. Tablo 6’da Geweke test sonuglar1 verilmistir.
Tablo 6. Geweke testi

Parametre Z P
Bo -0.5058 0.6130
B 0.6613 0.5085
0, 0.5099 0.6101
B -0.0059 0.9953
B, -0.5205 0.6027
o’ 0.8681 0.3854

Mutlak degerce biiyiik z degerleri dolayisiyla P>a =0.05 degerleri biitiin parametreler igin
yakinsamanin saglandigin1 gostermektedir. Tablo 7'de Raftery-Lewis testi, Tablo 8de Heidelberger-
Welch test degerleri verilmistir.

Tablo 7. Raftery-Lewis testi

Parametre Yakinsama Periyodu Toplam Minimum Baglh Faktor
B, 496 505307 3746 134.8924
B, 2 3812 3746 1.0176
B, 447 471529 3746 125.8753
B, 2 3893 3746 1.0392
B, 2 3913 3746 1.0446
o 2 3783 3746 1.0099

Tablo 8. Heidelberger-Welch testi

Duraganlik testi Yar1 genislik testi
Parametre
Cramer-von- Test Yari Relatif yar1 Test
. P . Ortalama 7
Mises istatistigi sonucu genislik genislik sonucu
B, 0.0574 0.8301 Basarih 2.8173 132.6 0.0212 Basarili
B, 0.3227 0.1168 Basarihi  0.000993  -0.0672 -0.0148 Basarili
B, 0.0565 0.8361 Basarih 0.0308 -0.7299 -0.0421 Basarili
B, 0.0311 0.9725 Basarih 0.00305 -0.8669 -0.00352 Basarili
B, 0.0511 0.8693 Basarihi  0.000018 -0.00391 -0.00461 Basarili
o 0.0671 0.7696 Basarih 0.4949 110.6 0.00447 Basarili

Tablo 7' de yakinsama i¢in g ve g 'nin disinda problem olmadig géziikmektedir. Tablo 8 de

biitlin parametrelerin yakinsadigi agiktir. Tablo 9’ da etkin drnek biytkliikleri verilmistir.

Tablo 9. Simiile edilmis etkin érnek buytkligi
Parametre =~ ESS  Otokorelasyon zamani Etkinlik

B, 166.8 479.5 0.0021
B, 72352.6 1.1057 0.9044
B, 186.8 428.2 0.0023
By 73613.7 1.0868 0.9202
B, 71648.9 1.1166 0.8956

2 3383.4 23.6450 0.0423

g
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Tablo 9’ da g ve g disinda biitiin parametrelerin yakinsama problemi olmadig1 géziikmektedir.
By V€ B,
B, Ve p,icin bazi kriterler disinda ¢ogu kriter biitin parametreler i¢in yakinsamanin saglandigini

gostermektedir. Dolayisiyla Tablo 3’'de verilen sonsal 6zetler giivenilirdir.

Gorsel olarak da yakinsama hakkinda bir seyler séyleyebiliriz. Ornek olarak p.icin Sekil 1’ de iz

grafigi, otokorelasyon grafigi ve sonsal yogunluk fonksiyonu verilmistir.

Diagnostics for beta3
oM
(34
-
0 100000 200000 300000 400000 500000
[teration
1.0
=
g 05 3
= c
(34 By
o [m]
s oo E
= 5
I 05 S
-1.0
0 10 20 30 40 50 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
Lag beta3

Sekil 1. g icin diagnostik grafikler

Sekil 1'de her ti¢ grafikte yakinsama kriterinin saglandigini a¢ik bir sekilde gostermektedir. Biitiin
yakinsama kriter degerleri 500.000 6rneklem biiytkliigii icin ifade edilmistir. Yakinsama kriterlerini
karsilastirmak icin hangi érneklem biiytkliigiinde tiim parametrelerin yakinsadigini gosteren sonuglar
Tablo 10’ da verilmistir.

Tablo 10. Yakinsama kriterlerinin karsilastirmasi

Kriter Orneklem biiytkliigii
MC Hata 19.300
Geweke testi 20.500
Heildelberger-Welch (Duraganlik) 37.100
Heildelberger-Welch (Yar1 genislik) 37.100
Raftery Lewis 63.000
Sonsal otokorelasyon 65.000

Etkin 6rnek biiyikligi 73.614
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En kii¢iik 6rneklem biiyiikligii MC hata kriteriyle saglanirken, en biiyiik 6rneklem biiyikligiini
etkin 6rnek biiyikligi vermektedir. Bu kadar biiyik orneklemler gerekirken, Bayesci yaklasimin
kullanilmasina gerek olup-olmadigina Tablo 11’de verilen klasik ve Bayesci yaklasimlarin karsilastirmasi
cevap verebilir. Bu amaca ydnelik olarak hem klasik hem de Bayesci yaklasim i¢in Akaike Bilgi Kriteri
(AIC) ve Bayesci Bilgi Kriteri (BIC) degerleri hesaplanmis ve sonuglar Tablo 11’ de sunulmustur.

Tablo 11. Model karsilastirma Kriterleri
Yaklasim AIC BIC

Klasik ¢oklu regresyon 906.144 922.717
Bayesci coklu regresyon 693.121 717.421

4. Sonug¢ ve Tartigsma

Bayesci yaklasim model belirsizligini géz oniine almayan Kklasik yaklasimlara goére bir takim
zorluklar igermektedir. Bunlarin basinda sonsal ¢ikarimlari elde etmedeki hesaplama zorluklar
gelmektedir. Son yillarda MCMC yodntemlerinin kullanimi ¢ok yaygin hale gelmistir. Ancak bu yéntemler
kullanilirken kullanici olduk¢a dikkatli olmalidir. Ciinkd tiim tahmin edilecek parametrelere igin
yakinsamanin gerceklesmedigi durumlarda elde edilen istatistiksel sonsal ¢ikarimlar yaniltici olabilir.
Dolayisiyla tiim parametreler i¢in yakinsama incelenmelidir.

Bu ¢alismada ilk olarak klasik dogrusal regresyon modeli ile Bayesci dogrusal dogrusal regresyon
model sonuglar1 karsilastirilmis, parametre tahminleri anlaminda yaklasik ayni sonuglar elde edilmistir.
Ancak model uyumunun karsilagtirilmasi durumunda Bayesci yaklasiminin ¢ok daha iyi sonuglar verdigi
Tablo 11’ de agiktir. Bu sonug¢ Bayesci yaklasimin kullanimindaki zorluklarin géz éniine alinmasina deger
oldugunu gosterir. Bu zorluklarin basinda MCMC yaklasimi kullanildiginda kesin bir yakinsama kriterinin
olmamasidir. Incelenen yakinsama kriterlerinin belli bir 6rneklem biiyiikliigiinden sonra saglandig1 Tablo
4-9’ larda agiktir. Ancak bu kriterlerden hangisinin daha kii¢iik 6rneklemelerde yakinsama sagladigi Tablo
10’ da goriilmektedir. En azindan bu ¢alisma i¢in en kiigiik drneklem biiyiikligtini MC hata kriterinin, en
biiyiik 6rneklem biiyiikligiini ise etkin érnek biiyiikliigiiniin verdigi soylenebilir.
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