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ı. GİRİş 

Sihirli Kare Matrislerin Öz Değerlerinin 
incelenmesi ve Moore-Penrose İnversi 

Fikri AKDENİZ' Asuman Seda TÜRKMEN** 

ÖZET 

Bıı çalışmada nxn hiçimindeki reel girişlere sahip bazı sihirli ya 
da yan-sihirli kare malrMeri inceleyecegiz. Singüler olan 
marrislerin 6z degerlerini ve Moore - Penrose invl1rsferini vl1recl1giz. 

Anahtar Kelimeler: Moore-Penrose inversi. Oz deger. Sihirlt kare. 
Sihirli sabit. Yan- sihirli kare. 

2003 

i ,2, ... ,n2 sayılarının nxn kare matris içine her satır, sütun ve köşegen toplamları 
aynı s sayısına eşit olacak şek ildeki düzenlenmesine n-inci mertebeden sihi rli kare ve s 
sayısına "sihirli sabit" denir. Yalnız sat ır ve sütun topl amlarının tümü sabit bir s 
sayısına eşit olan kare mat rise yarı- sihirli kare denir.Bu durumda ns= I+2+ ... +n~ 
olduğu ndan s=n(112+ 1)/2 dir. 
Örneği n, 3x3 tipindeki (LO-SH U) denilen aşağıdaki sihirli karede sih irli sabiı 
,=3(3' +1)/2= 15 tir 

Ünlü Alman ressamı Albert Dürer (1471-1528) tarafından yapıl an 
"Melancolia" tab losunda yer alan ve annesinin ölüm tarihi 1514 yılını da içeren 
aşağıda D ilet-gösterilen sihirl i kareyi inceleyelim. n=4 olduğundan 5=4(42+1)12:;:::34 dir. 
Görüldüğü gibi satır, sütun ve köşegen toplamları 34 tür. Örneğin. dört köşedek i 2x2 
matrislerin say ı lar toplamı da 5=34 tür. 

16 3 2 13 

5 
D= 

9 

LO II 8 

6 7 12 

4 15 14 
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Yukarıdaki D karesinde toplaml arı 34 ü veren çok sayıda kalıp vard ır. Bunların bir 
kısmı : 

16+3+5+10=34, 
2+5+ 15+ 12=34, 
16+9+7+2 =34, 

16+4+ 1 + 13=34, 
3+9+ 15+7=34. 
3+6+ 12+ 13=34, 

5+9+ 12+8 =34. 
3+5+15+11=34. 

10+15+1+8 =34 

3+9+ 14+8 =34 
5+4+14+1 1=34 

dir. Ayrıca ilk sat ırdaki 3 ve 2 ile son satırdak i i S ve ı 4 ün t oplamı 34 tür. Saatın 
çal ı şma yönünde gidersek ı S, 9, 2, 8 toplam ı da 34 tür. 4x4 tipinde 880 si hirli kare 
yazı labil mektedir. 

Ça lı şma üç bölüm olarak p l an l anm ı ştır. ikinci bölümde 8x8 biçimindeki sihirli 
kareleri tanıtacağ ı z . Üçüncü bölümde yarı- sihirli karelerdeki Moore- Penrose inversin 
bazı özellikleri ile birlikte öz değerler ve matrislerin rank l arı veri lecektir. 

2, BENJAMiN FRANKLİN'iN siHİRLi KARELERİ 

Matematik dünyasında bir çoğu henüz bilinmeyen bazı sihirli kareler i S. 
yüzy ıl da yaşamış olan Benjamin Frank lin (I 706-1790) tarafından oluşturulmuştur . Daha 
önce hiç yay ın l anmamış olanı (Tablo i) Pasles (2001) de ayrıntılı olarak incelenmiştir . 

Bir yazar, diplomat ve bilim adam ı (fi zikçi ve matematikçi) olarak Franklin kendi 
yaşad ığ ı dönemde ve günümüzde de övgüye değer biridir. Örneği n , Londra ve Paris 
Bilimler Akademilerinin bi li msel üyeliğe seçtiğ i tek Ameri kandı ve uzun yıllar da tek 
kal mıştı . Franktin ' in matematiksel yaşamında sihirli kareler önemli yer tutmaktadır. 
Franklin ' in formal eğitimi iki yılda n daha kı sa bir sürede son bu l muştur. Esas itibariyle 
kendi kendini yeti ştirmi ştir. Günümüze kadar bir çok araştırmacının Franklin karelerini 
ince l ediğin i biliyoruz. Aşağıdak i 8xS tipindeki yarı-si hirli kare bu nların en 
önemlilerinden bir idir. 

Tablo 1. Franklin'in 8x8 yarı-sihirli karesi 

52 61 04 13 20 29 36 45 
14 03 62 51 46 35 30 19 
53 60 05 12 21 28 37 44 
11 06 59 54 43 38 27 22 • 

A= 55 58 07 Lo 23 26 39 42 
09 08 57 56 41 40 25 24 
50 63 02 15 18 31 34 47 
16 01 64 49 48 33 32 17 

Tablo i. de A ile gösterilen karede sat ırların ve sütunların toplamı 260 dır . Yarı

sihirli karedir. S ırasıyla köşegen toplamları 260-32 ve 260+32 dir. Köşegen toplamları 
260 değildir . Görüldüğü gibi k ve 6S-k sayıları aynı sat ırda yer almaktadır.( L satırda 
k=4 65-k=6 1, k=52 65-k= \3 ' k=20 65-k~45' k=29 65-k= 36 ) . köşelerdeki 2x2 " , , , 
karelerin say ıl ar toplamı= 130 ; 2x4 veya 4x2 dikdörtgenlerdeki sayılar toplamı =260 
dı r . 
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Sihirli Kare MatrisIcrin Ô.t Değerlerinin incelenmesi ,·c Moore-Pcnrosc im'enıi , 

Dört köşedeki 2x2 say, lar toplamı~ 130 dur.( i. köşede S2+61 + 14+3~ 1 30 v.s). 
Her bir satırın ve sütunun toplamının yarı sı da 130 d ı r. Görüldüğü gibi çok özel yapıda 
bir yarı-si hirli karediL 

Franklin tarafından verilen ve B ile göstereceğimiz diğer bir sihirli kare Tablo 
2 de görülmektedir. 

Tablo ı. Franklin 'in die:er 8x8 sihirli karesi 

17 47 30 36 21 43 26 40 
32 34 19 45 28 38 23 41 
33 31 46 20 37 27 42 24 
48 18 35 29 44 22 39 25 
49 LS 62 4 53 ii 58 8 
64 2 SI 13 60 6 55 9 
i 63 14 52 5 59 Lo 56 
16 50 3 61 12 54 7 57 

Herhangi 2nx20 tipindeki sihirl i kare oluşturmak için evrensel bir yöntem 
yoktur. En ilginç 8x8 yarı-sihirli kare Severely'e aittir. ı 848 de yayın l anmışt ır. Sütun 
ve satır toplamları 260 tır . 2x2 köşeleri de yarı sihirli ve sihirli sayı 130 dur. Severely 
tarafından verilen 8xS yarı-sihirli kare matris C olsun. Köşegen toplamları sırasıyla 282 
ve 210 dur. Birinci satırda : 01+48+31 +50= 130; 33+ 16+63+ 18= 130 ve birinci sütunda: 
01 +30+47+52=130; 05+28+43+54=130 olmaktadır . Diğer satır ve sütunlarda da aynı 
sayılar bulunmaktadır . 

Tablo 3. Beverely'nin 8x8 sihirli karesi 

OL 48 31 50 33 16 63 18 
30 51 46 03 62 19 14 35 
47 02 49 32 IS 34 17 64 
52 29 04 45 20 61 36 13 
05 44 25 56 09 40 21 60 
28 53 08 41 24 57 12 37 
43 06 55 26 39 Lo 59 22 
54 27 42 07 58 23 38 ii 

C yarı-sihirli karesinin baz ı özelliklerini sonraki bölümde inceleyeceğiz . 

3. YARI-sİHiRLi KARELER VE MOORE-PENROSE İNVERSİ 

Booth ve B001h ( 195 5) de ifade edildiği gibi singüler olmayan bir sihirl i ( ya da yarı 
si hirli) karenin eleman l arıyla o luşturulan bir matrisin tersi de bir sihirli karedir. s 
"sihirli-sabit" olmak üzere bir matrisin tersinin satı r ve sütunlarının toplamları lls ye 
eşittir. Aşağıdaki 3x3 sihirli kareyi ele a l alım . Singüler olmayan M matrisi için 
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[
2 9 4] 

M= la , J= 7 5 3 

6 i 8 

Deı(M)= t:. = -360 tır. 

[

37 

M-1-ı ı-' _[ Ai<J- i 38 - cl - - ----., t:. 360 
- 23 

1111111 

- 68 

-8 
52 

7 ] 22 
- 53 

Görülebileceği g ibi M-i matrisinin sat ır ve sütun toplamları 1115 tir. Aynı özellik 
köşegen toplam l arı için de geçerl id ir. Dürer' in si hirli karesine bakı ld ığında karş ı lık 

gelen kare matris singüler (teki l) ve rankı 3 tür. Bu nedenle Booth ve Booth ( 1955) deki 
sonuç uygu lanarnaz. O halde matrislerin Moore~Pen rose (M-P) invers lerin in de sihirli 
kare özelli klerini taşıyıp taşı madığını öğrenmek istiyoruz. 
Bir A matris inin A+ ile gösteril en M~P İnversi aşağıdaki dört koşulu sağlarsa A+ tek 
o larak tanım l anır . 

AA<A=A 
A+AA+=A+ 

(AN)'=(AN) 
(NA)'=A<A 

A bir kare matrİs o lmasa bile bu invers daima vardır (Rao ve Mitra ( 197 1» . 
Yalnız (i) koşul u sağ l amrsa A+ yer ine Aggösterimi kullanılı r ve AAgA=A ise , Ag ye A 
nın koşu ııu inversi (genell eşt i ri l m i ş inversi) den ir. Her matris gene lleştiri lmi ş ınverse 

sahiptir, fakat tek olmayabilir. Ayrıca, a bir ska ler o lmak üzere 

d ir. 

< { ııa .a " O ve a = 7a 
O.a = O 

Şimd i Albert Dürer tarafından yapılan "Melancolia" resminde yer a lan 
aşağıdaki meşhur sihirli kareyi düşünelim: 

16 03 02 13 

05 LO i i 08 
D= 

09 06 07 12 

04 15 14 OL 

Sat ı r, sütun ve köşegen toplaml arı 34, dört köşedeki 2x2 alt kare matri slerin 
e lemanlarının toplam ı da 34 tür. D singüler bir matristir. Rank (D)=3 dür. D nin öz 
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, 
değerleri : A, ~ 34 , A, ~ 8.0, .ı., ~ - 8.0. A, ~ O ve İ z (D)~s~34~ L A; dir. D , 4x4 

ı ipinde sihirli kare matris in M-P inversi de sihi rli kare o lan bir mat ri se örnektir. 
Görüldüğü gibi D nin M-P inversi : 

275 -201 - 167 173 

0 += 
i 37 -31 - 65 139 

(34).(80) - 99 105 71 3 

- 133 207 241 - 235 

dir , M-P inversindeki (i)-(iv) koşu lları sağlanır (Trenk ler (1994)). D matrisini 

D~[ D" D,,] 
Dıı Dn 

biçiminde parçalara ayırdığımızda 

bulunur. Görü lebil eceği gibi 0 + nın satır, sütun ve köşegen toplamları . dört köşedek i 

alt kare matrislerdeki sayılar toplam ı da 1/34 tür. Y=(I,I,I, I) ve 5=34 olmak üzere 

D ~ j=_I- J ve D +'j= _I_ j koşulları sağlanmaktadır . O halde aşağıdaki iki teoremi 
34 34 

verebil iriz. 

Teorem.1. Bir A kare matrisin in yarı-sihirli olabilmesi için gerek ve yeter koşu l 

Aj~sj, 

A'j~sj 

di r. Burada j'=(I, 1 , ... , i ) nxl tipinde 9"( n uzayında ı lerin vektörüdür. Bu nedenle s ve j 
sıras ı y l a A ve A' matrislerinin öz değeri ve öz vektörüdür. A nın sihirli kare matri s 
olması için aşağı daki iki koşu l eklenmelidir. 
tr(A)~s. 

tr(EA)~s. 

11 



Fik ı; A.KDENiZ - Asuman Seda TÜRKMEN 
1111 B I II 

° ° i 

° ° ... 1.. ° Burada E= 

° O... ° 
dir 

Teorem 2. (Schmidt ve Trenkle!" (200 1). x;ıt:Q ve belli bazı A skalerleri için kabul 
edelim ki 

Şimdi aşağıdaki 4x4 tipinde yan-sihirli kareyi düşünelim . 

5 8 9 12 

14 15 2 3 
T= 

i i Lo 7 6 

4 16 13 

Burada s=34 dir. T nin öz değerleri : 34, 8, -2 ve O dir. Rank ( T )=3 tür. T 
singülerdir. T matrisinin M-P inversi: 

- 0,1 1020658 0,032650560 0,05943627 0,04753 i 5 i 

0,092 17437 0,020745798 - 0,02389706 - 0,0596 i 134 

- 0,07746849 - 0,0060399 i 6 0,03860294 0,0743 i 723 

0,1249 i 246 - 0,0 i 7944678 - 0,04473039 - 0,03282563 

- i 259 373 679 543 

1053 237 - 273 - 68 1 

34.336 - 885 - 69 44 i 849 

1427 - 205 - 51 i - 375 

T' ve T" nin öz değerleri : -0.135 1213, 0.0294 11 76, 0.0202606, ve Odır. 

T i'j=T+lj=S'lj koşulu sağlanmaktad ır . Yukarıdaki teoremde x vektörü özelolarak j : 4x i 
biçiminde bir vektör olarak alınmıştır. 4x4 tipindeki bazı yan si hirli kare matrislerde 
rankO = 4 olmaktadır. Bu durumlarda doğalolarak rlj=(r l)'j=s 'j eşitl ik l eri 
sağ l anacaktır . 
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3. ı Bazı sih irli ya da yan -sih irli kare matrislerin rank ve öz değerleri 

Öncelikle 2. bölümde Benjamin Franklin tarafından oluşturulan ve Aile 
gösterdiğim i z Tablo ı. deki 8x8 kare matrisi düşünelim. A nın öz değerlerin i n üçü 

Aı = 260,00, ~ = -43.7 1 28 1 , A.,= l l,71281 ve d iğerleri sı fır olmaktadır. iz 

• 
(A)=228= r.<, dır. rank (A)=3 tür Göıii ldüğü gib i Aj=A'j=5j dir 

iooı 

Tablo 2. de verilen 8x8 sihirl i kare B olsun. B nin rankı 3 tür. B nin öz değerleri: 
.<, = 260,00, .<, = -4.0 - 1,5491933i, .ı., =-4.0+1,54913i 

ve diğerleri sıfı r olmaktad ı r. Köşegen toplamları 260± 8 dir. Bu örneklerden görüldüğü 
gibi öz değerleri n tümü reel değild ir. 

Beverely tarafından verilen ve 1848 de yayınl anan 8x8 yarı-sihirli kare matris 
C olsun. Öz değerler : 

?C, = s = 260,00, .<, = - 64,09064, .<, = 51,22422, .<, = 36,30959, .<, = - 1,44317. 

0.0.0 
• 

dır. İz(C)= Lı A; =282 dir. rank(C)=5 tir. C matrisi singüler matristir. C nin satır 
'=1 

toplamları=sütun toplam l arı=260 dı r . C nin M-P g-inversi C+ ise, C+ daki satır ve sütun 
toplamları 11260 dır. Ayrıca C+ nın 4x4 köşe kareleri de yarı-s i h i rlidir. Sihirl i sabit 

1/520 dir. Aı , Aı ' A4 , As değerleri 

?C' - 2n' - 3784.<' + 113792.<+ 172032 = 0 
poJinom denkleminin kökleridir. Aşağıda 6x6 ve 30x30 arasındaki bazı sihirli ya da 
yarı-sihirli kare matrislerin öz değerleri ve rankları verilmektedir. Aü. Aı, .. . , A9 ile 
gösterdiğimiz ve makaleye koyamadığı mız kare matrisler birinci yazardan temin 
edi lebilir. 

6x6 (,=111) 

32 33 4 35 6 

30 8 27 28 1 i 7 

13 23 22 21 14 18 
Ao= 

24 17 16 15 20 19 

12 26 Lo 9 29 25 

31 5 3 34 2 26 

Ao ile gösterdiğ i miz bu matrisin rank ı 6 dı r. Öz değerleri : Il I, 17,263998, 
• 

9,508564± 846467i, 7,808808, -6,055679 dir. Ayrıca, İz (A" )=5= r.<, = III diL 
;=1 

7x7 (,=175) 
rank(A,)=7, Öz değerleri 175; ±56,48483; ±31,08816; ±25,39667 

t3 



Fikri AKDENİZ - Asuman Seda TÜRKMEN 
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iixii (,=671), 
ran k(Aı)= II , Özdeğerleri : i. 671 2. - 214,74, 3. 214,74,4. 111,90, 

5. - 111.90 6. 80.05 
·80,05, 8. - 66,51,9.66,51, LO. - 61,12 , ii. 61,12 

12xl2 (,-870), 
rank(A)=3, sıfırdan farklı öz değerleri: 870 , - 143,5 143,5 

14xl4 (,=1379), 

: ::: 

rank(A,)=6 , sıfırdan farklı öz değerleri: 1379, - 142,0795 , 86,60846·50,92i , 
86,60846+50,92i, - 26,91910, ·4,218317. 

16xl6 (,=2056), 
rank( A ~ )= 3, s ı fırdan fark lı öz değerler: 

i. 2056, 2. 295,03, 3. - 295,03 
Franklin'in 16xl6 sihi rli karesi için rank(A s)=3 ve öz değerleri 2056, -174,8513, 

46,85 ı 3 ıür. As + nın satır ve sütunlarının toplamları 1/2056 dır. 

18x18 (,=2925), 
rank(A,)=6, sıfırdan farkl ı öz değerler i: i. 2925, 2. - 320,6437, 3. i 74,7866·82,62i, 

4. i 74,7866+82,62i, 5. - 23,52472, 6. - 5,404836 

22x22 (,=5335), 
rank(A7)=6, sıfırdan farklı öz değerleri: i. 5335, 2. - 572,7669, 

3. 30 i ,5333· i 05,36i, 4. 301,5333+ i 05,36i, 5. - 23,84709, 6. - 6,452643 

26x26 (,=8801), 
rank(A.) =6, sıfırdan farklı öz değerleri: i. 8801, 2. - 908,85, 3. 470,76·96,74i, 
4. 470,76+96,74i, 5. - 25,27, 6. - 7,40 

30x30(,=13515), 
rank(A9)=6, sıfırdan fark lı öz değerleri : i. 13515, 2. - 13336,80, 3. 787,67, 

4. 584,61,5. - 27, 19, 6. - 8,29 

Görüldüğü gib i nxn tipinde yarı-sihirli ya da sihirli kare matrislerde pozitif tam sayı 

olan en büyük öz değer sihi rl i sabit s ye eşit; (2n+ l)x(2n+ l) n= I,2,3,.;; tipinde yarı
sihirli ya da sihirli kare matrislerde diğer öz değerler a ± ifj ya da - r ± 8 i, ± ç 

2~+ 1 

biçiminde ve toplamları sıfı rdır. Yani LLL; = O dır. O halde Teorem i ve Teorem 2 
;=2 

nin değerlendirilmesiyle aşağı dak i teoremi ifade edebiliri z. 

Teorem 3. A nxn tipinde singüler (ya da singüler olmayan) bir yarı-sihirli veya sihirli 
kare matris olsun . Sihirli sabit s olmak üzere A nın pozitiftam sayı olan en büyük öz 
değeri sihirli sabite eşittir. 
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Sihirli Kare Ma'rlslcrin Ô'L De~rlerinin incelenmesi ve Moorc-Penrose İnversi 

Ayrıca kaynaklarda verilen 2nx2 n tip inde n=2,3,4, ... 15 yarı-s ihirli ya da si h irli 
matris lerde rank(.)~6 olduğu görülmü ştür. Bu açık problemi n incelenmesi okuyucuya 
b ı rakılm ı ştır. 
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Some Remarks on the Eigenvalues of the Magic 
Matrices and Moore-Penrose Inverse 

ABSTRACT 

LLL rhis paper \Ve eonsider SQıııe ılXıı ıııagic or semi-magic (rea/) 
sqııare ıııalriees. We also examiııe ıhe eigeııvalııes and ıhe Moore
Pe/ırose iııverses of sil/gıı/ar ıııagic sqııare ıııarrices. 

Key Words: Eigenvalııe. Magie eoııstaııl, Magic square, Moore
Pef/rose if/verse. Semi- magie square. 
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