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OZET

Bu ¢alismada olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestivimi
igin, bant genisligi se¢iminde kullamilan “en kiigiik kareler ¢apraz
gegerlilik”, “yanli gapraz gegerlilik”, “diizlestirilmis bootstrap” ve
“plug-in"" yontemleri hakkinda bilgi verilmis. yapilan wygulama ile
simetrik  ve  simetrik olmayan  dagilimlardan  alnan  farkh
hiiyiikliiklerdeki ~ drneklemlerde dort  yontem ile bant genigligi
degerleri elde edilmiy, optimal bant  genisligi  degeri ile
karstlastirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cekirdek (kernel) kestirimi, bant genigligi, en
kiigiik kareler ¢apraz gegerlilik, yanh g¢apraz
gegerlilik, diizlestirilmiy bootstrap, plug-in.

1. GIRIS

Uygulamal istatistikte giincelligini koruyan en 6nemli konulardan biri, olastlik
yogunluk fonksiyonunun kestirimidir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun kestirimi igin
kullanilan parametrik olmayan yontemlerden biri olan ve ilk kez 1956 yilinda Rosenblatt
tarafindan ortaya konulan “gekirdek kestirim yontemi”, tlizerinde en g¢ok c¢aligilan
yontemlerden biri olup, sahip oldugu ozellikler bakimdan matematiksel olarak
digerlerinden daha iyi gelistirilmigtir.

X1 ,Xs,...X, bilinmeyen bir olasilik yogunluk fonksiyonu f ’den alinan rasgele bir
orneklem olmak tizere, herhangi bir x noktasi i¢in elde edilen ¢ekirdek kestiricisi,

f(x,h)=li%K[";XiJ (1)

n g

biciminde verilmektedir. Burada K; JK(u)du =1 kosulunu saglayan g¢ekirdek (kernel)

fonksiyonu, h; pencere genisligi ve bant genigligi adlarini da alan dizlestirme
parametresi, f(x,h); Xi,....X, gozlem degerlerine bagh oldugu igin bir raslanti
degiskenidir.
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Olasilik  yogunluk  fonksiyonunun  ¢ekirdek  kestiriminde,  gekirdek
fonksiyonunun segimi, bant genisliginin se¢imi kadar 6nemli olmayip, hesaplama
kolayhgi ve tiirevlenebilme oOzelliklerine gore yapilmaktadir. Cekirdek kestiriminde
bant genigliginin segiminin 6nemli bir yeri vardir. Yapilan arastirmalar, bant genisligi
degerindeki kugiik bir degisikligin, kestirimler tizerinde biiyiik degisiklikler meydana
getirdigini gostermistir,

Cekirdek kestiricisinin performansini  degerlendirmek igin gesitli Olgiitler
iizerinde durulmustur. Bunlardan en yaygin olarak kullanilanlari ilk kez Rosenblatt
tarafindan Onerilen toplanmig hata kareler ortalamasi (THKO) ve asimtotik toplanmig
hata kareler ortalamasi (ATHKO)'dir (Rosenblatt,1956).

Olasilik yogunluk fonksiyonunun gekirdek kestiricisine iligkin THKO,
THKO(h) = jE[f(x,h)— f(x )}2 dx (2)

ve daha acik olarak,

THKO(h)=(nh)“'_[K(u)3du+%h**{ juzK(u)du} jf"(x)de+o{(nh)-'+h4} (3)

]

=2 P . :
bigimindedir. Burada u :x—ﬁ%’dm Asimtotik toplanmig hata kareler ortalamasi

(ATHKO), Esitlik 3’den yararlanilarak agagidaki bigimde yazilabilir:

oo

oo 2 )
ATHKO (h) = (nh)~ jK(u)ZdU +%h4[ juZK(u)du] If"(dex (4)

THKO ve ATHKO ifadelerini minimum yapan h degeri, optimal bant
genisligidir. THKO ve ATHKO ifadelerini minimum yapan bant genislikleri asagida
verilmistir:

bt 0]

ko EH:(K)"M{IK(U)zdu} {Jf”(x)ldx} n-1s (5)
‘: 115 ": 175
B ariko = Hz(K)'zfﬁ{JK(U)zdu} {If”(x)zdx} n-l/s (6)

Burada Mz(K)=IU3K(u)du *dir. Esitlik 5 ve 6’de verilen ifadelerde gortldugii

gibi optimal bant genisligi, bilinmeyen olasilik yogunluk fonksiyonunun ikinci
mertebeden tiirevinin karesinin integraline baglt olup, bu esitliklerden elde edilemez.
Bu nedenle bant genigligini elde etmek i¢in gesitli yontemler 6nerilmigtir. Ancak genel
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anlamda kabul gormiig bir yontem bulunmamaktadir. Literatiirde sik kargilagilan bazi
yontemler agagida verilmektedir.

En Kiiciik Kareler Capraz Gecgerlilik (CG) Yontemi

Bant genigligi seg¢iminde kullanilan yontemler arasinda, tzerinde en gok
caligilani, en kiigiik kareler g¢apraz-gegerlilik yontemidir. Bu yontem, 1982 yilinda
Rudemo ve 1984 yilinda Bowman tarafindan onerilmistir. En kugik kareler ¢apraz
gecerlilik fonksiyonu CG(h),

G = [foxhydx -2 F,(X,.h) (7)
n s

ile verilmektedir (Bowman,1984). Burada F_i(Xi,h), x; gozlemi digarida kalmak tzere
diger gozlem degerlerinden elde edilen gekirdek kestirimidir. Esitlik 7 ile verilen CG(h)
fonksiyonu, E J [f(x,h)~f(x)]z dx + j [f0] dx = THKO(h) - j[f(x)]2 dx ifadesinin
yansiz bir kestirimidir (Cao et.al., 1994). CG(h) fonksiyonunu minimum yapan bant
genigligi ayni zamanda THKO’sim1 da minimum yapan bant genigligidir. En kugik
kareler ¢apraz gegerlilik fonksiyonunu minimum yapan bant genisliginin segimi,
simiilasyon ¢aligmasi ile yapilmaktadir.

En kiiciik kareler capraz gegerlilik fonksiyonu, birden fazla minimuma sahip
olup, yapilan ¢aligmalar, CG(h) fonksiyonunu minimum yapan en buiyiik bant genisligi
degerinin, optimal bant genisligi degerine daha yakin oldugunu gostermigtir. Ayrica
CG(h) fonksiyonundan elde edilen bant genisliginin degiskenligi buyiiktiir (Wand and
Jones, 1995).

Yanh Capraz Gegerlilik (YCG) Yontemi

Scott ve Terrell (1987) tarafindan verilen yanli ¢apraz gegerlilik yonteminde,
performans kriteri olarak ATHKO kullamlmaktadir. Esitlik 4’te verilen ATHKO degeri

de THKO degeri gibi bilinmeyen bir nicelik olanj‘f"'(x)2 dx = R(f”) ifadesine baglidir.

Bunun igin dogal bir kestirici R(f”)’dir. Burada f , bir cekirdek kestiricisidir. Scott ve

Terrell bu kestiricinin asimtotik olarak yetersiz oldugunu, ATHKO ifadesinde f "nin
ikinci mertebeden tiirevinin karesinin integrali yerine, onun duzlestirilmis bir bi¢imi
olan,

I,f"(x,h)fdx = Iﬂf"(x,h)zdx —Tis IﬂK"(u)EdU

ifadesinin kullanilmasi ile elde edilen kestiricinin daha i1yi oldugunu belirtmisler ve bu
esitligi ATHKO ifadesinde yerine koyarak, yanlt ¢apraz gegerlilik fonksiyonunu,



17 X 1 L[ ,
YCG(h):E_{K(u)-du +Zh4u2(K)—:[of (x,h)2dx (8)

olarak elde etmislerdir. Bu fonksiyonu minimum yapan bant genigligi degeri simiilasyon
yoluyla secilir. Bu yontem, c¢apraz gecerlilik ve ileride bahsedilecek olan plug-in
yonteminin karigtmidir (Park and Marron, 1990).

GG ve YCG yontemlerinden hangisinin kullanilmasi gerektigine karar verme
problemi, verilen duruma bagl olabilir. Olasilik yogunluk fonksiyonu, olduk¢a garpik
bir dagilima sahip ise, CG yontemini kullanabiliriz. Diger yandan simetrik bir olasilik
yogunluk fonksiyonu kullanildiginda, YCG yontemi uygun gortilebilir (Hardle, 1991).

Diizlestirilmis Bootstrap (B) Yontemi

Bootstrap yontemi, ana Orneklemi kitle gibi kabul edip, ana Orneklemden
segileni yerine koyarak ¢ok sayida orneklemin g¢ekilmesi ve bu yeniden gekilen
orneklemlerin her birinden ilgili tahmin edicilerin hesaplanmasi esasina dayanmaktadir.
Esitlik 2 ile verilen toplanmig hata kareler ortalamasi, “yanin karesi” ve “varyans”
bilesenlerine ayrilabilmektedir. Bu ifadedeki varyans terimi, alisiimis bootstrap yontemi
ile kestirilebilirken, yan terimi kestirilemez. Bu sorunu gidermek amaciyla Taylor(1989)
ile Faraway ve Jhun (1990), “diizlestirilmis bootstrap yontemini” kullanmiglardir.

Faraway ve Jhun, bu yontem i¢in 6nce en kiiclik kareler ¢apraz gecerlilik yontemi
ile 6nsel bir bant genisligi “g” segip, bu bant genisligi kullanilarak elde edilen gekirdek
kestirimlerinden, bir algoritma ile bootstrap oOrneklemlerini  olugturmusglardir
(Silverman,1986). X|,X3,...X;, bir bootstrap 6rneklemi ve B, gekilen bootstrap
orneklemlerinin sayist olmak tizere, toplanmig hata kareler ortalamasinin bootstrap
kestirimi B(h),

B(h) = %jz::j[?i-(x.h)-?(x.g)fdx

bi¢cimindedir. Burada fi'(x.h) , 1. bootstrap oOrnekleminden elde edilen c¢ekirdek
kestirimi, f{x,g), orijinal érneklem igin gekirdek kestirimidir. B(h)’y1 minimum yapan
h bant genisligi degeri simiilasyon ile elde edilmektedir (Faraway and Jhun,1990).

Taylor (1989), h=g alindiginda ve Gaussian ¢ekirdek fonksiyonu kullamldiginda
yeniden orneklem segimine gerek kalmadigini belirtmis ve THKO’min bootstrap
kestirimini asagidaki gibi elde etmistir:

B(h)—m{z p{ (X, - X)} TZ { (X, m}hfz p{ }”J_J (9)

Esitlik 9’dan gortildigi gibi bu ifade yalniz gozlem degerlerine baglidir. Bu fonksiyonu
minimum yapan h bant genigli§i simiilasyon yoluyla bulunur (Taylor, 1989). Cogu
zaman, kiiciik orneklemlerde bootstrap fonksiyonu birden fazla minimuma sahip

20



Bant Genigligi Se¢iminde Kullamlan Yéntemlerin Simetrik ve Simetrik Olmayan Dagihmlarda

olabilir. Bu nedenle, diizlestirilmis bootstrap yonteminin, 6rneklem hacmi 100’den
buyiik oldugu durumlarda kullanilmasi 6nerilmektedir,

Plug-in Yontemi

Plug-in bant genigligi segicileri, asimtotik olarak optimal bant genigligi igin
verilen formiilde ortaya ¢ikan bilinmeyen nicelikler yerine, tirev fonksiyonellerinin
(v, =E{f )(x)}) kestirimlerinin devreye sokulmasi fikrine dayanir.y, fonksiyonelinin

cekirdek kestiricisi \p, i¢in genel ifade,

¥.(@=n") foX, 0 =n2Y YL'X, -X,) (10)
i=l

i=l j=I

g g
K’dan farkh bir ¢ekirdek fonksiyonu ve g; h’dan farkli bir bant genisligidir. L, r tireve
sahip k mertebeli (k=2,4,...) simetrik bir ¢ekirdek fonksiyonu olmak iizere, asimtotik
hata kareler ortalamasindan g bant genigligi asagidaki bigimde elde edilir:

X, -X
olarak verilmigtir (Wand and Jones, 1995). Burada L, =iL{ S J L; genellikle

' ’ Hir+k+l)
k! L™ (0) } -

S0 —[—uk(L)wmn

Esitlik 5°te, ikinci mertebeden ¢ekirdek fonksiyonu kullamldiginda (k=2 ve p,(L)=1
u,(L)=0,p,(L)#0) Jf"(x)zdx =R(f") ifadesinin wy,’e esit oldugu gorilir
(Cula, 1998). Bu durumda k= r= 2 olmak iizere ATHKO’ndan elde edilen bant genisligi,

15
R(L)
- 12
h Arhko {Nz(L)z‘ﬁn} (12)

bigiminde yazilabilir. , ’lin, ¢ekirdek kestiricisi Vr,(g) ile yer degistirmesi plug-in
yonteminin temelini olusturur (Wand and Jones, 1995). \,(g), Esitlik 12’de yerine

konularak, bant genisliginin plug-in kestiricisi h,,

1/5
~ R(L)
hy =4 ——————— 13
" {uz(uzwg)n} ()

olarak elde edilir. Park ve Marron (1990),V,(g) kestiricisi yerine Esitlik 10’daki
ifadede i# j igin toplam alarak asagidaki kestiriciyi elde etmiglerdir:

- _ 1 X'. -X;
"I;c;(g)”nzgs EZL{ z j]

i#]
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Sheather ve Jones (1991),\,(g) kestiricisi yerine Esitlik 10’daki ifadede i= j
durumunu da toplama ekleyerek agagidaki kestiriciyi elde etmiglerdir:

V() =— ZZL[X‘"XJJ

n?gd i3S g

Sheather ve Jones’un onerdigi kestiriciden elde edilen bant genisligi, Park ve
Marron’un 6nerdigi kestiriciden elde edilen bant genisliginden kuramsal olarak daha iyi
performansa sahip olup, degiskenligi daha azdir (Sheather and Jones, 1991).

Plug-in yontemi tamamen otomatik bir yontem degildir, ¢tinkii ﬁm , pilot bant
genisligi g’nin se¢imine baghdir. g’nin se¢iminin bir yolu, {,(g) nin kestirimi i¢in
AHKO-optimal bant genigligi formiiliine bagvurmaktir, Ayni ikinci mertebeden
cekirdek fonksiyonu L, \r,(g)’de kullanilirsa Esitlik 11°den, AHKO-optimal bant
genisligi,

—[ 2L (0) :lm
anko = L @L)yen

olarak elde edilir. Bununla birlikte, yukaridaki ifade, Fl,,, "daki gibi ayn1 kusura sahip
olup, , ile gosterilen bilinmeyen bir yogunluk fonksiyoneline baghdir. w, 'y1 diger
bir ¢ekirdek kestirimini kullanarak tahmin edebiliriz, fakat onun optimal bant genisligi
Wy e baglidir. Bu problem, Esitlik 11°den gorildugi gibi y, "nin kestirimi i¢in verilen
optimal bant genisligi, .., ye bagl oldugu i¢in ortadan kalkmayacaktir. Bu problemin
ustesinden gelmek igin aligitlmig bir strateji, bir y, fonksiyonelinin izl ve basit bir
yontem ile, ornegin standart bir dagilim kullanilarak, kestirilmesidir. Kuramsal
caligmalar fonksiyonel kestiriminin agama sayisinin “/”, en az 2 olarak alinmasin
desteklemekte olup, uygulamada bu deger yaygin olarak kullanilmaktadir. / *nin sayisi
arttikga bant genisligi segicisi daha az yanli olmakta, ancak segicinin degiskenligi
artmaktadir.

Plug-in yonteminin genelde, temel yogunluk fonksiyonu yeterince diizgiin
oldugunda en etkili, fakat yeterli diizgiinlik olmadiginda daha az giiglii oldugu gortliir,
Loader (1999)1n yaptigi ¢aligmada elde ettigi bulgular, plug-in yontemlerini g¢esitli
agilardan degerlendirir. Ilk olarak, plug-in yontemleri, pilot bant genisliklerinin keyfi
segimine baghdir ve bu segim yanhs oldugunda basarisiz olur. Ikinci olarak, iizerinde
stk¢a durulan gapraz gegerlilik yonteminin, kestirimleri az diizlestirilmig olarak vermesi,
bant genisligi segiminin belirsizligini yansitir: plug-in yontemleri bu belirsizligi zor
problemler verildiginde kestirimleri ¢ok diizlestirerek ve énemli 6zellikleri goz ardi
ederek yansitir (Loader, 1999).
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2. BANT GENISLIGI SECIM YONTEMLERININ KARSILASTIRILMASI

Bant genisligi se¢im yontemlerini kargilagtirmak icin bir yaklasim, yakinsama
hiz1 kavraminin kullanilmasidir. Bu kavram, érneklem hacmi artarken kestiricinin hedef
degerine ne kadar hizli yaklagtigim gostermektedir ve gesitli kestiricileri kargilagtirmak
igin ¢ok yararl olabilir. Yakinsama hizi asimtotik bir kavramdir ve asimtotik ifadeler
biiyiik orneklem genislikleri i¢in gegerlidir. Bu nedenle, bu kavram kiigiik 6rneklem
hacimleri ile yapilan uygulamalarda yeterli olmamaktadir. Kigiik 6rneklemler igin
karsilastirmalar benzetim ¢aligmalarina gore yapilmaktadir.

CG ve YCG yontemleri, olduk¢a zayif kosullar altinda optimuma yakinsama
ozelligine sahiptir (Wand and Jones, 1995). Ayrica CG yontemi, buyiik orneklem
degiskenligine sahip oldugu igin, ¢ogu benzetim c¢alimalarinda ve gergek veri
orneklerinde bu yontemin performansinin hayal kirkligina ugratict oldugu ortaya
ctkmigtir. Yapilan galismalar YCG yonteminden elde edilen bant genisliginin, CG
yonteminden elde edilen bant genigliginden daha buyuk deger aldigini gostermistir.
Ancak, Scott ve Terrell’e gére YCG yonteminden elde edilen bant genisliginin gekici
tarafi, CG yontemine gore asimtotik varyansinin daha diigiik olmasidir ki, bu durumda
YCG yonteminden elde edilen bant genigliginin daha kararli oldugu soylenebilir. Bunun
yani sira, CG ve YCG fonksiyonlari birden fazla yerel minimuma sahip olabilir.
Yapilan ¢aligmalar bu durumda en buytik yerel minimuma sahip olan bant genigliginin
alinmasinin uygun oldugunu ortaya koymustur. Ciinkii en biiytik yerel minimumu veren
h bant genisligi degeri, THKO’dan elde edilen optimal bant genisligine en yakin
olanidir (Wand and Jones, 1995).

Diizlestirilmis bootstrap yontemi, buyiik orneklem genislikleri i¢in, ¢ogu
dagilimda g¢apraz gegerlilik yonteminden daha iyi isler. Diizlestirilmis bootstrap
yontemi genelde, ¢apraz gegerlilikten daha biiyiik bir bant genisligi seger, ancak bu bant
genisliginin degiskenligi daha azdir. Degigkenligin daha az olmasi, bu yontemin CG
yonteminden daha tustiin oldugunu gostermektedir. Ancak bootstrap yonteminin, CG
yontemine gore dezavantaji, hesaplama maliyetinin yiiksek, iglemlerinin zaman alici
olmasidir (Taylor, 1989; Faraway and Jhun ,1990).

Diizlestirilmig bootstrap ve plug-in yontemleri, CG ve YCG yontemlerinden
daha hizli olarak optimuma yakinsama ¢zelligine sahiptirler. Ayrica, plug-in
yonteminden elde edilen bant genisligi segicilerinin degiskenligi, CG ve YCG
yontemlerinden elde edilen bant genisliklerininkinden daha azdir. Bu nedenle, bu bant
genisligi, yeterince biiyiik érneklemler i¢in her zaman tstiindur.

Plug-in yontemini onerenler, klasik yaklagimlara elestiride bulunmuslardir.
Ornegin, Park ve Marron (1990), ¢ogu benzetim ¢aliymasinda ve gergek veri
orneklerinde, en kiigiik kareler gapraz gegerlilik yonteminin performansinin hayal
kirkligina ugratict oldugunu, en kiigiik kareler gapraz gegerlilik yonteminden elde
edilen bant genisliginin degiskenliginin biiyiik olmasindan dolayi, bant genigliginin
se¢imi i¢in yeni arayiglara yonelmeler oldugunu ve bunlarin iginde en ¢ok tutulanlarinin
plug-in ve yanh gapraz gegerlilik yontemleri oldugunu belirtmiglerdir. Loader (1999),
plug-in yonteminin, pilot kestirimlerin belirlenmesi sirasinda, gerekli bant genisligi
hakkinda etkili olarak ©nemli varsayimlar yaptigini ve bu bilgi yanlis oldugunda
basarisizhiga ugradigini, bu yontemin bilgilerinin ¢ogunu yitksek mertebeden pilot
kestirimlerin kullanimi1 sayesinde veriden elde ettigini, eger klasik yaklagimlarin,
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yuksek mertebeden fonksiyonlari incelemesine izin verilirse, daha iyi kestirimler
bulunabilecegini ve plug-in yontemlerinin daha iyi yakinsama hizlan gostererek
asimtotik analiz ile kurtanilamayacagim belirtmistir.

3. UYGULAMA

Cekirdek kestirim yontemi, olasihik yogunluk fonksiyonunun kestirimi igin
verilen parametrik olmayan yontemlerden biri olup, Orneklemin alindigi kitlenin
dagihminin bilinmedigi durumda kullanilmaktadir.

Toktamig et.al. (1999) tarafindan yapilan galigmada, en kiigiik kareler gapraz
gegerlilik, yanli g¢apraz gegerlilik, dizlestirilmis bootstrap yontemleri incelenmis;
simetrik dagilimlardan alinan orneklemler igin en kiigiik kareler ¢apraz gegerlilik
yonteminin digerlerine gére daha iyi sonug verdigi, simetrik olmayan dagilimlardan
alinan orneklemler igin de yanh g¢apraz gegerlilik yonteminin digerlerine gore daha iyi
sonug verdigi gorilmastir.

Bu ¢aligmada, en kigiik kareler ¢apraz gegerlilik, yanh c¢apraz gegerlilik,
dizlestirilmis bootstrap yontemlerine plug-in yontemi de eklenmig, bu yontemlerden
elde edilen bant genisliklerinin, optimal bant genisligi degerine ne kadar yakin oldugu
arastirilmistir.

Bu iglemler igin oncelikle, SPSS paket programu kullanilarak, simetrik ve
simetrik olmayan dagilimlardan 50, 100, 250 ve 500 birimden olugan orneklemler
secilmistir. 50, 100 ve 250 birimlik 6rneklemler i¢in 100’er, 500 birimlik 6rneklemler
i¢in 50’ser tekrar yapilmistir. Orneklemlerin gekildigi simetrik dagihmlar, “N(50,4)
normal dagilim”, “N(0,1) normal dagilim” ile parametreleri “a=3,B=1 olan gamma
dagihmi”; simetrik olmayan dagilimlar, parametreleri “o0.=2,B=1 olan gamma
dagilimi”, “parametresi A=1 olan iistel dagilim” ve parametreleri “k=3, o.=2 olan
pareto dagilimi”dir. En kugiik kareler ¢apraz gegerlilik, yanli c¢apraz gegerlilik,
diizlestirilmis bootstrap yontemleri i¢in bant genigligi degerleri, Toktamig et.al. (1999)
tarafindan yapilan caligmadaki bilgisayar programlar kullanilarak elde edilmistir.
Plug-in yontemi igin bant genisligi degeri elde edilirken, gekirdek fonksiyonu K=L,
fonksiyonel kestiriminin agama sayist 2 alinmug, ¢ekirdek kestiricisi olarak da Sheather
ile Jones tarafindan onerilen kestirici kullamlmigtir. Gokmen(2002) tarafindan
hazirlanan bilgisayar programlari yardimiyla plug-in bant genigligi degerleri elde
edilmistir. Her bir dagilim i¢in, dort yontem kullanilarak elde edilen bant genisgliklerinin
ortalama ve varyansi bulunmug, ortalama bant genisligi degeri, optimal bant genisligi
degeri ile karsilastirilmigtir. Elde edilen sonuglar simetrik ve simetrik olmayan
dagihmlar igin ayr ayri degerlendirilmigtir.

Simetrik Dagiimlar i¢in Uygulama Sonuglar

Normal dagilim

Ortalamas1 50 ve varyansi 4 olan normal dagilimdan 6rneklem biyiikliigi
50, 100, 250 ve 500 olan rasgele érneklemler alinmigtir. Cekirdek fonksiyonu standart
normal dagilim alinarak, capraz gegerlilik, yanh c¢apraz gegerlilik, diizlestirilmis
bootstrap ve plug-in yontemleri ile bant genigligi degerleri bulunmus ve sonuglar
Tablo 1'de sunulmustur.
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Bant Genisgligi Se¢ciminde Kullamlan Yéntemlerin Simetrik ve Simetrik Olmayan Daglimlarda
_ silagtirilmasi

Tablo 1. Normal dagihmdan alinan 6rneklemler igin dort yontem ile elde edilen bant
genigligi degerlerinin ortalama ve varyanslari

Orneklem . Bant Genigliklerinin Yontemler
Buyukliagi Opumgl B o Dagilimina Ait G YCG B P
g Genigligi ¢ ¢ LUG-IN
Ortalama 1,207000 | 1,095900 | 1,427475 | 0,939700
A ik Varyans 0,037588 | 0,066970 | 0,020523 | 0,019352
100 0.843773 Ortalama 1,048750 | 0,980500 | 1,079900 | 0,822100
Varyans 0,012256 | 0,028750 | 0,007662 | 0,010984
Ortalama 0,896341 | 0,891600 | 0,828200 | 0,695000
250 0,702486
Varyans 0,004649 | 0,004951 | 0,002146 | 0,004007
Ortalama - 0,853600 | 0,690800 | 0,601600
61154
&0 il Varyans - 0,001399 | 0,001261 | 0,001928

Tiim 6rneklem biiyiikliiklerinde plug-in yéntemi optimal h degerine daha yakin
sonu¢ vermis, Orneklem buyiklugi 500 durumu harig, tim 6rneklem buyiikliklerinde
plug-in yonteminden elde edilen bant genigligi segicilerinin varyansi digerlerine gore
daha kiigiik elde edilmistir. Orneklem biyiikligia 500 igin diizlestirilmis bootstrap
yonteminden elde edilen bant genigligi segicilerinin varyansinin digerlerine gore daha
kigiik oldugu goriilmiigtiir.

Standart normal dagihim

Standart normal dagilimdan 6rneklem buyiklagi 50, 100, 250 ve 500 olan
orneklemler alinmigtir. Cekirdek fonksiyonu standart normal dagilim alinarak, yanh
capraz gecerlilik, dizlestirilmis bootstrap ve plug-in yontemleri ile bant genisligi
degerleri bulunmusg, c¢apraz gegerlilik yontemi ile bant genigligi degeri elde
edilememistir. Sonuglar Tablo 2’de sunulmustur.

Tablo 2. Standart normal dagilimdan alinan 6rneklemler igin {i¢ yontem ile elde edilen
bant genigligi degerlerinin ortalama ve varyanslari

Orneklem Optimal Bant | Bant Genigliklerinin Yontemler
Biiyiikliigii Genisligi Dagilimina Ait YCG B PLUG-IN
944 ,465800
o | o T omeri Ta o2 oo0ser
‘ 3 ,582222 | 0,412300
e i %’:?:/Z:: 3,332‘;03 g,gg§526 0,002408
Ortal 0,935068 | 0,574464 | 0,344300
i GetisIo! V;?yj:: 0,004373 | 0,001287 | 0,001009
Ortal 0,942000 | 0,582195 | 0,305000
p 0240081 Vraryji?: 0,002039 | 0,001143 | 0,000323

Tim orneklem biiytikliklerinde plug-in yonteminin optimal h degerine daha
yakin sonug verdigi ve drneklem buytikligi 50 durumu harig¢ diger durumlarda plug-in
yonteminden elde edilen bant genisligi segicilerinin varyansinin digerlerine gore daha
kigtk oldugu gorilmisgtiir. n=50 durumunda diizlegtirilmis bootstrap yonteminden elde
edilen bant genigligi segicilerinin varyansi digerlerine gore daha kugiiktir. Plug-in
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yonteminden sonra, optimal bant genigligine en yakin deger, diizlestirilmis bootstrap
yonteminden elde edilmistir. Tim 6rneklem biiytikliklerinde, yanli ¢apraz gegerlilik
yonteminden elde edilen bant genislikleri, hem optimal degerden uzak sonuglar vermis,
hem de varyansi biyiik bulunmustur,

Gamma dagihmi

oo=3,=1 parametreli gamma dagihmindan (yaklagik olarak simetrik)
orneklem biyiikligu 50, 100, 250 ve 500 olan orneklemler alinmistir. Cekirdek
fonksiyonu standart normal dagilim alinarak, ¢apraz gegerlilik, yanl ¢apraz gegerlilik,
duzlestirilmig bootstrap ve plug-in yontemleri ile bant genigligi degerleri bulunmus,
orneklem biyiklugi 250 ve 500 igin gapraz gegerlilik yonteminden bant genigligi
degeri elde edilememistir. Sonuglar Tablo 3’te sunulmugtur.

Tablo 3. Gamma dagihmindan (simetrik) alinan o6meklemler igin dért yontem
ile elde edilen bant genigligi degerlerinin ortalama ve varyanslari

Orneklem | Optimal Bant | Bant Genigliklerinin Yontemler
Biiviiklagu Genigligi Dagilimina Ait CG YCG B PLUG-IN
Ortalama 0,921875 | 0,886700 | 1,176750 | 0,690000
= i Varyans 0,014415 | 0,018471 | 0,047088 | 0,009604

5873
100 0.432538 Ortalama 0,804091 | 0,842400 | 0,864100 | 0,587300
Varyans 0,002892 | 0,006170 | 0,020428 | 0,002755
Ortalama B 0,819200 | 0,607000 | 0,469300
230 0300111 Varyans - 0,000668 | 0,001906 | 0,001237
Ortalama - 0,794800 | 0,499200 | 0,319400
3 8

=0 0.313423 Varyans - 0,000087 | 0,000354 | 0,002087

Tiim ©rneklem biiyiikliiklerinde plug-in yonteminin optimale yakin sonug
verdigi, n= 50 ve 100 igin plug-in yonteminden, n= 250 ve 500 i¢in YCG yodnteminden
elde edilen bant genisligi segicilerinin varyansinin daha kiigiikk oldugu goriilmiigtiir,
CG ile YCG yontemi kargilagtinldiginda, CG yonteminden elde edilen bant genigligi
segicilerinin varyansi daha kigiiktiir. n=250 ve 500 i¢in YCG yonteminden elde edilen
bant genisligi degeri, diizlestirilmig bootstrap yonteminden elde edilenden daha biyiik
olup, optimalden uzak sonuglar vermistir Ancak YCG yonteminden elde edilen bant
genisligi segicilerinin varyans: daha kiigiiktiir.

Simetrik Olmayan Dagilimlar i¢in Uygulama Sonuglar
Gamma dagilimi

o =2,3 =1 parametreleri ile gamma dagilhmindan 6rneklem biyiikluga 50, 100,
250 ve 500 olan orneklemler alinmigtir. Cekirdek fonksiyonu standart normal dagilim
alinarak, gapraz gegerlilik, yanh capraz gegerlilik, diizlestirilmis bootstrap ve plug-in
yontemleri ile bant genisligi degerleri bulunmus, 6rneklem buyukligia 100, 250 ve 500
igin capraz gegerlilik yonteminden bant genisligi degeri elde edilememistir. Sonuglar
Tablo 4’te sunulmugtur.
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Bant Genigligi Se¢iminde Kullanilan Yontemlerin Simetrik ve Simetrik Olmayan Dagilimlarda

Kargilagtirilmas:

Tablo 4. Gamma dagihmindan (simetrik olmavan) alinan 6rneklemler i¢in dort vontem
ile elde edilen bant genigligi degerlerinin ortalama ve varyanslan

Orneklem | Optimal Bant | Bant Genigliklerinin Yontemler

Biiyiikliigii Genigligi Dagilimina Ait CG YCG B PLUG-IN
50 0.339585 Ortalama 0,780000 | 0,857900 | 0,932346 | 0,522500
i Varyans 0,005155 | 0,011487 | 0,035236 | 0,005722
Ortalama - 0,822000 | 0,679700 | 0,431600

100 0,295626
Varyans - 0,001875 | 0,011649 | 0,001583
Ortalama - 0,807400 | 0,533300 | 0,334700

250 0,246124
Varyans . 0,000217 | 0,000641 | 0,000603
Ortalama - 0,804200 | 0,504800 | 0,281800

500 0,214264
i Varyans - 0,000106 | 0,000140 | 0,000293

Tum Orneklem biiytkliiklerinde plug-in yonteminin optimal degere yakin sonug
verdigi, n= 50 i¢in CG ve plug-in yonteminden, n= 100 igin plug-in yonteminden,
n= 250 ve 500 i¢in YCG yonteminden elde edilen bant genisligi segicilerinin
varyansinin daha kiigiik oldugu sonucuna ulagilmigtir. Orneklem biiyiikliigiiniin 50°den
buyik oldugu durumlarda YCG yonteminden elde edilen bant genisligi degerlerinin
optimal h degerinden ¢ok uzak sonuglar verdigi gortilmiigtir,

Ustel dagihm

A =1 parametreli iistel dagilimdan 6rneklem biiyiikligi 50, 100, 250 ve 500
olan orneklemler alinmigtir. Cekirdek fonksiyonu standart normal dagilim alinarak,
yanh gapraz gegerlilik, diizlestirilmig bootstrap ve plug-in yontemleri ile bant genisligi
degerleri bulunmus, ¢apraz gecerlilik yonteminden bant genisligi elde edilememistir.
Sonuglar Tablo 5’te sunulmugtur.

Tablo 5. Ustel dagihmdan alman 6rneklemler igin {i¢ yontem ile elde edilen bant
genigligi degerlerinin ortalama ve varyanslari

Orneklem | Optimal Bant | Bant Genisliklerinin Y ontemler
Biiviikligii Genigligi Dagilimina Ait YCG B PLUG-IN
3
o | oames R T S [oseie
1,041892 | 0,686000 |0,
e ik %ﬂif: 0:054234 0,017760 g‘g?}g;gg
000952 | 0,616000 |0,
e 0283010 %::;Z:: :),322359 0,003827 g(;(—;()ﬁ?g‘?
| swme |—TRER e e Ton

Tim orneklem biiyiikliklerinde plug-in yonteminin optimal degere yakin sonug
verdigi ve bu yontemden elde edilen bant genigligi segicilerinin varyansinin
digerlerinden daha kugiik oldugu, YCG yénteminden elde edilen bant genisliklerinin
optimalden ¢ok uzak degerler verdigi, diizlestirilmig bootstrap yonteminden elde edilen
bant genigliklerinin YCG yonteminden elde edilenlerden daha kiigiik oldugu
gorilmistir.
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Oniz TOKTAMIS

Pareto dagilim

o =3,k =2 parametreli pareto dagilimindan 6rneklem biyukliga 50, 100, 250

ve 500 olan orneklemler alinmigtir. Cekirdek fonksiyonu standart normal dagilim
alinarak, yanh capraz gegerlilik, diizlestirilmis bootstrap ve plug-in yontemleri ile bant
genigligi degerleri bulunmug, érneklem biiyiikliigii n=50, 100 ile 250 i¢in diizlestirilmis
bootstrap yontemi ve tiim Orneklem biiyiikliikleri i¢in capraz gegerlilik yonteminden
bant genigligi degeri elde edilememistir. Sonuglar Tablo 6’da sunulmugtur.

Tablo 6. Pareto dagilimindan alinan érneklemler igin ii¢ yontem ile elde edilen bant

genigligi degerlerinin ortalama ve varyanslari

Orneklem | Optimal Bant | Bant Genigliklerinin Yontemler

Biviikligii Genigligi Dagilimina Ait YCG B PLUG-IN
TR ) e ot e
o[ o |—omm Loer—Jono
R T e B
w0 | o |k Lo R

YCG yonteminden elde edilen bant genigliklerinin plug-in yontemi ile elde
edilenden daha biiyiik oldugu, n=500 i¢in diizlestirilmis bootstrap yonteminden elde
edilen bant genigliginin YCG yontemi ile elde edilenden daha kiigiik oldugu
saptanmugtir. Tiim 6rneklem buytikliklerinde plug-in yonteminin YCG yontemine gore
optimale yakin sonug verdigi, fakat optimalden yine de ¢ok uzak oldugu gorilmigtir.
Plug-in yonteminden elde edilen bant genisligi segicilerinin varyansinin, YCG
yonteminden elde edilen bant genigligi secicilerinin varyansina gore daha kiigiik oldugu
da elde edilen sonuglar arasindadir.

4. SONUC

Bant genisliinin segimi i¢in verilen dort yontem karsilagtinildiginda tiim
drneklem biiyiikliiklerinde, simetrik ve simetrik olmayan dagilimlardan alinan tiim
drneklemlerde plug-in yonteminin, optimal bant genisligine en yakin sonuglari verdigi
gorilmigtir.
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Comparison Of Bandwidth Selection Methods For
Symmetric And Asymmetric Distributions

ABSTRACT

In this study, the information about “least squares cross
validation”, “biased cross validation”, “smoothed bootstrap” and
“plug-in” methods which are used in the bandwidth selection for
kernel estimation of probability density function was given and doing
an application, in samples with different sample sizes, obtained from
symmetric and asymmetric distributions, the bandwidth values were
calculated using these four methods and compared with optimal
bandwidth value.
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