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ÖZET 

Bıı çalışmada o/milık yogım/ı/k fonksiyonunun çekirdek ke~'ıi/'imi 
için, banl genişligı seçiminde kullamfan "en küçük kareler çapraz 
geçerlilik ". "yanIı çapraz geçerlilik ", "düz/eşlirilmiş boo(sırap" ve 
"plııg-in ,. yönıemleri hakkmda bilgi verilmiş, yapılan uygıı/ama ilc 
simelrik ve simeırik olmayan dagilm,lardan alman farklı 

biiyiikfiiklerdeki örnek/emlerde dört yön/em ile banl genişlllti 
degerlcri elde edilmiş. optima! banl genişligi degeri ile 
karşılaşfırılmış/ır. 

Aııahlar Kelimeler: Çekirdek (kernel) kestirimi, banl genişligi, en 
kiiçiik kare/er çapraz geçerlilik. yanlı çapraz 
geçerlilik. düzleştirilmiş boorstrap. plug-in. 

Uygulamalı istati stikte güncell i ği ni koruyan en önemli konulardan biri, olasılık 

yoğunluk fonksiyonunun kest irimidir. Olasılık yoğunluk fonksiyonu nun kestirimi için 
kullanılan parametrik olmayan yöntemlerden biri olan ve ilk kez 1956 yılında Rosenblatt 
tarafından o rtaya konulan "çekirdek kestirim yöntemi", üzerinde en çok çalış ıl an 
yöntemlerden biri olup, sahip olduğu özellikler bakımdan matematiksel olarak 
diğerlerinden daha iyi ge liştirilmiştir. 

X ı ,Xı, ... Xıı bilinmeyen bir olasılık yoğunluk fonksiyonu f'den alınan rasgele bir 
örnek lem olmak üzere, herhangi bi r x noktası için elde edil en çekirdek kestiricisi , 

(1 ) 

-
biçiminde verilmektedir. Burada K; f K(u)du = 1 koşulunu sağl ayan çeki rdek (kernel) 

fonksiyo nu, h; pencere geni ş liği ve bant genişliği adl arını da alan düzleştirme 

paramet res i, f(x, h); X1, ... ,Xn gözlem değerlerine bağlı olduğu ıçın bir ras lanıı 

deği şken i dir. 
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Olası l ık yoğunluk fonksiyonunu n çekirdek kestiriminde, çekirdek 
fonksiyonunun seçimi, bant genişliğinin seçimi kadar önemli olmayıp, hesaplama 
kolaylığı ve türevlenebilme özelliklerine göre yapılmaktadır. Çekirdek kestirim inde 
bant genişliğ i nin seçi minin öneml i bir yeri vardır. Yapıl an araştı rmalar, bant genişli ği 

değerindek i küçük bir deği şikliğin, kestirimler üzerinde büyük değişiklikler meydana 
get ird iğini göstermişt i r. 

Çekirdek kestiricisinin performansını değerlend irmek için çeşitli ölçütler 
üzeri nde duru l muştur. Bunlardan en yaygın olarak kullanı l anları ilk kez Rosenblatt 
tarafından önerilen toplanm ı ş hata kareler ortalaması (THKO) ve asimtotik toplanmış 
hata kareler ortalaması (ATHKO)'dır (Rosenblatt, 1956). 

O lasılık yoğunluk fonksiyonunun çeki rdek kestiricisine i lişkin THKO, 

(2) 

ve daha açık olarak, 

biçimindedir. Burada II = x - Xi 'di r. Asimtotik top lanmış 
h 

hata kareler orta laması 

(ATHKO), Eşit lik 3'den yararlanılarak aşağıdaki biçimde yazılabil ir: 

(4 ) 

THKO ve ATHKO ifadelerini mınımum yapan h değeri, optimal bant 
genişliğidi r. THKO ve ATHKO ifadelerini minimum yapan bant genişlikleri aşağı da 

verilmişti r : 

(5) 

(6) 

Burada ~ , (K)= f u' K(u)du ' dır. Eşitlik 5 ve 6'de veri len ifadelerde görüldüğü 

gibi optimal bant geniş l iği, bilinmeyen olasılık yoğunluk fonksiyonunun ikinci 
mertebeden türevinin karesinin integraline bağlı olup, bu eşitliklerden elde edilemez. 
Bu nedenle bant geni şl iğin i elde etmek için çeşitli yöntemler önerilmiştir. Ancak genel 
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anlamda kabul görmüş bir yöntem bulunmamaktadır. Li teratürde s ı k karşılaşıla n bazı 

yöntemler aşağı da verilmektedir. 

En Küçük Kareler Çapraz Geçerlilik (çG) Yöntemi 

Bant genişl iği seçiminde kull anı l an yöntemler arasında, üzerinde en çok 
çalışıl anı, en küçük kareler çapraz-geçerli li k yöntemidir. Bu yöntem, i 982 yılında 

Rudemo ve ı 984 yılında Bowman tarafı ndan önerilmişti r . En küçük kareJer çapraz 
geçerli lik fo nksiyonu ÇG(h), 

ÇG(h) = F(x, h)' dx - 3.:t (;lX" h) 
n '=1 

(7) 

ile verilmektedir (Bowman, 1984). Burada (X:, h) , Xi gözlemi dışarı da kalmak üzere 

diğer gözlem değerlerinden elde edilen çeki rdek kestirimidir. Eşitlik 7 ile veril en ÇG(h) 

fonksiyonu , Ef~(x,h) - f(x)j dx + f[f (x)]' dx = THKO(h) - f [f(X) ]' dx ifadesinin 

yan sız bir kestirimidir (Cao et.a!., 1994). ÇG(h) fonksiyonunu minimum yapan bant 
geni ş liği ay nı zamanda THKO'sml da minimum yapan bant geni şl iğidi r. En küçük 
kareler çapraz geçerli lik fonksiyonunu minimum yapan bant genişliğinin seçimi, 
simülasyon ça lı şması ile yap ıl maktadır. 

En küçük kareler çapraz geçerli li k fo nksiyo nu , birden fazla minimuma sahip 
olup, yapılan çalışmalar, ÇG(h) fonksiyonunu minimum yapan en büyük bant genişliği 
değerin i n , optimal bant genişliği değerine daha yakın olduğunu göstermiştir. Ayrıca 

ÇG(h) fonksiyonundan elde edi len bant genişliği n in deği şkenliği büyüktür (Wand and 
Jones. ı 995). 

Yanıt Çapraz Geçerlilik (VÇG) Yöntemi 

Scott ve Terreli (1987) tarafından veri len yanı ı çapraz geçerlilik yönteminde, 
performans kriteri o larak ATHKO kull anı lmaktadır. Eşitlik 4'te verilen ATHKO değeri 

de THKO değeri gibi bil inmeyen bir nicelik olan f f"'(x)2 dx = R(f") ifadesine bağlıd ı r. 

Bunun için doğal bir kestirici R(f··) 'dır. Burada f, bir çekirdek kesti ricisidi r. Scott ve 

Terrell bu kestiricinin asimtotik olarak yetersiz olduğunu, ATHKO ifadesinde f ' nin 
ikinci mertebeden türevinin karesin in integrali yerine, onun düzleştirilmiş bir biçimi 
olan, 

.. .. ı .. 
f i"-(x,h) ' dx = fhx,h) ' dx -- fK -(lI) ' du 

nh 5 
- .. 

ifadesinin kullanılması ile elde edilen kestiricin in daha iyi olduğunu belirt mişler ve bu 
eşitliğ i ATHKO ifadesinde yerine koyarak, yanıt çapraz geçerlil ik fonksiyonunu, 
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i - i --
YÇG(h) = - i K(u)' du + - h' ll, (K)' i f· (x, h) ' dx nh _ 4 __ 

:::::;::: 

(8) 

olarak elde etmişlerdir. Bu fonksiyonu minimum yapan bant genişliği değeri simülasyon 
yoluyla seçilir. Bu yöntem, çapraz geçerlilik ve ileride bahsedilecek o lan plug-in 
yöntemi ni n karışımıdır (Park and Marron, 1990). 

çG ve yçG yöntemlerinden hangisinin kullanılması gerektiğine karar verme 
problemi, verilen duruma bağlı olabilir. Olasılık yoğunluk fonksiyonu , oldukça çarpık 
bir dağılıma sah ip ise, çG yöntemini kullanabiliriz. Diğer yandan simetrik bir olasılık 

yoğunluk fonks iyonu kullanıldığında,YÇO yöntemi uygun görülebilir (HardIe, 1991). 

Düzleştil'ilmiş Bootstrap (B) Yöntemİ 

Bootstrap yöntemi, ana örneklemi kitle g ibi kabul edip, ana örneklernden 
seçileni yerine koyarak çok sayı da örneklernin çekilmesi ve bu yeniden çekilen 
örneklemlerin her birinden ilgili tahmin edicilerin hesap l anması esasına dayanmaktadır . 

Eşitlik 2 ile verilen toplanm ı ş hata kareler orta laması, "yanı n karesi" ve "varyans" 
bileşenlerine ayrılabilmekted i r. Bu ifadedeki varyans terimi, alışıtm ı ş bootstrap yöntemi 
ile kestirilebilirken, yan terimi kestirilemez. Bu sorunu gidermek amacıyla Taylor( 1989) 
ile Faraway ve Jhun (1990), "düzleştirilmiş bootstrap yöntemini" kullanmışlardır . 

Faraway ve Jhun, bu yöntem için önce en küçük kareler çapraz geçerlilik yöntemi 
ile önsel bir bant gen işl iği "g" seçip, bu bant genişliği ku ll anılarak elde edilen çekirdek 
kestirimlerinden, bir algoritma ile bootstrap örneklemlerini oluşturmuşl ardır 

(Silverman,1986). X ~, X ; , ... .x ~, bir booıstrap örneklemi ve B, çeki len bootsırap 

örneklemlerinin say ısı olmak üzere, toplanm ış hata kareler ortalamasının bootstrap 
kestirimi B(h), 

i " [. .]ı 
B(h) = - LI if: (x, h) - f(x,g)J dx 

B j=1 

. 
biçimindedir. Burada fi· Cx ,h), i. bootst rap örneklerninden elde edile n çekirdek 

kestirimi, f(x,g) , orij inal örneklem için çekirdek kestirimidir. B(h)'yı minimum yapan 

h bant genişliği değeri simülasyon ile elde edilmektedir (Faraway and Jhun, i 990). 

Taylor (1989), h=g alınd ı ğında ve Gaussİan çekirdek fonks iyonu kullanıldığında 
yeniden örneklem seçimine gerek kalmadığını beli rtmiş ve THKO'nın bootstrap 
kestirimini aşağıdak i gibi elde etmiştir : 

Eşitlik 9'dan görü ldüğü gibi bu ifade yalnız gözlem değerlerine bağlıdır. Bu fonksiyonu 
minimum yapan h bant geniş l iği simülasyon yoluyla bulunur (Taylor, i 989). çoğu 
zaman, küçük örnekle ınıerde bootstrap fonksiyonu birden faz la minimuma sahip 
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olabili r. Bu nedenle, düzleştiril miş bootstrap yönteminin, örneklem hacmi lDü 'den 
büyük olduğu durumlarda kullanı lması önerilmektedir. 

Plug-in Yöntemi 

Plug- in bant genişliği seçicileri, asimtotik olarak optimal bant genişliği için 
verilen formülde ortaya çı kan bilinmeyen nicelikler yerine, türev fonks iyonellerinin 
('V, =E {f(r}(x) }) kestirimleri nin devreye sokulması fik rine dayanır . 'V, fo nksiyonelinin 

çek irdek kest ir icis i 0/, için gene l ifade, 

( I O) 

olarak veri l miştir (Wand and Jones, 1995). Burada Lg =;L(Xı ~XJ J. L: gene llikle 

K' dan farklı bir çekirdek fonksiyonu ve g; h'dan farklı bir bant genişliğid i r. L, r türeve 
sahi p k mertebeli (k=2,4, ... ) simetrik bir çeki rdek fon ksiyonu olmak üzere, asiınıo ı ik 

hata kareler ortalamasından g bant gen i ş liğ i aşağıdaki biçimde elde edi li r: 

gAHKO = [ ] "" ... " k! V,)(O) 

- J.Lk(L)''V r+k n 
( i i) 

Eşitlik 5'te, ikinci mertebeden çeki rdek fonksiyonu ku llanıld ığında (k=2 ve llo(L) = 1 

-
~,(L)= 0' ~2(L)~0) ff -(x ) ' dx=R(f") ifadesinin 1jI;e eşit olduğu görülür 

(Cula, 1998). Bu durumda k= r= 2 olmak üzere ATHKO'ndao elde edilen bant genişliği, 

(I 2) 

biçiminde yazılabilir. 'V 4 ' ün , çekirdek kestiricisi ~4(g) il e yer değiştirmesi plug-in 

yöntemin in temelini oluştu rur (Wand and Jones, 1995). ~ 4 (g), Eşitlik ı 2' de yerine 

konularak, bant geni şl iğinin plug-in kestiricisi h PI ' 

h -{ R(L) }'" (13) 
,,- ~2(L) 'Ijt,(g) n 

olarak elde ed ili r. Park ve Marron ( I 990), ~ 4 (g) kestiricisi yerine Eşit lik ı O'daki 

ifadede i t:: j için toplam alarak aşağıdaki kestiriciy i elde etmiş l erdir: 
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Sheather ve Jones ( 1991), W 4 (g) kestiricisi yerine Eşitlik i O'daki ifadede i = j 

durumunu da toplama ekleyerek aşağı daki kestiriciy i elde etmişlerdir: 

Sheather ve Jones'un önerdiği kestiriciden elde edilen bant genişli ği, Park ve 
Marron'un önerdiği kestiriciden elde edilen bant genişliği nden kuramsalolarak daha iyi 
performansa sahip olup, deği şkenliği daha azd ı r (Sheather and Jones, 1991). 

Plug-in yöntemi tamamen otomatik bir yöntem değildir, çünkü ıl PI ' pilot bant 

genişliği g'n in seçimine bağlıdır. g' nin seçiminin bir yolu, W4(g) 'nin kest irimi iç in 

AHKO-opt imal bant genişliğ i formülüne başvurmakt ı r. Aynı ikinci mertebeden 
çek irdek fonksiyonu L, W 4 (g) 'de kullanılırsa Eşit l ik i i 'den, AHKO~optimal bant 

genişliği, 

olarak elde edili r. Bununla birlikte, yukarıdaki ifade, ıl PI 'daki gibi aynı kusura sahip 

olup, 0/6 ile gösterilen bilinmeyen bir yoğunluk fonk siyoneline bağlıdır. 0/6 'yı di ğer 

bir çekirdek kestirimini ku ll anarak tahmin edebili riz, fakat onun opt imal bant geni şliği 
o/ıı'e bağlıdır. Bu problem, Eşitlik II 'den görüldüğü gibi o/r ' nin kesti rimi için veri len 

optimal bant genişliği, o/r+2 'ye bağlı olduğu için ortadan kalkmayacaktır Bu problemin 

üstesinden gelmek için alışılmış bir strateji, bir o/r fonksiyonelinin hızlı ve basit bir 

yöntem ile, örneği n standart bir dağılım kullanılarak, kestirilmesidir. Kuramsal 
ça lı şmalar fonksiyonel kestiriminin aşama say ı sının "l", en az 2 olarak alınmasını 
desteklemekte olup, uygulamada bu değer yaygın olarak kuııanılmaktadır . L 'nin sayıs ı 

arttıkça bant genişliği seçicisi daha az yanl ı olmakta, ancak seçkinin değişkenli ği 

artmaktadır. 

Plug-in yönteminin genelde, temel yoğunluk fonksiyonu yeter ince düzgün 
olduğunda en etkili, fakat yeterli düzgünlük olmadığında daha az güçlü olduğu görülür. 
Loader (1999)'10 yapt ığı çalışmada elde ettiği bulgu lar, plug~in yöntemleri ni çeşitli 
açılardan değerlendirir. ilk olarak, plug-in yöntemleri , pilot bant geniş l iklerinin keyfi 
seçimine bağlıdır ve bu seçim yanl ı ş olduğunda başarı sız olur. İkin c i olarak, üzerinde 
sıkça durulan çapraz geçerlilik yönteminin, kestirimleri az düzleşt iri lmiş olarak vermesi, 
bant genişliği seçiminin belirsizliğ i ni yansıtır: plug~in yöntemleri bu belirsizliği zor 
problemler verildiğinde kestirimleri çok düzleştirerek ve önem li özellikleri göz ardı 
ederek yansıtır (Loader, 1999). 
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2. BANT GENİşLİ(;İ SEçİM YÖNTEMLERİNİN KARŞILAŞTIRILMASI 

Bant geni şliğ i seçi m yöntemlerini karşılaştırmak için bir yaklaşım, yakınsama 
hızı kavramının k ullanılmasıdır. Bu kavram, örneklem hacmi artarken kestiricinin hedef 
değerine ne kadar h ı zlı yak l aştığını göstermektedi r ve çeş i t l i kestiricil eri karşılaştırmak 

için çok yararlı olabili r. Yakınsama hızı asimtotik bir kavramdır ve asimtotik ifadeler 
büyük örneklem genişl ikl eri için geçerlidir. Bu nedenle, bu kavram küçük örneklem 
hacimleri ile yapılan uygulamalarda yeterli olmamaktadır. Küçük örneklemler için 
karşılaştırmal ar benzetim çal ı şmalarına göre yapılmaktadır. 

çG ve VçG yöntemleri , oldukça zayıf koşullar altında optimuma yakınsama 
özelliğine sahiptir (Wand and Jones, 1995). Ayrıca çG yöntemi, büyük örneklem 
değişkenliğine sahip olduğu için, çoğu benzetim çalışmal arında ve gerçek veri 
örneklerinde bu yöntemin performansının hayal kınklığına uğrat ıc ı o lduğu ortaya 
ç ıkmıştır. Yapılan ça lışmalar VçG yönteminden elde edilen bant genişl iğinin, çG 
yö nteminden elde edilen bant genişliğinden daha büyük değer aldığı nı göstermiştir. 
Ancak, Scott ve Terrell'e göre VçG yönteminden elde edilen bant genişliğinin çekici 
tarafı, çG yöntemine göre asimtotik varyansının daha düşük ol masıdır ki, bu durumda 
yçG yönteminden elde edilen bant genişliğ i n i n daha kararlı o lduğu söylenebilir. Bunun 
yanı sıra, çG ve yçG fonksiyonları birden fazla yerel minimuma sahip olabilir. 
Yapılan ça lı şmalar bu durumda en büyük yerel min imuma sahip olan bant genişliğin in 
alınmasının uygun olduğunu ortaya koymuştur. Çünkü en büyük yerel minimumu veren 
h bant genişl iği değeri , THKO'dan elde edilen optimal bant geni şliğine en yakın 

olanıdır (Wand and Jones, 1995). 

Düzleştirilmiş bootstrap yöntemi, büyük örneklern geni ş likl eri için, çoğu 

dağı lırnda çapraz geçerlilik yönteminden daha iyi işl er. Düzleştir i lmiş bootstrap 
yöntemi genelde, çapraz geçerlilikten daha büyük bir bant genişliğ i seçer, ancak bu bant 
geniş l iğ i nin değişkenliği daha azdır. Değişkenl iğin daha az olması, bu yöntemin çG 
yönteminden daha üstün olduğunu göstermektedir. Ancak bootstrap yönteminin, çG 
yöntemine göre dezavantaj ı , hesaplama maliyetinin yüksek, i şlemlerini n zaman alıc ı 

olmasıdır (Taylor, 1989; Faraway and Jhun ,1990). 

Düzleştirilmiş bootstrap ve plug-in yöntemleri, çG ve VçG yöntemlerinden 
daha hızlı olarak optimuma yakınsama özelliği ne sahiptirl er. Ayrıca, plug-in 
yönteminden elde edilen bant gen işliği seçicilerinin değişkenliği, çG ve yçG 
yöntemlerinden elde ed ilen bant genişliklerininkinden daha azdır. Bu nedenle, bu bant 
genişliği, yeterince büyük örneklemler için her zaman üstündür. 

Plug-in yöntemini önerenler, klasik yaklaşımlara eleştiride bulunmuşlardır. 

Örneğin, Park ve Marron (ı 990), çoğu benzetim çalı şmasında ve gerçek verı 
örneklerinde, en küçük kareler çapraz geçerli lik yönteminin performansının hayal 
kırıklığına uğratıcı olduğunu, en küçük kareler çapraz geçerlilik yönteminden elde 
edilen bant genişliğ i nin değişkenliğinin büyük olmasından dolayı, bant genişliğinin 

seçimi için yen i arayışlara yönelmeler olduğunu ve bunların içinde en çok tutulanlarının 
plug-in ve yan iı çapraz geçerlilik yöntemleri olduğunu belirtmişlerdir. Loader (1999), 
plug-in yönteminin, pilot kestirimlerin belirl enmesi sırasında, gerek li bant geni şliği 
hakkında etkili olarak önemli varsayımlar yapt ığını ve bu bilgi yanlış olduğunda 

başarısızlığa uğrad ığın ı , bu yöntemin bilgilerinin çoğunu yüksek mertebeden pilot 
kestirimlerin kullanımı sayesinde veriden elde ettiğini, eğer klasik yaklaş ı mların , 
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yüksek mertebeden fonksiyonları incelemesine izin veri lirse, daha iyi kestirimler 
bulunabileceğini ve plug-in yöntemlerinin daha iyi yakınsama hızları göstererek 
asimtotik analiz ile kurtarılamayacağını belirtmi şt ir . 

3. UYGULAMA 

Çekirdek kestirim yöntemi, olasılık yoğunluk fonksiyonunun kestirimi için 
verilen parametrik olmayan yöntemlerden biri olup, örneklern in alındığı kitlenin 
dağıl ı mının bilinmediği durumda ku ııanılmaktadır . 

Tokt amış et.al. (1 999) tarafından yapıla n çalışmada, en küçük kareler çapraz 
geçerl ilik, yan lı çapraz geçerlilik, düzleştiri l miş bootstrap yöntemleri ince l enmi ş; 
simetrik dağılımlardan alınan örneklemler için en küçük kareler çapraz geçerli lik 
yönteminin d iğerleri ne göre daha iyi sonuç verdiği, simetrik olmayan dağı lımlardan 

alınan örneklemler için de yanlı çapraz geçerl ilik yönteminin diğerlerine göre daha iyi 
sonuç verd iği görülmüştü r . 

Bu çalışmada, en küçük kareler çapraz geçerl ilik, yanlı çapraz geçerli li k, 
düzleştirilmi ş bootstrap yöntemlerine plug-in yöntemi de eklenmiş, bu yöntemlerden 
elde edilen bant genişliklerinin, optimal bant genişliği değerine ne kadar yakın olduğu 
araştırı i mıştır . 

Bu işlemler içın öncelikle, SPSS paket programı kullanılarak, simetrik ve 
simetrik olmayan dağılıml ardan SO, 100, 250 ve 500 birimden olu şan örneklemler 
seç ilmi ştir . SO, \00 ve 250 birimlik örneklemler için 100'er, 500 birimlik örneklemler 
için 50' şer tekrar yapılmı ştır. Örneklemlerin çeki l diğ i simetrik dağılımlar, "N(SOA) 
normal dağılı m", "N(O, I) normal dağılım" il e parametreleri "a=3, p = 1 olan gamma 
dağılımı"; simetrik olmayan dağdımlar, parametreleri "a =2, p = i olan gamma 
dağıl ım ı ", "parametresi A = ı' olan üstel dağıl ım " ve parametreleri "k=3, a=2 olan 
pareto dağı lımı"dır. En küçük kareler çapraz geçerlilik , yanlı çapraz geçerlilik, 
düzleştiri lm iş booısırap yöntemleri için bant gen i ş liğ i değerl eri, Toktamış et.al. ( 1999) 
tarafından yapılan çatışmadaki bi lgisayar programları ku ll anı l arak elde edilm işt i r . 
Plug-in yöntemi için bant geniş l iği değeri elde edilirken, çekirdek fonksiyonu K=L, 
fonksiyo nel kestiriminin aşama say ı sı 2 alınmış, çekirdek kestiricisi olarak da Sheather 
ile Jones tarafından önerilen kestirici kullanı lm ıştır . Gökmen(2002) tarafından 

hazırlanan bilgisayar programları yardım ı yla plug-in bant genişliği değerleri elde 
edilm iştir. Her bir dağılım için, dört yöntem kullanı l arak elde edilen bant genişl i klerinin 
ortalama ve varyansı bulunmuş, ortalama bant genişliği değeri , optimal bant genişliği 
değeri ile karşılaştırılmıştır . Elde edilen sonuçlar simetrik ve simetrik olmayan 
dağılıml ar için ayrı ayrı değerlendirilmişıir . 

Simetrik Dağılımlar İçin Uygulama Sonuçları 

Norriıa l dağılım 

Ortalaması 50 ve varyansı 4 olan normal dağıl ı mdan örneklem büyüklüğü 

50, \00, 250 ve 500 olan rasgele örneklemler a l ınmışt ı r. Çekirdek fonksiyonu standart 
normal dağıl ı m alınarak, çapraz geçerli lik, yan lı çapraz geçerlilik , düzleştirilmiş 

booısı rap ve plug-in yöntemleri ile bant gen i şliği değerleri bulunmuş ve sonuçlar 
Tablo 1 'de sunulmuştur. 
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Tablo 1. Normal dağı lımdan alınan örneklernlcr için dört yöntem ile elde edilen bant 
genişl i ği değerlerin in ortalama ve varyansları 

Örneklem Bant Genişlik lerinin Yöntemler 
Optimal Bant 

Btiyüklüğü 
Genişliği 

Dağı lıouna Ait çG VçG B PLUG-IN 

50 0.969240 
Ortalama 1.207000 1.095900 1.427475 0.939700 
Varyans 0.037588 0.066970 0.020523 0.019352 

100 0.843773 
Ortalama 1.048750 0.980500 1.079900 0.822 100 
Varyans 0.012256 0,028750 0.007662 0,010984 

250 0,702486 
Ortalama 0,89634 1 0,891600 0,828200 0,695000 
Varyans 0,004649 0,004951 0,002 146 0.004007 

Orta lama - 0,853600 0,690800 0,601600 
500 0.611549 

Varyans 0,001399 0,00 1261 0.001928 -

Tüm örnekleın büyüklüklerinde plug~ in yöntemi optimal h değerine daha yakın 
sonuç vermiş, örnek leın büyüklüğü SOO durumu hariç, tüm örneklcm büyüklüklerinde 
plug-in yönteminden elde edilen bant genişliği seçicilerinin varyansı diğerlerine göre 
daha küçük elde edi lmiştir. Örneklem büyüklüğü SOO için düzleştirilmiş bootstrap 
yönteminden elde edi len bant genişliği seçicilerinin varyansının diğerlerine göre daha 
küçük olduğu görülmüştür. 

Standart nonnal dağılım 

Standart normal dağıt ımdan örneklem büyüklüğü SO, 100, 250 ve SOO olan 
örneklemler alınmıştır . Çekirdek fonksiyonu standart normal dağıl ım alınarak, ya nlı 

çapraz geçerlilik, düzleştirilmiş bootstrap ve plug-in yöntemleri ile bant genişliği 
değerleri bulunmuş, çapraz geçerl ilik yöntemi ile bant genişliğ i değeri elde 
ed il ememiştir . Sonuçlar Tablo 2'de sunulmuştur. 

Tablo 2. Standart normal dağılıından alınan örneklemler için üç yöntem ile elde edilen 
bant genişl iğ i değerlerinin ortalama ve varyans ları 

Örneklem Optimal Bant Bant Genişliklerinin Yöntemler 
Büyüklüğü Genişliği Dağılı mına Ait VçG B PLUG-IN 

50 0,380503 
Ortalama 0,914032 0,594400 0,465800 
Varyans 0,009411 0,002192 0,005647 

100 0,331247 
Orta lama 0,924138 0,582222 0.4 12300 
Varyans 0.006604 0,003526 0,002408 

250 0,275781 
Ortalama 0,935068 0,574464 0,344300 

Varyans 0,004373 0,001287 0,001009 

500 0,24008 1 
Ortalama 0,942000 0.582195 0,305000 
Varyans 0,002039 0,00 11 43 0,000323 

Tüm örneklem büyüklüklerinde plug-in yönteminin optimal h değerine daha 
yakın sonuç verdiği ve örneklem büyüklüğü SO durumu hariç diğer durumlarda plug-in 
yönteminden elde edilen bant geniş l iğ i seçicilerinin varyansın ııı diğerl erine göre daha 
küçük olduğu görülmüştür. n=SO durumunda düzleşt iri lmiş bootstrap yönteminden elde 
edilen bant geni ş liğ i seçicilerinin varyans! diğerlerine göre daha küçüktür. Plug-in 
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yö nteminden sonra, optimal bant genişliğine en yakın değer, düzleştiri i miş bootst rap 
yönteminden elde ed ilmi şt i r. Tüm örneklem büyüklüklerinde, ya nlı çapraz geçerlil ik 
yönteminden elde edilen bant genişlikleri , hem opt imal değerden uzak sonuçlar vermi ş , 

hem de varyan s ı büyük bulunmuştur . 

Gamma dağılım ı 

o. = 3, P = i parametreli gamma dağılı mından (yaklaşık olarak simetrik) 
örneklem büyük lüğü 50, 100, 250 ve 500 olan örneklemler alınm ı ştır . Çekirdek 
fonksiyonu standart normal dağı lım alınarak, çapraz geçerli li k, yanlı çapraz geçerlilik, 
düzleştiri lmi ş bootst rap ve plug-in yöntemleri ile bant genişliği değerl eri bulunmuş, 

örneklem büyük l üğü 250 ve 500 için çapraz geçerlilik yönteminden bant geni ş liğ i 
değeri elde edilememiştir. Sonuçlar Tablo 3'te sunu lmuştur. 

Tablo 3. Gamma dağılımından (simetrik) alınan örnek lemler ı çın dört yöntem 
ile elde edilen bant genişl iğ i değerlerinin ortalama ve varyans ları 

Örneklem Optimal Bant Bant Gen işliklerin in Yöntemler 
Büyüklüğü Genişliğ i Dağılımına Ait çG VçG B PLUG-IN 

50 0,496856 
Ortalama 0,92 1875 0,886700 1, 176750 0,690000 

Varyans 0,014415 0,0 18471 0,047088 0,009604 

100 0,432538 
Orta lama 0,80409 1 0,842400 0,864 100 0,587300 

Varyans 0,002892 0,006170 0,020428 0,002755 

Orta lama - 0,819200 0,607000 0,469300 
250 0 ,360 111 

Varyans 0,000668 0,001906 0,001237 -
Ortalama - 0,794800 0,499200 0,319400 

500 0,313495 
Varyans 0,000087 0,000354 0,002087 -

Tüm örneklem büyüklüklerinde plug-in yönteminin optimal e yakın sonuç 
verdiği , n= 50 ve i 00 için plug- in yönteminden, 11= 250 ve 500 için YÇG yönteminden 
elde edilen bant geni şl iğ i seçicilerinin varyansının daha küçük olduğu görül müştür. 
ÇG ile VÇG yöntemi karşı l aştırı l dığında, ÇG yönteminden elde ed ilen bant geni şl iğ i 

seçicilerinin varyans ı daha küçüktür. n=250 ve 500 için YÇG yönteminden elde ed ilen 
bant gen i ş li ği değeri , düzleştirilm i ş bootstrap yönteminden elde edilenden daha büyük 
olup, optİmalden uzak sonuçlar vermiştir. Ancak VÇG yönteminden elde ed ilen bant 
genişliği seçici lerinin varyans! daha küçüktür. 

Simetrik Olmayan Dağılımlar İçin Uygulama Sonuçları 

Gamma dağılım ı 

o. = 2, P = 1 parametreleri ile gaınma dağılımından örneklem büyüklüğü SO, 100, 
2S0 ve SOO olan örneklemler alınmışıır. Çekirdek fonksiyonu standart normal dağılım 
alınarak, çapraz geçerlilik, yanh çapraz geçerl il ik, düzleştirilmİş bootstrap ve plug-in 
yöntemleri ile bant genişl iğ i değerleri bulunmuş, örneklem büyükıüğü ı 00, 250 ve SOO 
için çapraz geçerlilik yönteminden bant genişliği değeri elde edilememişt ir . Sonuçlar 
Tablo 4 'te sunulmuştur. 
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Tablo 4. Grunma dağı l ı mından (simetrik olmayan) alınan örnek lemler için dört yöntem 
ile elde edilen bant genişliği değerlerinin ortalruna ve varyanslan 

Örneklem Optima l Bant Bant Genişliklerinin Yöntemler 
Büyük lü~ü Gen işliğ i Dağılımına Ait G Y G B PLUG·IN 

50 0.339585 
Ortalama 0.780000 0,857900 0,932346 0,522500 
Varyans 0.005155 0,01 1487 0,035236 0,005722 

Ortalama · 0,822000 0,679700 0,431600 
100 0,295626 

0,001875 Varyans · 0,01 1649 0,001583 

Ortalama · 0 ,807400 0,533300 0,334700 
250 0,246124 

Varyans 0 ,000217 0,000641 0,000603 · 
Ortalama · 0,804200 0,504800 0,281800 

500 0,214264 
Varyans 0,000106 0,000140 0.000293 · 

Tüm örneklem büyüklüklerinde plug-in yönteminin opt imal değere yakın sonuç 
verdiğ i , n= 50 için ÇG ve plug-in yönteminden, n= i 00 için plug-in yönteminden. 
n= 250 ve 500 için VçG yönteminden elde ed il en bant gen işliği seçicilerin in 
varyansının daha küçük olduğu sonucuna u l aşıl m ı ştır . Örneklem büyükl üğünün 50' den 
büyük olduğu durumlarda VÇG yönteminden elde edi len bant genişliği değerlerinin 
optimal h değerinden çok uzak sonuçlar verdiği görülmüştür . 

Üstel dağılım 

lı. = ı parametreli üstel dağı lımdan örneklem büyükl üğü 50, 100, 250 ve 500 
olan örneklemler a lınmıştır. Çekirdek fonksiyonu standart normal dağılım alınarak, 

yan lı çapraz geçerli lik, düzleştirilmiş bootstrap ve plug-in yöntemleri ile bant genişli ği 
değerleri bulunmuş, çapraz geçerlilik yönteminden bant genişli ği elde ed i lememiştir. 

Sonuçlar Tablo S'te sunulmuştur . 

Tablo 5. Üstel dağı lımdan alınan örneklemler için üç yöntem ile elde ed ilen bant 
geniş li ği değerlerin in ortalama ve varyansları 

Örneklem Optimal Bant Bant Gen işlik l erini n Yönıemler 

Büyük l üğü Genişliği Dağı lımına Ait yçG B PLUG·IN 

50 0,407868 
Ortalama 1,046400 0,726364 0,290300 

Varyans 0,084117 0,029965 0,002716 

100 0,355070 
Orıalama 1,041892 0,686000 0,236500 

Varyans 0,054244 0,017760 0,000940 

250 0,295615 
Ortalama 1,000952 0,616000 0,176400 

Varyans 0,022759 0,003827 0,000187 

500 0,257348 
Ortalama 1,043636 0,624000 0,139600 
Varyans 0,0154 18 0,008930 0,000065 

Tüm örneklem büyüklüklerinde plug-in yönteminin optimal değere yakın sonuç 
verdiği ve bu yöntemden elde edilen bant gen i ş li ği seçicilerinin varyansının 
diğerlerinden daha küçük olduğu, yçG yönteminden elde ed il en bant genişliklerinin 
optimalden çok uzak değerler verdiği, düzleştirilmiş bootstrap yönteminden elde edilen 
bant gen i şliklerinin yçG yönteminden elde edilenlerden daha küçük olduğu 
görülmüştür . 
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Pareto dağılımı 

a = 3, k = 2 parametreli pareta dağılımından örneklem büyüklüğü 50, 100, 250 

ve 500 olan örneklemler alınmıştı r. Çekirdek fonksiyonu standart normal dağılım 

a lınarak , yanlı çapraz geçerlilik, düzleştiriimiş bootstrap ve plug-in yöntemleri ile bant 
geniş l iği değerleri bulunmuş, örneklem büyüklüğü n=50, 100 ile 250 için düzleştirilm iş 

bootstrap yöntemi ve tüm örnekleın büyüklükleri iç in çapraz geçerlilik yönteminden 
bant geni şliği değeri elde ed i lememişt i r. Sonuçlar Tablo 6'da sunulmuştur. 

Tablo 6. Pareta dağı lımından alı nan örneklemler için üç yöntem ile elde edilen bant 
geniş l iği değerlerin in ortalama ve varyansları 

Örneklem Optimal Bant Bant Gen işl iklerini n Yönteml er 
Büyüklüğü Genişliği Dağılımına Ait Y G B PLUG-IN 

Ortalama 2,307222 - 1,052800 
50 0,222999 

Varyans 1,494344 0,463319 -
Ortalama 2,504677 - 0,909100 

100 0, 194 132 
Varyans 0,57070 1 0,37126 1 -
Ortalama 2,360000 - 0,666200 

250 0, 16 1625 
Varyans 0,378373 0,039240 -

500 0,140703 
Ortalama 2,264706 1,090909 0,487600 

Varyans 0 ,160535 0,062909 0,01 4092 

VÇG yönteminden elde edil en bant geni şl i klerinin plug-in yöntemi ile elde 
edil enden daha büyük olduğu, n=500 için düzleştirilmi ş bootstrap yönteminden elde 
edilen bant geniş l iğ i nin VÇG yöntemi ile elde ed ilenden daha küçük olduğu 

saptanmı ştır. Tüm örneklem büyüklüklerinde plug-in yönteminin YÇG yöntemine göre 
optimale yakın sonuç verd iği, fakat optimalden yi ne de çok uzak olduğu görülmü ştür. 

Plug-in yönteminden elde edilen bant geni şliği seçici leri nin varyansın ın , VÇG 
yönteminden elde edil en bant geniş l iğ i seçicilerinin varyansma göre daha küçük olduğu 
da elde edil en sonuçlar arasındadır. 

4,SONUÇ 

Bant geni ş liğinin seçimi için verilen dört yöntem karşılaşt ırıl dığında tüm 
ömeklenı büyüklüklerinde, simetrik Ile simetrik olmayan dağIlm7lardan alman tüm 
örneklenılel'de plug-in yönteminin, optimal bant geni şliği ne en yakın sonuçl arı verd iği 

görülmüştür. 
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Comparison Of Bandwidth Selection Methods For 
Symmetric And Asymmetric Distributions 

ABSTRACT 

Iıı this study, the information aboııt "Ieasr sqlfares cross 
validation ", "biased cross validalion ", "smOOlhed bootstrap" and 
"plug-in" methods which are ıısed iıı the bandwidrh selecrion for 
kernel estİmaıiofl of probability deıısiıy jımcrioıı was giveıı aııd doing 
aıı applicaıiofl, bı mmples witlı differeııt sample sizes, obtained from 
~·ymmetric aııd asymmetric distributioııs, the bandwidth valifes were 
calcıılared /lsiflg these foıır methods af/d compared with optimal 
bandwidth valile. 
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