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ı. GiRiş 

Bağımsız Çift Örneklem için Yeni bir Homojenlik Testi 

Adil KORKMAZ· 

ÖZET 

1311 çalışmada biri IICIIZ oldugu için bol 6lçiide. (jreki de pahalı 
oldugu için kıı ölçiide elde edilebilen iki örnekleme dayalı olarak 
bagıms/z Ç!{1 örnek/em homojenlik ıesIini gerçekleşlirmeye yone/ik 
yeni hir fesl yöntemi geliştirilmiştir 

Anahtar Kefimeler: iki Ornek/elli f,:onuııı Sorunıı, M(lnn~lVhilney-Wilc()xon 
Test, Unu/I" P{aceıııel11. 

X, dağılım işlevi F ve olasıl ık yoğunluk işlevi fa lan; Y ise dağılım işlevi G ve 
o lasılık yoğunluk işl ev i g olan sürekli ras lant ı değişkenleri olsun, Bu ras lantı 

değişkenler i ne ilişkin olmak üzere çekilen ın ve n büyüklüklerindeki örneklem raslantı 
değişkenler i de Xi, Xı • ...• Xm ve Yı, Yı, ... , Yn; bunların s ı ralı örneklem değerl eri de 
X(I), X(2), ... , Xım) ve Y(ll> Y(2), ... . Yın) olarak gösterilirken, sırasız örneklem gözlemleri 
XI. Xı , ... , Xm ve Yı. Yı, ... . YıL, sıralı örneklem gözlemleri de X(lj, X(2l> .• " X11ll) ve Y(ll> Ym, 
. .o, Yın) ile gösterilmektedir. Salt gözlemlere dayalı olarak X ve Y ras l antı 

değişkenlerinin dağılım i ş l ev l eri nin eş i t olup olmadığını anlamaya yönelik hipotez testi. 
istati stik yazınında bağı msız çift örneklem homojenlik testi diye adlandırılmaktad ır. 

Burada yokluk hipotezi H: F=G ve almaşık hipotez A: FtG biçiminde dile get irilebilir. 
istatistik yazınında bağımsız çift örneklem homojenlik testleri pek çok kaynakta 
bulunabilir (Korkmaz-Günay, 2000; Sprent, 1989; Siegel ve eastellan, 1988; Gibbons, 
1985: Oixon ve Massey, 1983; Hollander ve Wolfe. 1973; Mann ve Whitney, 1947: 
Wilcoxon, 1945; Wald ve Wolfowitz, 1940). Bu çal ı şmada önerilen bağımsız çift 
örneklem homojenlik testi, biri paha lı olduğundan dolayı ya da doğal nedenlerle küçük, 
öteki ise ucuz olduğundan dolayı ya da doğal nedenlerle büyük ölçülerde elde edilebilen 
örneklemlere dayalı olmak bakımından önceııerinden fark lı l aşmaktad ır. Söz konusu çift 
örneklem homojenlik testinin iki temel dayanağı vardır: 

Biri, as inttotik olarak eşit olasılı klı aralıklar teoremi, öteki de tüme karşı bil' 
karşılaştırma yöntemidir, 

... Akdeniz Üniversitesi Ekononıetri Bölümü, korkrmız@iibfedu.tr 
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2. AsiMTOTiK OLARAK EşiT OLASILIKLI ARALıKLAR TEOREMi 

Y raslantı değişkenine i li şkin YO), Y(2), ... , Yın) sıralı istati stikleri, gerçel ekseni, 
n+ i ara lı ğa aşağıdaki g ibi böler: 

I ı:(-oo, Yı !) ] , 

I ı:( Y(I), Ym], 

I n :(Y(ıı- l h Yı n )] . 

I rı+ I: (Y ın+ l h +00). 

Y raslantı değişken inin bu aralıklarda gerçek leşme olasılıkl arı k= i , 2, ... , n+ i 
olmak üzere şöyle tanımlanabilir: 

Ph Pı, .... Pn (Pn+ l=l - Pı- Pı- .. . -Pn) olasılı kları birer raslantı değişkenidi r. Bu 
ras lant ı değişkenlerinin Diriehlet( i , I, ... , i ; i ) dağı lım lı o ldukları kolayca gösterilebilir. 
Bunun için Y örnek lemine ilişkin olasılık öğesini (dP), 

dP=n!·dG(Y",)· dG(Y",) .. . dG(Y",). 
biç iminde yazmak ve sonra da, 

1',=I'(Ye 1, )=P(Y5Yıı ,)=G(Yıı , ); 

p.>,=P(Ye 1,>,)=I'(Y5Y(k>,,)-P(Y5Y(k,)=G(Y,,>,,)-G(Y(k'). (k= i . 2 ..... n- I); 

P,. ,=P(Ye I,.,)=P(Y> Y",)= I -P(Y5Y",)= I-G(Y",) 

dönüşümlerini yapmak gerekmektedir. Bu durumda, 

elde ed ilir ki, bu da söz konusu savın geçerli liğini kanıt l ar . 
Buradan k. sıra lı istatistik o lan Y(k) nin marjinalolasılık yoğunluk i şlev i şöy l e 

bu lunabi lir (Vaart, 1998; Casella and Berger, 1990; Wilks, 1962) (k= I, 2, ... ,m): 

dy (k) i 
Wk:::O(Y(k) ve \\" ~ ::: O(Y(~) değişken dönüşümü yapılır ve -- - olduğu 

dw ~ g( )' (k) ) 

göz önüne a l ınırsa Wk ' nin olasılık yoğun luk işlevi : 
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nı ,_, ( )"_' -,,--::-:--,----,c:-: . w ~ . i - W\.:.. 
(k - I)I(n -k)1 

biçiminde bulunabili r. Bu demeklir ki, Wk, k ve n+l ~k parametrelerine sahip beıa 

dağılım lı bir raslant ı değişkenidir. Bunun beklenen değeri ve varyansı şöy l edir : 

E(W,) = 
_ -"k_ V (W ) _ k· (n - k + i) ,ar k- ı • 

(n+I) - ·(n+2) n + 

Bunlar Chebyshev eşitsiz l iğ i nde yerine konulursa, 

rflw __ k_ i <.} > ı _-,----:k:...,(~n-,--"-k +-,--1,,-)--,
~ 'n+1 - (n + 1)'. (n+2) .• ' 

bulunur ki, burada e istenildiğ i ö lçüde küçük tutulabilen art ı değerli bir sayıdır. n 
sonsuza götürü ldüğünde, 

Iimp{lw, __ k ı<.} = ı 
n__ n+l 

elde edilir. Yukarıdaki bağıntı, Wk ras lant ı değişkenin i n büyük sayıl ar yasasına boyun 

eğdiğini ve _ k_ değerine yak ı nsadığını gösterir. Öte yandan, 
n + i 

2 
olduğu göz önünde bulundurulu rsa, Wl. W2, ••. , Wn raslantı deği şkenler i --, --, 

n + i n + i 

... , _ n_ değerlerine yakınsarken, Pı, Pı , ... , Pn ve Pn+ ı ras lantı değişkenleri nin de _ i -
n + i n + i 

değerine yakııısadığı kolayca anlaşılır. Bu, asimtot ik olarak eşit o lasılıklı aralıklar 

teoreminin matematiksel an l atımıd ı r. 

3, KARŞıLAŞTıRMA YÖNTEMi 

Önerilen bağımsız çift örneklem homojenlik testinin ikinci dayanağı, tüme karş ı 
bir karşılaştırma yöntemidir. Daha önce pek çok testte veri lerin içerdiği bilgiyi tam 
olarak değerl endirmek kaygısı yla tiime karşı tüm karşılaştırma yöntemi 
uygulanm ı ştır. Wilcoxon s ıra toplamı testinde uygulanan bu geleneksel yöntemin 
algoritması şöyl e verilebilir: Birinci örneklernin bütün öğeleri ikinci örneklernin bütün 
öğeleriy l e birleştirilir; birl eşik örneklem öğeleri küçületen büyüğe doğru sıralanır; 

birinci örnekleın öğelerinin birleşik s ı ralı örneklemdeki rankları bulu nur. Birinci 
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örneklem (20, IS) ve ikinci örneklem (lA, 37, 17) olsun. Birleşik örneklem (20, LS , 10, 
37, i 7); birleş i k sıralı örneklem (ID, iS , 17,20,37) olarak elde edilir ve buradan da ilk 
örnekleme i l i şkin ranklar 4 ve 2 olarak bulunur. 
X(kJ raslantı değişkeninin tüme karşı tüm karşılaştırma yöntemiyle elde edilen rankı Tk 
ile gösterilecek olursa, Orban ve Wolfe (1979), Tk-k değerini placemeııı diye 
adlandırmaktadır. Bu, birleşi k s ı ralı örneklernde X (kl raslant ı değişkeninden küçük Y 

gözlemlerinin say ısını anlatır. Fligner ve Policell o (1981), bu değerlere dayanarak 
Wilcoxon sıra toplamı test ini daha etk in bir duruma getirmişlerdir. Burada ise, çok 
benzemekle birlikte, Tk - k değeri değil , Tk - k + i değeri temelolarak al ınmaktadır. 

Bu değer, "tü me karşı bir karşılaştırma yöntemi" ile elde edilen ranklar olmaktadır . Bu 
karşılaştırma yöntemi nin temel adı mları şöyle dile getirilebil ir: Küçük örneklernin 
yalnızca bir öğesi büyük örnek lernin bütün öğeleriyle birleşti rilir ; birleş i k örneklem 
küçükten büyüğe doğru sıra l anır ; küçük örneklem öğesinin rankı bulunur ve bu işlemler 
küçük örneklemin her öğesi için yinelenir. Küçük örneklem (20, ı 5) ve büyük örneklem 
(I O, 37, i 7) olsun. ilk örnek lemi n yalnızca bir öğesiy l e iki nci örneklernin tüm öğeleri 
(20, 10, 37, i 7) biçiminde olmak üzere bi rl eştirilerek yeni bir örneklem elde edilir. Bu 
örnek lem değerleri s ıra l anarak (lA, 17,20,37) dizisi elde edilir. i lk örneklernin öğesi ne 
ili şkin rank 3 o larak bul unu r. Bu adımlar ilk örneklernin geri kalan öğeler i için de 
yi neleni r. Böylece ilk örneklern in izleyen öğesinin rankı 2 olarak bu lunu r. 

4. TEST iSTATiSTiGi VE DAGILIMI 

Xı, Xı, ... , Xm örneklem raslantı değişkenler i içın tüme karşı bir karşılaştırma 
yöntemiyle elde edilmiş o lan ranklar Rı> Rı, ... , Rın o lsun. Homojenlik koşulu altında (H 
koşulu a ltında) k::=o l , 2, 0'0 ın olmak üzere Rk ras lantı deği şk eni i ile n+ 1 aras ındaki 

değerleri P ı. Pı , .'0 ' Pn+1 olasılıkları y la alacakt ır . Bu durumda Sı. = -2 In [~L 
II + 1 

olarak tanımla nacak olan raslant ı değişken inin P ı. Pı , ... , Pn koşulu altındaki 

karakteristik iş l evi şöyle ol acaktı r 

ı.p S~/I', .I0 10 .• 1'. (t) = 

e _ ; ·1 ·2·bl ( ~ ) . p , + e 
- ; ·1·2· ln ( n ! ı ) . 

P2 + . + e - i . r . ı . m (:::) . 
P n + 1 

Bu da şöyle yazılabilir: 

\f' s, /1', .r, .. 1', ( t) ::=o 

. P ı + _2_ o P2 + o ( )-'" 
n + i (

n+I)-"'. r· + n+1 
n + i 

Koşullu karakteristik işlevini n-co iken bulabilmek için k= i . 2, ... , n+ 1 olmak 

üzere Zk = _ k_ tanımlanacak olursa 6.z~ = _ 1_ elde edilir. Asi mtotik o larak eşiı 
n + ! il + i 
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olasıl ıkı ı ara l ı klar teoremi gereği nce P ı. Pı , ... , Pn ve Pn+ ı olasılı kları 

değeri ne yak ınsad ığından, koşu llu karakteristik iş l ev, 

o" 
lİm 'i' s, /1', .1', .p. (t) = Jim L Zk - ,ı ı ·fj,Zk 

0-- k - I 

biçiminde yazıl abilir. Buradan da integral tanımı dikkate alınarak , 

, 
lı' m'l' " .• (ı) = f z"" ,dz = (I - i'I'2) " S . /1', ,I', . 
n--+_ o 

1 
dZk =-

n + 1 

elde edilir. Görüldüğü gibi , koşullu karakteristik i şlev n-oo için Pı , Pı , ... , Pıı ve pıı .. ı 
değerlerine bağlı değildir ve dolayıs ı y l a da Sk raslantı değişkeninin koşulsuz (marjinal) 
karakteristik işlev i , 

lİm '1' " (I) = (1 - i, i, 2) " 0_-
olarak bu lunur. Bu, serbestlik derecesi 2 olan ki-kare dağılımlı bir raslantı değişken i nin 

karakteristik işlevidir. 
Test i stati stiğ i , 

biçiminde tanımlansın. S'nin n- co iken 2'm serbest lik derecesinde ki-kare dağılı ml ı bir 
raslantı değişkeni olduğu kolayca gösterilebilir: P ı. Pı , ... , Pn (açıktır ki Pn .. ı = I-P ı -P2- ••• -

Pn) koşulu altında, XOlı X(2j, .. . , X(IIl) raslantı değişkenleri , lı , l ı, ... , In ve 'n .. 1 

aralıklarında birbirlerinden bağıms ı z olarak Pı. P2, ... , Pn ve Pn .. ı olası lıkları y la 

gerçek leşirler. Dolay ı sıyla R ı, Rı, ...• RiLi ve on ların birer işlevi olan Sı. Sı . .... Sm 
raslantı değişkenleri Pı , Pı , ... , Pn koşulu altında birbirlerinden bağımsızdırlar. 

Dolayıs ı yla, 

'i' (I) - r-V (1)·-S/p,.p:_ .1', - 1: S~/p,.pı.'. P. J 

yazılabilir. Buradan 

lİm 'i' , ... (I)=(I - i'I'2)' · S/p, . ı',. r 

bulunur. S ' nin koşullu karakterist ik iş l ev i , n sonsuza giderken P ı. Pı , ... , Pn raslantı 

değişkenlerinden bağımsı z olduğundan, söz konusu raslantı değişkeninin koşu l suz 

(marjinal) karakteristik i şlevi, 

" .... -
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biçimi nde yazılab i lir. Bu, bi l indiği gibi , serbestl ik derecesi 2·m olan ki-kare dağılımlı 
bir raslant ı değişkeni n in karakteristik i şlevidir . 

5. TESTiN TUTARLILlGI 

S i statist iğine dayalı olarak yapı l acak bağı msız çift örneklem homojenl ik testinin 
yokluk hipotezi ve almaşık hipotezi H: P(X>V)~P(V>X) ve A: P(X>V»P(V>X) 

biçiminde dile getirilecek olursa, testin tutarlı olduğu gösterilebi li r. Sk = - 2 .ln( ~) 
LLL + i 

rasla nt ı deği şkeni nin beklenen değeri A koşulu altında J..lA ve H koşulu altında J..lıı: 

varyansı ise A koşulu altında a/ ve H koşu l u altında a l·1
2 olsun. Burada 

J.lH=E(S/H)=2·m ve aH
2=Var(S/H)=4·m olduğu bilinmektedir. O < ~ ~ ı olduğundan 

n +1 

Sk = - 2 . In ( ~) şöyle yazılabilir : 
L n + ı 

~ {OL Öte yandan u= ı. 2, ... , m ve v= ı, 2, ... , il olmak üzere n ",. 
x u ~ Y, 

__ {OL X. < V,. 
ıanımlanacak olursa i - n ",. yazılabilir. H koşulu altında bu raslantı 

X u ;? YV 

değişkenlerine bağlı olarak aşağı daki bağıntı yazıl ab ili r : 

n+l-R, ~ (ı-n ,, )+(ı - n ,, )+.. .+ (ı - n ı,,). 

A koşu lu a lt ında p{ı - n \iv = ı} < ~ olu r. n+I-R~ deği şken i nin r. momenti şöyledir : 

Açık biçimde yazılacak olursa bu moment şöyle olur: 

E«n+I - R,y}= ı rı · (ı-n ,, ) "" ·(ı - n ,, ) '" ... (ı - n",,) "" 
O "0 1·· · 0 I k ı ' n · kn ' 

·p(ı - n = ı).p(ı - n = ı ) ... p(ı - n =1) 
kı k2 kn 
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Burada Okl, Ok2, ... , Okn değişken l eri, toplamları r olmak üzere, O ile r arasında 
değişir. H koşulu altında , 

A koşulu altında ise, 

olduğuna göre E {(n + 1 - R kY} değeri, biri A ve biri de H koşulu altında olmak 

üzere iki kez yazılabilir. Bu anl atımlar terim terime karşılaştırılacak olursa, 

E {(n + i - R k )' / A }< E {(n + i - R k ) ' /H } 

elde edili r. Buradan, 

E(Sk/A)<E(SI/H) ve dolayısıy l a da ~A~:ı.l. H bu lunur. Öte yandan, 

E(S/ A)=m·~A <E(S/H)=2· m, 

Var(S/A)=m·cr/. 

H koşulu a ltında ve n-oo için 2·m serbest lik derecesinde ki-kare dağılı mlı olan 
S raslantı değişken i , büyük m değerleri için 2-m ve 4·m paramet re leriy le normal 
dağı lımlı olacaktır. Dolayısı y l a homojenlik testi nde yokluk hipotezinin reddedilmesi , 
S- 2·nı S- 2· m 

> , ct ",14. ın ' u./2 ya a J 4.m < - zr:ı./2 olaylarının gerçekleşmesine bağlıdır. Burada 

Za/2 , normal dağılı m tablosunda I-o. güven aralığına göre beli rl enen kritik değerd ir. X, 

Y'den olasılıksalolarak daha büyük ise bu durumda red kararı verilebilmesi için 
S-2·nı 
:.)4.ın < Zu./ı olayın ın gerçek l eşmesi gerekecektir. Çünkü X, Y'den olasılıksalo larak 

daha büyük iken Rı, Rı, ... , Rm raslantı değişkenleri n+ l 'e yaklaşı rken Sı. S2, ... , Sın 
raslantı değişkenleri de O'a yakl aş ı r ve böylece S ras lantı deği şkeni aşırı ölçüde küçük 
bir değer olarak H ' m aleyhinde bir kanıt ortaya koyar. Bu durumu n gerçekl eştiğini 

görebilmek amacıyl a Chebyshev eşit sizliği A koşulu altında şöyl e yazılab ili r: 

Buradan 
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ı-m-m- Il -c-Fm-cr 
yazılabilir . ZU./2 = ~ f\ olduğunda 

vA· ın 
H 

S -2· ın 

~ 
< -zat! da olur ve 

redcledi lir. Buradan c=ı- Il , -Fm-..3...-- zoi, elde edi lir. ın-oj için c sonsuza gider 
crA crA 

{s - ı-m m-Il +c-Fm-cr - ı- m } {s-ı-m} 
ve ,!,i~~ P ~ < f\ ~ f\ = i ve ,!,i~~ P J4:;; < -zaf! = 1 

olur. Bu 

demektir ki , A koşulu altında n'n in yanı sıra m de sonsuza giderken H'ın redded il me 
olasıl ığı i olur. Dolayısıy la S i stat i st iğine dayalı olarak gerçekleştirilecek test asimtotik 
olarak tutarlıdır. 

6_S0NUÇ 

S i statistiği çift örneklem homojenlik testı ı çın uygun bir ölçüttür. Çünkü 
homojenlik koşulu altında Rı. Rı • ...• Rm istatistiklerinden türetilen S istatist iği 2- m 
serbest lik derecesinde ki-kare dağılımı gösterecek ve dolayıs ı y l a da 2-m yöresinde 
gerçekleşecekti r . Bu du rumda da H hi potezi kabul cd ilecektir. X ras lant ı değişkeni Y 
ras lant ı değişkeninden olası lı ksa l olarak daha küçük ise bu durumda R ı, Rı, ... , Rm 
istatisti kleri i 'e yaklaşırken S istatistiği de O'a yak l aşacak ve bu da yokluk hipotezinin 
reddcdi lcrek karşıt hipotezin kabul edilmesiyle sonu çlanacaktır. Dolayı sıyla S istatistiğ i 
çift örneklem homojenlik testi için uygun bir ölçüt olma işlev i ni görür. Böylece elde 
edilebilen S istatistiğine dayal ı olarak yapılacak çift örneklem testi benzerlerinden 
fark lı laşmaktadır. Bu fark lılık , pahal ı olduğu için ancak kıt ölçüde elde edilebilen bir 
örnekleın ile ucuz olduğu için bol ölçüde elde edi lebilen bir başka örneklemi bi rl ikte ele 
alıp homojenlik durumunu saptamaya elveriş l i olmak biçiminde dile getirilebili r. 
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A New Homogeneity Test for Independent Two 
Samples 

ABSTRACT 

Iıı this study, a ııew Iıo/Jlogeııeity test method has beeıı developed 
for two indepelidelil samples so that oııe of them is expeıısive al/d 
Jıııall whife ılze other is c!ıeap a/ld large. 

Key WQrds: Two-sample Locatioıı Problem, Maıııı-Whitııey· Wilcoxaıı 

Test, Liııear Placemeııt. 
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