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3-Boyutlu 6klid uzayinda bertrand egriler ve bishop c¢atisi

Melek Masal ', Ayse Zeynep Azak 2*!
oz

Bu caligmada 1975 yilinda L. R. Bishop tarafindan tanimlanan Bishop catisina ait egrilikliklerin
geometrik anlamlari verildi. Daha sonra 1850 yilinda Bertrand’in tanmimladig Bertrand egri ciftlerinin
Bishop vektorleri arasindaki bagintilar elde edildi. Ayrica bu Bertrand egri ¢iftlerinin paralel egri olmast
durumunda bazi ilging sonuglar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Bertrand egriler, Bishop catis1, Frenet catis1, Oklid uzayz, paralel egriler

Bertrand curves and bishop frame in the 3-dimensional euclidean space

ABSTRACT

In this paper, the geometric meanings of the curvatures belong to Bishop frame, which was defined by
L.R. Bishop in 1975, has been given. Afterwards, the relations between the Bishop vectors of Bertrand
curve couple, which Bertrand defined in 1850, has been obtained. Furthermore, some interesting results
have been found when these curves become parallel curves.
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1. GIRiS INTRODUCTION)

Asli normalleri paralel olan egriler Bertrand
tarafindan Bertrand egrileri olarak tanmimlanmistir
[4]. Son yillarda, Bertrand egrileri bilgisayar
destekli geometrik tasarimlarda (CAD) ve
bilgisayar destekli tiretimlerde (CAM) 6nemli bir
rol oynamaktadir [16,19]. Bu Oneminden o&tiirii
Bertrand egriler geometriciler tarafindan farkli
uzaylarda c¢alisilmistir [2,3,8,12,14,17,20]. Diger
yandan paralel vektor alanlarma bagli olarak
1975 yilinda egrilerin alternatif veya paralel catisi
olarak adlandirilan Bishop c¢atisi, Bishop
tarafindan tanimlanmis [5], boylece geometriciler
bu cati sayesinde Frenet catisinin
tanimlanamadig1 durumlar igin (6zellikle egrinin
ikinci tiirevinin sifir oldugu durumlarda) alternatif
bir cat1 olarak Bishop catistm kullanmaya
bagladilar. Bishop c¢atis1 ile 1ilgili yapilan
makalelere oOrnek olarak [1,6,7,9,11,13,19,21]
verilebilir.

Bizim bu c¢alismamiz ise iki kisimdan
olugmaktadir. Birinci kisimda Bishop
egriliklerinin, Frenet egriliklerine benzer olarak,
geometrik anlamlar1 ifade edildi. Ikinci kisimda
ise Frenet catisina gore tanimlanan Bertrand egri
ciftlerinin Bishop vektdrleri ve yay parametreleri
arasindaki bagmtilar ile Bertrand egri ¢iftlerinin
paralel egri olmast durumunda egrilikleri
arasindaki bagmtilar elde edildi.

2. ON HAZIRLIK (PRELIMINARIES)

E’ de s yay parametresi ile verilen regiiler bir C
egrisinin  Frenet ve  Bishop  bilesenleri
{T,N,B,x,7} ve {T,N,,N,,kk,} olmak iizere
C egrisinin s yay parametresine gore Frenet ve
Bishop formiilleri, [5]

T'=xN

N'=—«xT+1B (1)
B'=—tN

ve

T"=kN,+k,N,

N/ kT )
N, =-k,T
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dir. C egrisinin Frenet ve Bishop bilesenleri
arasinda

r=C'
N =cosdN, +sinON, 3)

B =-sin@N, +cosON,
Ve
N,=TAN,, z(s)=6'(s),

- - 4)
K(s) =+lk " (8)+k,"(s).

bagintilar1 vardir. Buradan,
k,(s) = k(s)cos O(s)

Lo 5)
,(8) =x(s)sinO(s)

Eger C ve C°
noktalarinda teget vektorleri paralel ise (C,C")
egri ciftine paralel egri cifti denir. [16].

uzay egrilerinin karsilikli

3. BISHOP CATISINA GORE
EGRILIKLERIN ANLAMI (MEANINGS OF
THE CURVATURES ACCORDING TO
BISHOP FRAME)

E’ de bir C egrisinin Bishop bilesenleri
{T,N,,N,,k,k,} ise C egrisinin Bishop gatisina
gbre normal uzayr onun T teget vektor alaninin
ortogonal kompleman1 7" dir. Buna gore

T ={X e E|(X.T)=0}=5,{N,N,}.

C egrisinin Bishop catisina gore rektifiyan uzayi
onun l.normal vektdr alam1 N, in ortogonal

komplemant N,* olup
N ={X e EY|(X,N,)=0} =5, {T,N,} .

C egrisinin Bishop catisina gore oskiilator uzay1
ise onun 2. binormal vektdr alanmin ortogonal

komplemant N,"
N, ={xe E'|(X,N,)=0} =S, {T,N,}.

C egrisi E° de (I,a) koordinat komsulugu ile
verilsin. o egrisini s, € I nim bir komsulugunda
Taylor serisine acarsak
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2

a(s) = a(0)+s.0/'(0) +%a”(0)
3 (©)

S
+—a"(0)+...
P 0)

dir, burada s,=0 alinmustir.

a(0) noktasindaki

{T,, Ny, Ny, kg, kyy} ise sel yay parametresi

Bishop bilesenleri

olmak iizere, (2) den
a'(0)=T,
a"(0)=ky Ny + kyy Ny,
" (0) ==(kiy + k3 ) Ty + Kio N, +hiy Ny
(7)
elde edilir. (7) denklemleri (6) da yerine yazilirsa

a(s):a(0)+(s—(k120+k220)%+...jT0

s s,
+(?klo+zkm+... Ny, ®)
s? s,
J{?kzo +Zk20 +... [Ny
bulunur. s,=0  noktasimn  bir e>0

komsulugunda & un ¢ok kiiciik bir degeri i¢in
s#0, s=5"=s"=.....=0 olsun. Bu durumda

a nm bir & pargast, (8) den
a(s)=a(0)+sT,

olur. Bu ise bize « egrisinin en iyi lineer
yaklagimini verir.

Simdi ise s,=0 noktasmin Oyle bir &£>0
komsulugunda egrimizi ele alalim ki,
s#0, s°#0, > =s*=...... =0 olsun. Bu

durumda o nin bir & pargasi, (8) den,

~ S2 SZ
a(s)= a(O) +5T, +?k10N10 +?k20N20

bulunur. «
yaklagimi denir.

egrisine «  egrisinin Bishop

Buradan &, =0 olmasi halinde egrinin {7}, N, }

m gerdigi alt uzayda, k,,=0 olmast halinde
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egrinin {7T,, N, } n gerdigi alt uzayda, k,, =0 ve
k,, =0 olmas1 halinde egrinin bir dogru (teget

dogrusu) oldugu sodylenebilir. Boylece asagidaki
teorem verilebilir:

Teorem 1. E° de bir C egrisinin

i) Birinci Bishop egriligi sifir ise egri Bishop
catisina gore rektifyan uzayda yatar.

ii) ikinci Bishop egriligi sifir ise egri Bishop
catisina gore oskiilator uzayda yatar.

iii) Birinci ve ikinci Bishop egrilikleri sifir ise
egri teget dogrusu ile ¢akisiktir.

4. BERTRAND EGRILERi (BERTRAND
CURVES)

Yay-parametreleri s ve s olan C ve C” birim
hizli regiiler egrilerinin Frenet bilesenleri

{T,N,B,x,z} ve {T*,N*,B*,K*,T*} , Bishop
bilesenleri {T,N,, N,k k,} ve
{T*,Nl*,Nz*,kl*,kz*} olsun.

Tanim 1. C ve Cegrilerinin asli normal

vektorleri lineer bagimli ise (C, C*) egri ciftine
Bertrand egri ¢ifti denir. (C, C*) Bertrand egri
cifti ise,

C(s)=C'(s)+ AN (s")  ve A=sb dir.

(C , C*) Bertrand egri ciftlerinin tegetleri T ve T~

arasindaki a¢1 « ise

T cosa 0 sina || T
Nl=l o 1 o ||~ 9)
B —sinaa 0 cosa || B®

yazilabilir.

Ayrica (C,C*) egri ciftinin Bertrand egri ¢ifti
olmasi igin gerek ve yeter kosul 4,4, € R i¢in
Ax+ A7 =1 olmasidir, [10].

Teorem 2. (C, C*) E’ de Bertrand egri cifti ise

Bishop vektorleri arasinda
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T" =cosal +sinasin@N, —sina cosON,
N =(-sin@" sina)T
+(cos @ cos @ +sindsin0* cos) N,
+(sin@cos@” —sin&" cos@cos )N,
N, =(cos@ sina)T
+(sin@" cos@—cos§" sinfcos )N,
+(sin@" sin@+cos@” cos@cos )N,
bagntilart vardir.
Ispat. (C, C*) E’ de Bertrand egri gifti ise (3) ve
(9) esitliklerinden
7

1 0 0 cosa 0 —sina
N |=|0 cos@" —sin@" || 0 1 0
N, 0 sin@" cos@ |[sina 0 cosa

1 0 0 T
0 cos@ siné || N,
0 —sinf cos@ || N,

elde edilir. Buradan

T" =cosal +sinasin N, —sina cos ON,
N =(-sin@" sina)T
+(cos @ cos @ +sinGsin 0* cos) N,
+(sin@cos " —sin&" cos@cosa)N,
N, =(cos@ sina)T
+(sin@" cos@—cos§" sinfcosa)N,
+(sin@" sin@+cosO” cosfcos @) N,

bulunur.

Sonug¢ 1. (C,C*) Bertrand egri ¢ifti aym

zamanda paralel egri c¢ifti ise Bishop vektorleri
arasinda,

7 [u 0 0 T
N, |=| 0 cos(@" —ub) —usin(@" —ub) || N,
N, 0 sin(@" —uf) pcos(6"—ub) || N,

bagintilart vardir. Burada

3 +1,
H= 1

duir.

a =0 icin

a =7 igin

Ispat. (C, C*) Bertrand egri ¢ifti ayn1 zamanda

paralel egri ¢ifti ise & =0 veya o = 7 dir.

Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstittisii Dergisi, 21 (6), 1140~1145, 2017

Bu durumda Teorem 2 den C ve C* Bishop
vektorleri arasinda

T" =ul

N =cos(0" — u@)N, — usin(0" — u6)N,
N," =sin(6@" — uO)N, + prcos(60" — u6)N,
esitlikleri elde edilir.

Teorem3. (C ,C *) Bertrand egri ¢ifti ise

cosad—s*zl—l/c*
ds

dir. Burada A sabittir.

Ispat. (C ,C *) Bertrand egri ¢ifti ise
C(s)=C*(s*)+/1N*(s*), A =sb’d.

Bu esitligin her iki tarafinin s* a gore tiirevi
alinirsa, (2) den,

T% =(1-A&)T" + (A7 sin 6" )N}
s

+(A7" cosO")N,

(10)

elde edilir. (10) denkleminin her iki tarafinin 7™
ile i¢ carpimi alinirsa,

cosad—s*zl—i/(*
ds

elde edilir.

Buradan asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonuc 2. (C ,C *) Bertrand egri ¢ifti ise
s +e = Icos ads + /1"‘ K'ds’
dir. Burada ¢, integrasyon sabitidir.

Teoremd. (C,C") Bertrand egri gifti ise

. ds .
sinag— = Ar
ds

dir. Burada A sabittir.
ispat. (C,C') Bertrand egri cifti ise (10)

denkleminin her iki tarafinmm N; ile i¢ ¢arpimm
alinirsa,
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S *
—=A7",
ds

elde edilir.

Boylece asagidaki sonucu verebiliriz:

sina A=sb

Sonuc3. (C, C*) Bertrand egri ¢ifti ise
A0 +¢, = [sina ds
dir. Burada c, integrasyon sabitidir.

TeoremS. (C, C*) Bertrand egri cifti paralel egri

cifti ise

. ds . ds
K =—yx$ Ve T = Ur—;
dir.

Ispat. (C, C*) Bertrand egri ¢ifti oldugundan
N = N"alinabilir. Her iki tarafin s* a gore tiirevi

alinirsa, (1) ve (3) denklemlerinden

bt
ds ds

-k'T"—7"sin@ N, +7" cos@'N,

—K sin@N, +Td—iCOS ON, =
ds

elde edilir. Sonuc 1 den

ds . ds
- Ve T =uT

K =—ux
# ds ds”

bulunur.
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