DOGRUSAL FARK DENKLEMLERI (%)

Tuncer BULUTAY

Bu calismamizda dinamik iktisat tahlilinde &nemli bir yer tu-
tan dogrusal fark denklemleri tizerinde durmak istiyoruz,

Dort kisimdan ibaret bulunan incelememizin ilk kisminda bazi
tanumlar vermekte, genel kavramlar iizerinde durmaktayiz.

Bir fark denkleminin genel cozumi, homojen coziimle, 6zel co-
zumin birbirlerine eklenmesi yoluyla elde edildigi icin, calismami-
zin ikinci kismina konu olarak homojen esitligin coziimiinii aliyo-
ruz.

Uglincii kisum fark denklemlerinin &zel ¢oziimiinii kapsiyor,

Son kisimda, genel coziimiin bir arada goOsterilmesine imkan
verdikleri i¢in, teorik ve iktisadi ozellklerini fazla incelemeden, iki
iktisadi dalgalanmalar nazariyesini misal olarak veriyoruz.

I

Isminden de anlasilacag uzere, fark denklemleri farkliliklarin
bahis konusu olduklar: bir bagintiy; ifade etmektedirler. Bu ba-
kimdan, fark denklemi, bagimsiz degiskenle fonksiyon ve bu fonk-
siyonun bir veya daha fazla farkliliklar: arasindaki iliskiyi goste-
ren bir esitlik olarak tanimlanabilir.

Bl Lt En) oo B Ch) N h o + F CEENAC ==t (1)

seklinde yazilabilen bir fark denklemindeF e e L S O e e

= ! |

(*) Bu calismay: okuyup, faydali tenkitlerde bulunan kardesim Attila Bulutay’a

tesekkiir ederim,
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ca t nin fonksivonu iseler (Y(t) nin fonksiyonu degilseler) bu
esitlik dogrusal fark denklemidir. (1).

Mesela,

Y(t+2) — 5Y(t+1) = 4
dogrusal bir fark denklemi oldugu halde,

Yt¥i(t+2) — (Y)12 = 3
dogrusal bir fark denklemi degildir.

Katsayilar1 sabitlerden meydana gelen dogrusal fark denklemi,
sabit katsayili dogrusal fark esitligi adini alir, Genel olarak

a Y(t+n) | ra Ml Ra—Tt oo+ a Yi(t) =86ty (2)

seklinde gosterilebilen sabit katsayili dogrusal fark esitliginde
f(t) nin sabit olmasi gerekliligi voktur,

3Y(t+4+2) — Y(t+1) + 4Y(t) = 3
Yilt41) — Y(t) = 3%
denklemleri, sabit katsayili dogrusal fark esitliklerinin ornekleri-
dirler.
Yukarda gosterilen (2) sabit katsayili dogrusal fark esitligi-
nin sag tarafinda f(t) nin yerine sifirin yer almas) sabit katsayili
dogrusal homojen fark esitligini ortaya cikarir. Yani

a Y(t+m) -t a YCt-En—19 o0 e e (T ) eay

denkllemi, (2) de genel formiilii verilen sabit katsayali dogrusal
fark esitliginin homojen formudur.,

Bir fark esitligi icersinde bulunan en biiyiik fark, o esitligin
sirasini gosterir., Boylece, esitlik tasidigi farka gore, birinci sira,
ikinci sira, v.s. fark esitligi adim1 alir, Asagidaki denklemlerde, pa-
rantez icinde siralari gosterilmistir:

IY(t+3) + 2Yi(t+2) — 4Y(t+1) + Y1) = 3 .. (sira 3)
Y(t+19) —Ni(t) = 3a (sira 1)

Biz, bu calismamizda valnizca sabit katsayili dogrusal fark

(1) Samuel Goldberg, Introduction to difference equations, s. 53-54.
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lenklemi iizerinde duracagiz. Bu denklemin c¢oziimiinii elde etmek
cin, bahis konusu esitligin sag tarafim é;fn*-a esit kilmak suretiyle
slde olunan homojen esitligin coziimii ile, denklemin sag tarafin-
laki fonksiyonun mahiyetine gore bulunacak 6zel ¢oziimii birbiri-
1e eklemek gerekecekitir.

Evvela hmjm esitligin ¢oziimii iizerinde duracak, sonra
szel goziimii incelemeye calisacagiz.

11

1. HOMOJEN ESITLIGIN COZUMU :

Yukarda tanmmm verdigimiz homojen denklemin g¢oziimiinii
lde etmek icin Yt=xtyi deneyecegiz. Bunun kullanilmas) halinde
(3) numarali formiil su hali alir:

N S MR L e R R Fgxt =0
o | n
xtifa xB 4o xPrlog oo L i) =)
[ i n
et o, 5 e Lol Sl W i 1+ a =)
e | - n :

Yardime1 ya da karakteristik adimi  alan bu esitligin  kokleri
3) iin coziimiinii vereceklerdir. Boylece, ¢oziim

e T G BT e = B G et

seklinde gosterilebilecektir. (2)

M i
2) Bu coziimde C , C  gibi sabitlerin yer almasini ispatiamaliyiz.
1 n
Y(t+2) + AY(t+1) + BY(t) = O
esitlifini alalim. Ispathyacagimiz husus, xt ve xt yukarnki denklemin g¢ozu-
C t L :
mii ise E. II -+ '[:1 xi nin de bu esitlifin cozumii oldugudur. Yani, asag-

daki esitligin bir Gzdeslik oldugunu gostermeliyiz,
(C x #+24+C xt+2) 4+ A (C x t+14C xt+1) + B (C x t4+C xt) = O
2

T 1 3 Rt 2 [ 2. 0d
C (xt+2 4 Axt+i | Bxt) +0 (xt+2 4 Axt+l 4 Bxt) = O
i [ . [ [ 2 2z F 4
parantezdekiler baslangictaki faraziye geregi (xt ve xUnin c¢oziim oldukla-

1 P
r1 faraziyesi) sifira esittirler. O halde, yukarki esitligin bir ozdesligi ifade etli-
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- Bu soylediklerimizi, ilk ©nce birinci sira, sonra ikinci sira
dogrusal homojen fark denklemlerini inceliyerek, uygulamaya ¢alr-

sacagiz (3).

A. Sahit katsa}-ﬂh blrinc:l sira dogrusal humﬂ]en fark denklemi:

S sira bir fark e5lthg1 icinde anc:ak bir fark bulunrdura-
caktir. Genel olarak, bahsi gecen denklem su sekilde gosterilebilir:

MR AY () — 10 7 T (4)
Coziimde yukarda anlatilan usul u}rgu]a,rﬂatca.kﬂr. Yi(t) = xt yi
kullandigmuzda (4) su seklli alir :
ghapt e Arxt = 0
—g

:-s:;-f—l

B:oylece cq:thgm ¢coziimii (sabiti de nazara alma.k g&rekEQEg igin)
asagrdaki sekli alacaktir : |

Y(t) = C At
Iki misalle bu ¢oziimii aydinlatmaya calisalim :

Misal 1.
Y(t+1) — 4Y(t) = O
X — 4 — i
X = 4
Y(t)i=C 4
Misal 2.
Y(t4+1) + 3Y(t) =30
X i s e _Ne)
X = — 3

Y(it) = C (=3)

gi gosterilmis olur. Boylece, C xt 4 C xt ikinci sira fark esitlifinin co-
. LT i
zumiinii ifade eder.
Ayni yolla n sira bir fark esitligi icin ispatlama verilebilir. .
(3) Ugiinecii ve daha yiiksek sira esitliklerde benzer bir yol u}'gulanm-aktlr Fakat
bu esitliklerin yiiksek derecesi dolayisiyle ¢iziimiin elde edilmesi glicligii arta-
caktir,
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B. Sabit katsayili ikinci sira dogrusal homojen fark denklemi:

Icindeki en biiyiik farkin. iki oldugu fark esitligi bahis konu-
sudur burada. Birinci sira fark esitliginde oldugu gibi, burada da
yardimer (karakteristik) bir esitlik bulmak yoluyla cozime ulasi-
lacaktir. ikinci sira esitlik su sekilde gosterilebilir :

YVi(t42) S AY(EF1) +BY(E) =0 i (5)
Y(t) = x* kullanalim. Sozii edilen (5) numaral deaklem su sek-
i alir:

Kt+2+A:{t+1—i—B!{t:-=
x* (x* + Ax+B) =0

Boylece bulunan, x2 4+ Ax + B seklindeki yardime: esitligin kok-
leri elde olunarak ctziime ulasilir,

Elde olunacak c¢oziim koklerin degerine dayanacaktir. Bunun
icin kok degerlerine gore, farkly haller ayirip incelemek uygun dii-

secektir.
a) Koklerin gercek ve ayri olmalari (A2> 4B) hali :
Bu halde coziim

Y(tF="C —x e C: Kzt

seklinde ifade olunacaktir. (4) iki misal verelim :

Misal 1.

Y(t+2) — 5Y(t+1) + 4Y(t) = O
) G R 0 i =)
p i —— S Rumepi]
Y(t) =C xt + Cxt=C 1t C 4 =C + C 4t
i AL 1 2 = 2
Misal 2.
Vit E29 L Y L) —6Yi(t) = 0
i S e e e L = 0
X = —2 AT
I 2
Yi{t) = G (=29 + € 3t
1 2

(4) C ve C sabitleri, Y Y  baslangic degerleri verildigi takdirde bulunabilir,
' & © 1
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b) Koklerin gercek ve birbirlerine esit olmalar:i (A = 4B)

hali:

Bu halde ¢oziim

Yilt)e =€ ot iCe txt = (€ .+ € ) x*
' 2 1 2

seklinde ifade edilebilir. (5) (6) iki misal verelim : '

Misal 1.
Y(t+2) — 6Y(t+1) + 9Y(t) = O
KE e 6x --]— Q :0
R e N s e |
1 2
Vi@ = C 8L )G % e e
1 _ 2 I 2
(5) Kokler birbirlerine esit olduklam takdirde Y(t) = txt nin bir ¢oziim oldugu-

(6)

nu gostermege cahisalim : ..
Y(t+2) + AY(e+1) + BY(t) = 'l]'
Bu denklemde Y(t) = 1xt yi kullanarak su esitlie ulasirz:
(t42) xt+2 $ o A(t+1) xt+1 - Bixt = O ... ... (K)

Bu esitligin bir ozdeslik oldugunu, yani denklemin sol tarafimin sifira esit bu-
lundugunu géstermemiz gerek. (K) soyle yazlabilir

txt+2 4 2x t4+2 L Apxt+l - Axt+1 L Bixt = O
txt (x2 4 Ax + B) + x +12x + A) = O

X, yardimer esitligin kokii oldugu icin ilk parantez sifira esittir. Ikinei derece
bir esitligin kokleri toplami, x in katsayisinin %2 nin katsayisma béliimiiniin
eksi igaretlisine esit olacagr icin, incelemekte oldugumuz esitlikte (—A) iki
kokiin toplamimi verecektir. Fakat, x kik oldugu, ve kokler birbirlerine esit
bulunacaklar igin (2x) de iki kékiin toplamina esittir. O halde, ikinci paran-
tez de sifira esittir.

Boylece, (K) nin bir Ozdeslizi ifade ettigi, yani sol tarafimin sifira esit
bulundugu gosterilmis olur, Y(t) = txt nin bir ciziim oldugu da ortaya eik-
mis olur,

Uglineli derecede bir yardimes denklemin koklerinin birbirlerine esit bulunma-

lar1  halinde, ¢oziim, Y(t) = Cxt + C txt 4 C 25t olacaktir. aha
1 - -
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Misal 2.

Yilt+2) -+ 2¥6E4+1) + Y(1) =
R e e e

s ey S i ]
1 2

) =€ (1t ¢ (1) '= (€ +C 1) (1)

QO

c:) Koklerin loammag.xk (kﬂmplaka) olmasi (A% < 4]3) hali :

Bu halde, yardimc: esitligin kokleri karmasik say1 (7) olacak,
gozum su sekilde ifade olunacaktir; |

Y(t) = C (x+iy)t -+ C (K——‘l}’)t
Bunun diger bir -ifade:s*.[ de
Y(t) = Ar* Cos (€t — B) dir. (8) Iki misal verelim:

(7) Bilindigi gibi, ikinci derece denklemlerde b2— 4ac < 0 oldugu zaman kok-
lerin karmasik say: olarak ifade edilmeleri zorunlulugu vardir. Bunun igin (1)
ile ifade olunan hayali rakamlardan yararlamilir. (i2 = —1 dir.) Boyle bir
denklemin kokleri x + wi, x — vi seklinde ifade olunabilirler, (burada x ve ¥

gercek sayilar, i hayali sayiyr ifade eder.) x + yi ve x — yi sayilar ]:11-!}11*1::-
rine esleniktirler. (Complex conjugate)

(8) Bu sonucun ¢ikarilmasinda trigonemetri ve Karmagik' sayilar iizerine yazilmis
kitaplarda bulunabilen asaiidaki formiillerden yararlamilmagtir:
X vi=r (Cos = -+ iSin & )
X —yi = r  (tos ——— iSin = )

eiﬂ' = Cos = 4 iSin &
e 16 = Cos & iSin =
(Cos = 4+ iSin =)0 = Cos n & 4 iSin ns
Cos (x—v) — CosxCosy + SinxSiny
Su islemler yapilmustar: .
I E1 (x+¥vi)t + C (x—yi)t
2

[r (Cos =+ iﬁin{*}}}t + -G [r Cos &a — iﬁin%)]t
2

=1t [C (Cos= + iSin &yt + 1t [C (Cos S — iSin S)! ]
1 2
= 1t [C (Cost= +iSint==)] + rt [C (Costes — i Sin pe=
1 2
=t [(C +C ) (Cost @) +i (C
| P 1

C +C =A ,i(C —C ) = A dersek yukardaki esitlik su hali alr:
1 2 1 1 z 2
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Misal 1. (9)
Yl £2)0 Y =0
£ + 1 = 06
a‘t = — 1 = j2
a = —i g
. 1 2 -
i = D + 1i seklinde gnatenlebﬂdlgl Iein x'= 0, v = 1 dis
Cozim su sekilde yazilabilir :
Yi(t) = C (i)t + C (i)t .
Ikinci sekil bir 1fadeye ulaglmalk icin su 151&111!&11111 yapilmas: ge-
reklidir:
r =2\ %%+ y2 = 1
I .Sj-n@:yml _ Sin e =1
rCos® = x =0 Bos e — )
¥
tan 9" = = &
: X
" - - TE
Siniisii 1, Kosiniisii O olan aci olarak = = — alinabilir. Su halde,
ikinci sekilde ifade soyle olacaktir. 2
Y(t) = rt.[A (Cost®) +-A (Sin t8)] cooovroioiivorermronnnns. (M)
2
AT = A Cos B ""_-:1 = A Sin B diyelim
i - ' Az
A = [ A2 | AZ e LN HBg—C = elde edilir.
A2 A

Bunlarin kullanilmas: ile (M) su sekh alir :

A=yl [Eﬂat—A’CUEB—I—Smté}i’tbmﬂ]
=Art (Cos t @ Cos B + Sin t & Sin B)
= Art Cos ( t & — B)
Not: ﬁh1' 3 .&1 (A) ve B nin degerleri 'Y , Y = aihi baslangic degerlerin-
o 1
den elde edilir. x=r Cog == ¥y = r Sin % olduklar i¢in r ve = nin degerleri,
x ve y den cikamilabilirler.

Yukarki esitliklerden su sonueclar kolaylikla elde olunabilirler:

-r:\./;xﬂ—[-}rﬂ - - d

o o —

B 2 F B E B LT s L e
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Y (= A (s Eos (i B)
| 2
: g4
=" L QesA—" i By
i
Misal 2. (10)
Yi(t+2) — 2Y(t+1) + 2Y(t) = O
a® — 2a + -2 = 0
e ST Y T
1 G 2
=20, =t ;
Y(t) = (:1 (1 4+ 1)t + 11:1 (1 — 1)t

Diger sekilde bir ifade icin su i$]em1-er- yapilmalidar :
eV GhE D LR S | =vV2 tanS =1

oy 4 JL
olarak almabildigi ¢cin € = — seklinde
4 4

Tanjant1 1 olan aci
vazalabilir.

Boylece, ikinci sekil soyle ifade edilebilir :

Y(t) = A (\/2)t Cos (t = — B)
| 4

111
Yukanda da isaret olundugu gibi sabit katsayili fark esitligi-
nin genel ¢bziimiine ulasmak icin, homojen esitligin ¢oziimii ile
ozel coziimiin birbirlerine eklenmesi gerekir, Yukarda homojen
esitligin ¢oziimii incelendigi icin, simdi o6zel ¢ozuimiin bulunmasi
‘konusu incelenmeye calisilacaktir,

Sabit katsayili fark- esitliginin 6zel c¢oziimii, .denklemin sagin-
da yer -alan fonksiyvonun mahiyetine gére bulunur, Bunun ¢ikarili-
sint, once birinci sina, sonra. ikinci sira esitlik tizerinde durarak
gormeye calisalim :

(10) Bu misal igin bak, R.G.D. Allen, Mathematical Economies, (S. 194)
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A. Sabit katsayilr birinci sua fark esitligi :

Bu esitlik su 33‘1@1{1& gosterilebilir :
N I ANl (6)
Burada A ve B sabittirler.

Bu denklemin 6zel coziimiinii asagidaki formiil ifade eder: (11)

1—At A et
B ise
(L) = AR
Misal.
Nr T — Y = 2

Burada A = 3 B = 2 olduklan icin 6zel ¢bziim su sekilde ifade
olunabilir : _
cunia] s 3t
Ylt) =

1—3

Genel coziim ise
1-—3t
Yty =a( 3 et
v 1—3

seklinde gosterilebilir.

B. Sabit katsayili ikinci swa fark esitligi :

Bu esitligin ozel ¢ozimii, denklemin sag tarafinda yer alan
f(t) fonksiyonunun mahiyetine dayanacaktir. f(t) nin aldigr baz
cesitlere gore, 6zel ¢bziimii, bu halleri ayr1 ayn inceleyerek bulmi-
va calisalim :

"11) Bu formiil su sekilde elde olunur: t = o degerini verirsek (6) su sekli
ahr: Y(1) = AY(O) + B

t ye 1, 2 degerleri verilerek séyle devam olunabilir:
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1. f(t) nin sabit olmasi hali :

Bahsi edilen sabiti (L) ﬂe gustenr%k ozel coziim su sekﬂdu
bulunabilir :

i
=
T O e et s B
a ,a ,....a esitligin katsayillaradir. (12)
o 1 n ;
Y(2) = AY(1) + B = A (AY (0) + B) + B
—_XIY (0) - AB £ B
Y(3) = AY(2) + B = A (A2Y (O) + AB + B) + B

— A3Y (0) + A2B + AB + B

Bu isleme t ye kadar devam edilirse,

Cl) =N At AR S T e T
elde olunur. | .
Sty = 1L + A + Ad 4+ ..o o Al diyelim
AS(t) = A + A2 + A3 4 . + At olur,
S(t) —As(t) = 1—At S(t)y (1 —A) =T — At
1.— At
Sty = ———— elde olunur,
L — A
Boylece
1 —At
VI o Pt R i (18 ) - efer A F= 1 ise
o
Y (t) = Y(0) + Bt efier A = 1 ise

Y (0) verine sabiti ifade eden € nin konulmasi halinde

1 — At .

Y(t) = CAt + B — eger A F= 1 ise
1 — At

=1 + Bt eger A = 1 ise

elde olunur.
Bu formiil sabit katsavili birinei sira fark esitliginin genel coziimiinii ve-
recektir. Yukarda gosterildigi gibi CAt homojen esitlifin ¢bziimii  oldugu igin
I'#
1 — At

B As== ]
N (= 7 |
(1) =

B A=

A
bahsi gecen fark esitliginin dzel ciziimiini  ifade eder.

(12) Incelemekte oldugumuz esitlik asafrdaki sekilde yamlabilivr:
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Misal.
Mil£1-2) — OVt = 5Vt = 16
16 '
| L
1 —2 + 5

Bu ozel ¢ozim, yukardaki denklemin homojen esitliginin ¢OZU-
miune eklendiginde genel ¢oziime ulasilir. *
Burada, @ , a ., ...... , & mnin toplaminmn sifira esit crkmasi

1 n
halinde, k nin kullanilmasmin bizi ¢oziime ulastirmiyacagina isa-
ret etmemiz gerekir. (13). Boyle bir durum belirdiginde k min de-
gil kt nin kullanmilmas: zorunlulugu vardir, Mesela
Y(t+2) + 3Y(t+1) — 4Y(t) = 8

denkleminin 6zel coziimiinii elde elmeye cahistigimizda ki yi kul-
lanmaliyaz. Esitlik su sekli alir -

k(t+2) + 3k (t+1) — 4k(t) = 8

3
Sk= 8 k = ——
5
8 .
Boylece, kt = — t &zel coziim clarak bulunur. (14)
5
: ¢
e L B L g T e B [ 9 P
o 1 n
Y(t-+n), Y(14+n—1), Y(1) yerine k koyahm, Yukardaki denklem su hali alr:
T ) L P R e e R ] e
o 1 n
E-(a=thoa s Srale e T
o 1 n
L
fd et
B o g ol s + a

(13) Mesela,
Y(t+2) + 3Y(t+1) — 4 Y(t) = 8
esitliginde k -+ 3k — 4k =Ra
==k
gibi anlamsiz bir durum ortaya cikacaktrr,

(14) kt nin kullamilmasinda da anlamsiz bir durumun ortaya cikmas: halinde ki2 yi
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2. f(t) nin A* (A sabit) olmas: hali :

Bu halde Y(t)=C A! nin denenmesi ile oze] goziime v-:;mlm-aya
galisilacaktir. (15) Bunu bir misal ile aciklamaya ¢alisalim :

Yi(t+2) — 3Y(t+1) + 2Y(1) = 4

Y(t) = C4* yi koyalhim. Esitlik su sekli alir :
C4t+2 —_3C 4t+1 4 204t = 4t
C4* (42 — 3.4+ 2) = 4

(4 =34 £2) =T

1 el

'C T e i
M ae 40 6

1
Boylece, bahsi edilen esitligin 6zel ¢ozumu Y(t) = —— 4* olar
rak bulunur. (16) 6

denemek gerckecektir. Biylece, kt" nin denenmesine kadar gidilebilir. (Bak,
W. J. Baumol, Economic Dynamies, (S, 182-187)

(15) Bir sabit olan (A) nin yardimc esitlizin kiklerinden birine esit olmas: halin-

de Y(t) = CAt nin denenmesi bir sonug vermiyecektir, 5 i [ o Ct At nin de-
wenmesi zorunlulugu ortava cgikacakur. Mesela,

Y(i+2) — 3Y(t+1) + 2X(1) = at
denkleminde, Y(t) = Cr 2t yi kullanmamz gerekecektir. Bunun kullanilmas

halinde, yukardaki denklem gu hali alacaktir:
C(t4-2) 2t+2 — 3C(t-+1) 2t+1 4 2C12t = 2t

C 2% (4t - 8 — 6t — 6 4 2t) = O
" 1
A G C = ——
2

}
Biylece, Y(t) = —— t 2t yukarki denklemin ozel ciziimii olarak buluna-

eaktir. 2
Homojen esitligin ¢izinmiinde Gt At seklinde bir sonue ortayva akug take
dirde Y(t) = Ct At nin denenmesi de yetmiyecek, bu seler Y(t) = Ci2 At

nin kullamimasi gerekecektir.
(16) Goruldiigii gibi, ozel ciziimiin elde edilmesinde siyle bir formil kullanilmastir
At
A2 3A 4 2
tayin olunmustur, Bu kullanisi ilham eden yol sovlece gosterilebilir: (Bak, R.G.D.
Allen, Ad, Ge. Es. 8. 194)

i g e e DI | el O S + a vazalim,
o | M

~ Bu formiilde paydamin derecesi, fark esitliginin derecesince
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3. f(t) nin t olmas: hali:

Fark ﬁﬁ_itli%iﬂ&n éﬁg tarafinin t° _3{.31(1111(1#3 olmas: halinde, ﬁzel
cozum,= = ¥(t) — A LA -t | . . + A t" nin denemesi
o e | ;

ile elde olunacaktir. (17) Bir misal ile bu soylediklerimizi acikla-
maya c¢alisalim : . | =

Y(t+2) — 3Yi(t+1) + 2Yi(t) = t2
Bunun homojen esitliginin ¢6ziimii su sonucu verecektir :

Xt = C il

1 2
Ozel ¢oziimii bulmak icin Y(t) = A + A t 4+ A t2 yi dene-
o 1 # |

memiz lazim. Ama, bu, homojen esitligin ¢oziimiinde mevcut olan
(C ) gibi bir sabit tasidigr i¢in, t ile carpilma zorunlugu var-
1 . :

dir. Boylece, deneyecegimiz formiil su sekilde olacaktir :

Yithr= A +t + A t5 A 45
1

o 2
Bunu yukarki denklemde kullamirsak su esitlige ulasiriz:

A (t+2) 4+ A (t+2)% + A (t4+2)% —
o 1 5

JTA (t+1) + A (t+1¥ + A (t+1)° ]
o 2

3
A e s e B e
o a 1 4

Zorunlu hesaplar yapildiktan sonra su sonuc elde edilir : '

L
(E, EY(t) = Y(t+1) seklinde tamumlanmaktadir. Boylece, Y(t+2) = E2 Y(1),
Y(t+n) = En Y(t) seklinde ifade olunabilir.)

Fark denkleminin senel formiiliinii verelim :

R 6 U B o o [ Y [ e e e Xty = )
o i 1 n
a B YIeE) g T EN=1 () T +=a X (t)yr= E£(t)
Q 1 n :
Y(t) [ a R s e B e -+ a ] =
o 1 n

parantez icindeki deger F(E) oldugu icin sivle devam olunabilir:
07 £ S N I T
f(t)
b=

F(E)
(17) Ozel goziimiin homojen esitlifin ciziimiindeki terimlere benzer terim Lasimasi
halinde denedigimiz Y(t) yi t ile carpmamiz gerekecektir.
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C=a3h 2 P C— 2K T SA Tyt 08A FA Ay
. i : 1 2 P 1 Q

|
Boylece, —3A =1 A =
x 2 3
1
—2A + 3A =0 AT '
3 e 2 1 . 2
i3
B =8 0 AL dir.
2 1 o | o 6
| 13 1 1
Ozel ¢oziim, Y(t) = — — t — |5 t3 olarak elde
6 2 3

edilir.

IV

Burada, iki iktisadi dalgalanma teorisini ele alarak, inceledigi-
miz esaslarin uygulanismi gostermeye cahisacagiz. Bunlar, homo-
jen coziimle, 6zel coztimiin birbirlerine eklenmesi ile elde olunan
genel coziimiin de ifadesine imkan vereceklerdir,

~ ilk olarak incelemeye calisacagimz teori, P, Samuelson tara-
findan ileri siiriilen nazarivedir. (18) Bu nazariyede Samuelson,-
ekonominin icsel isleyisinde hizlandiranin, cogaltanla birlikte pay
sfhibi oldugunu ifade etmistir. Bahsi gecen teorinin ileri siiriildii-
3ii makalede Samuelson marjinal istihlak temayiili ve hizlandiran
katsayisimma (iliski) cesitli degerler vererek gelirde meydana gele-
cek seyri gostermistir.
Bu modele gore, t devresinde milli gelir su sekilde yazilabi-
lir

_ N(EE =G -Gt v s (7)
C(t) istihlak harcamasini, I(t) uyarilmis oOzel yatirrmi, G(t) de
devlet harcamasini ifade etmektedir.

(18) P.A. Samuelson, Interactions Between The Multiplier Analysis And The Prin-
ciple Of Acceleration, The Review Of Economie Statistics, May 1939. Keza,
Readinge In Business Cycle Theory, adli kitabin iginde.
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_.Samuelgu.n u¢ faraziye yapmaktadir :
(1) Istihlak harcamasi bir -Sn-n:-ek.i dIE'.#Tﬂl]-i'I’l milli gelirinin bir
nisbetidir.
C(t) = a Y(t—1)
a, marjinal istilak temayiiliinii ifade eder.

(2) Uyarilmis ozel yatirim, bahis konusu devrede bir 6nceki
devreye nazaran meydana gelen istihlak artisinin bir nisbetidir.
(hizlandiran prensibi)

I ah lC() — C (t—1) ]
b ye iligki yla da hizlandiran katsayisi adi verilir.
(3) Devlet harcamalar: h&r devre icin sabittirler. Burada ba-
sitleme olarak G(t) = 1 kabul edilebilir.
Bu faraziyeler msiginda (7) su sekilde yazilabilir :
Y(t) = a Y(1—1) + b [€(t) — C(1—1)] + 1
Diger yvandan
BEEE(E) = Clt—1)'="bila Yelt—1) — a Yi(t—2)]
= ab Y (t—1) — ab Y(t—2)
oldugu icin, yukardaki esitlik su sekli alr :
Y= al ey o (=10 == ok Vel o e
Bu esitlik su sekilde yazilabilir :
Y(t+2) — a(l4b) Y(t+1) + ab Y(1) = 1

Bu, sabit katsayili ikinci sira bir fark esitligidir. Cliziimiinde
yukarda anlatilan genel usul uygulanacaktir. Once homojen esitli-
gin ¢oziimii bulunacak, buna 6zel coziimiin eklenmesi ile genel ¢o-
ziume ulagilacaktir,

Homojen esitligin ¢oziimii soyle bir sonuc verecektir: (19)

Y ="C (g ol e € i(x oyt
1 1 2 2

(19) Incelemekte oldugumuz denklemin vardimer esitligi soyle olacaknr:

x2 — a(l+b)x + ab = 0O
a(l+h)+ \If*[u[lﬂ—h}]z -4 ab

— -_—

Kokler 2
l

2
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Ozel ¢oziim soyle bulunacaktir :
k — a(1+b) k + abk = 1
k— ak = 1
1
k =
1—a
Boylece, genel ¢6ziim
Y L i 1
¥(t) = C-(x )* +C (x ) +
Sasiaa garat l—a

arak ortaya cikacaktir,

Ikinci olarak, L. A. Metzler tarafindan ileri siiriilen, miiteseb-
slerin stoklar: belli biy seviyede tutma gayretlerinin ortaya ci-
wrdigy stok dalgalanmalari teorisini  misal olarak verelim. (20)
U nazariyeye gore miitesebbisler, satis ya da stok seviyesini mus
faza amaglariyla istihlak mallar istihsal ederler,

U(t), t devresinde satis icin istihsal edilmis istihlak mallarini,
't), t devresinde stoklar icin istihsal olunmus istihlak mallarin:
stersin. Her devrede, V ile gosterilen, sabit uyarilmamis net bir
trm yapildigr farz olunsun. t devresindek; toplam gelir bu iic

surun birbirlerine eklenmesi ile elde olunacaktir. (21) Yani
Y(t) = U(t) 4+ S(t) + V dir,

Su ek faraziyeler yapiliyor :

(1) Bir devrede gerceklesen satislar, o devrenin toplam geli-
1in bir nisbetidir.

a(l+b) ----'n.uf [a{1+b)]2— 1ab
T s A ESims i _
2

2 2
olarak bulunacakiir,
Agk olarak gorildagi eibi kioklerin degeri, marjinal istihlak

temayulii
ile hizlandiran katsayisimin degerine bagly bulunacaktir,

) Bu Teoriyi, bu calismamizda 6nemlj olgiide yararlandigimiz, Samuel Goldberg’in

«Introduction to difference equationsy adl kitabma (S. 98 . 100 ve 158 - 160)
dayanarak anlatmaga calisiyoruz.
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(2) Bir devre icin planlanan hasila, bir Onceki devrenin ge:-
ceklesen satislarina esittir. Yani

UG) = a YEt—1) = dir
a , marjinal istihlak temayiiliidiir.

(3) Miitesebbisler, stoku sabit, normal saydiklari bir seviyede
tutmapa calisirlar. Bir devredeki stoklar icin yapilan istihsal bir
onceki devrenin umulan ve gerceklesen satiglar1 farkina esit ola-
caktir. (t—1) devresinin umulan satislar U{(t—1) dir ve a Y(t—2)
ye esittir. Ayni devrenin gerceklesen satislari (birinci faraziye do-
layisiyle) aY(t—1) dir. Boylece, S(t) = a Y(t—1) — a Y(t—2)
olarak ortaya cikacaktir.

Bu degerleri, toplam gelir as;,i-tl-ig.ind-e-_k-i jﬂé:rlerina koyarsak su
denklem elde olunur :
Y(t) = a Y(t—1) + [a Y(t—1) — a Y(t—2)] 4+ V

1

Bu su sekilde yazilabilir :

Y(t4+2) — 2a Y(t+1) + a Y(t) = V

11111

Bu esitlik, sabit katsayili ikinci sira fark esitligidir. Cozum-
de bilinen usul uygulanacaktir.
Homojen esitligin ¢oziimii soylece ifade olunabilecektir: (22)

L

Y =0 sl )
Ll e, | 2 2

o —

{22) Yardimer esitlik su sekilde ifade edilebilecektir:
x2 — %2ax 4+ a = 0

28 4+ 2/ 4a® — 4.a
i :a—l—-\/az--na
! 2
2 a -— a2 — 4 a
X = — i — wv,.-" F i i s
: 2
Normal olarak. a (marjinal istihlak temayiilii) birden kiiciik oldugu icin
a2 — a < 0 olacaktir. Yani, yukarda inceledigimiz yardimer egitligin kokle-
ri karmasik sayilar olarak bulunacaktir. Bu durum, homojen esitligin coziimii-
niin Art Cos (1% —— B) seklinde gosterilmesi zorunlulugunu ortaya ¢ikaracaktir,

Kosiniislii terimin  ¢oziimde yer almasi  dalgalanmalarim  meydana geldigini
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Ozel coziimiin elde edilmesinde soyle hareket edilecektir :

k— 2ak + ak = V
k(1 —a) =V

V
k =

1—a

Boylece, genel coziimiin ifadesi su sekli alacaktir ;
' V

(e ==C (T =G )t

1 1 2 2 fi

81
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