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* Bu galismada Graf Teoride biiyiik bir ¢alisma alan1 olan Topolojik Indekslerden Eliptik Sombor Indeksinin tamamlayic1 indeksi
tanimlanmustir.

* Tanimlanan Eliptik Sombor Tamamlayici Indeksinin bazi es indekslerle olan iligkisi bulunmustur.

« Graf iglemlerinde Eliptik Sombor Tamamlayici indeksi icin simirlar elde edilmistir.
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Anahtar Kelimeler seklinde tamimlanmistir. Daha sonra Eliptik Sombor Tamamlayici Indeksinin bazi tamamlayict indekslerle

arasindaki iligkiler elde edilmis ve son olarak bazi graf'islemleri i¢in Eliptik Sombor Tamamlayici

Gr.af,. . Indeksinin siirlar bulunmustur.
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« In this study, the Elliptic Sombor co-index, one of the Topological Indices, which is a major field of study in Graph Theory, is defined.
* The relationship of the defined Elliptic Sombor Co-Index with some co-indices has been found.
« In graph operations, bounds were obtained for the Elliptic Sombor Co-Index.
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1. GIRIS

Topolojik indeksler, Graf Teori’nin 6ne ¢ikan c¢aligma konular1 arasindadir. Kimyasal graf teori genel
olarak molekiiler graflarin ¢esitli topolojik indekslerini(molekiiler tanimlayicilar) gz 6niine alir ve bunlara
karsilik gelen molekiillerin cesitli 6zellikleriyle ne kadar giiglii bir sekilde iliskili olduklarini inceler.
Boylece literatiirdeki QSAR ve QSPR caligmalari ile bu iliskilerin matematiksel gosterimleri elde edilmis
olur.

G, sirasiyla noktalar kiimesi V (G) ve kenarlar kiimesi E (G) olan basit baglantili bir graf olsun. G grafindaki
herhangi bir u noktasinin komsu oldugu nokta sayisina u’nun derecesi denir ve d; (u) ile gosterilir. Bir G
grafimin tamamlayicis1 G ile gosterilir ve noktalar kiimesi G'nin noktalar kiimesi V(G) ile ayni1, kenarlar
kiimesi E(G) (eleman sayis1 m) olan basit bir graftir [1]. Bu makalede, G, n noktali m kenarli basit baglantili
bir graf ve bu graftaki noktalarinin maksimum derecesi A, minimum derecesi § olarak kabul edilecektir.

Bir grafin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri, en ¢cok ¢alisilan dereceye bagli topolojik indeksler arasindadir.
Bu indeksler sirasiyla M; (G) ve M, (G) ile asagidaki sekilde gosterilmektedir [2]:

M@ = ) dgw) +de(v)
UveEE(G)

ve

M@= ) de(wds(v).
uveE(G)

Bir G grafinin F-indeksi

F@= ) de?+dg)’
UuveE(G)

olarak tanimlanmustir [3].

Diger bir dereceye bagl indeks de Eliptik Sombor Indeks olup,

ESO@) = ) (g + dg@)Wde(@? + dg(v)?
uveE(G)

seklinde gosterilmistir [4].

Belirli birlesik graflarin agirlikli Wiener polinomu hesaplanirken Zagreb tamamlayici indeksleri ortaya
cikmis ve su sekilde tanimlanmistir [5]:

M@= ) de(w)+de(v)
uvéE(G)

Ve

MO = ) dgds(v).
uvg¢E(G)

Benzer sekilde F tamamlayici indeksi
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F@= ) dgw?+de(v)?
uvéE(G)

olarak tanimlanmustir [6].

Biz de benzer diisiince ile Eliptik Sombor Tamamlayici indeksi

BSO@) = ) (46 + ;Wi + ooy

Uv€E(G)
olarak tanimladik.

Literatiirde farkl1 graf islemleri i¢in ¢esitli topolojik indeksler {izerine yapilan ¢aligmalar bulunmaktadir [7-
16].

Bu makalede oncelikle Eliptik Sombor Tamamlayici indeksi’nin Zagreb Tamamlayici Indeksleri ve F-
Tamamlayici indeksi ile arasindaki iligkileri bazi bilinen esitsizlikler yardimu ile elde edilmistir. Daha sonra
birlesim, toplam, kartezyen carpim ve bilesim gibi bazi graf islemlerinin Eliptik Sombor Tamamlayici
Indeks igin sinirlar1 bulunmustur.

2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Eliptik Sombor Tamamlayici indeks ile Bazi Tamamlayic1 Indeksler Arasindaki iliskiler

Bu bélimde Eliptik Sombor Tamamlayici indeksi ile Zagreb Tamamlayici indeksleri ve F Tamamlayici
indeksler arasinda bazi iliskiler elde edildi. Oncelikle elde edilen sonuglar icin gerekli olan asagidaki
esitsizlikleri verelim.

Yardimei Teorem 2.1.1. (Pélya-Szego Esitsizligi) a;,a,, ..., ag Ve by, by, ..., bg pozitif reel sayilar olsun.
k=12 ..,sicn0<a<a,<A<oove0<b<b, <B < olacak sekilde a, b, 4, B reel sayilari
varsa 0 zaman

Yio1 ax? Tioq b’ _ (ab + AB)?
Yi_iaxby T 4abAB

dir.

Yardimei Teorem 2.1.2. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) a, a,, ..., a5 ve by, by, ..., bg pozitif reel sayilar
olsun. O zaman

N

s 2 s
(Z ag bk) < Z akz
1 k=1

by>
k= k=1

dir.
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Yardimai Teorem 2.1.3. a; Ve by, (1< k < s) pozitif reel sayilar ve m; = ; W% {a,}, M; = 7%S{a,},

_  min _ maks .
my = 1<pesibeh, My = 1Sk55{bk} olmak tizere

dir.

Yardimei Teorem 2.1.4. a;,a,, ..., a5 Ve by, by, ..., bg pozitif reel sayilar olsun. k = 1,2, ...,5 i¢cin 0 <
a<a,<A<owve0<b<b, <B <o olacak sekilde a, b, A, B reel sayilar1 varsa o zaman

N

a1y o) (320

k=1 k=1 k=1

<3J(- e Ao

dir.

Teorem 2.1.5. G, n noktali m kenarli bir graf olsun. O zaman
W G)(F(6) + 25(G) < FSO(6)
(82 + A2)2 ( =

dir.

ispat. Yardimci Teorem 2.1.1°de a; = dg(u) + dg (v), by = \/dg(W)? + dg(v)? alinir ve a = 26,
b=+v268, A=2A, B=+2A segilirse 0<a<a,<A<ove0<bh<hb, <B < oo saglanir. Ayrica
burada

(ab + AB)? (62 + A?)?
4abAB ~ 462A2

dir. Yardimei Teorem 2.1.1, G'nin komsu olmayan kenarlarinin toplami tizerinden uygulanirsa

Luvere)(de (W) + dg (V) Buver(s) de (W +dg (v)? 6 2+ 4%)?
- 22
Yuver(e)(de (W) + dg())/de (W)? + dg (v)? 46°A

olup F(G) ve M,(G) indekslerinin tanimindan
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ZAZ

ez e (OF @) +2M;(6) < ESO(G)

elde edilir.

Teorem 2.1.6. G, n noktali m kenarl bir graf olsun. O zaman

ESO(G) < \/F(G)(F(G) + 2M,(G))

dir.

ispat. Yardimci Teorem 2.1.2°de a; = dg(w) + dg(v), b = y/dg(w)? + dg(v)? alimir ve G'nin komsu
olmayan kenarlarinin toplami {izerinden uygulanirsa

(de@) + de MW@ + e | < D' (@) +de®@)? ) de()? +dg(v)’
uvéE(G) uveE(G) UuveE(G)
= (F(6) + 2P, (O)F (6)
elde edilir. Boylece

FS0(6) < [FOF(G) +2M,(0))

saglanir.

Teorem 2.1.7. G, n noktali m kenarli bir graf olsun. O zaman
(F(G) + 2M;(6)) My (G) — (ESO(G))” < 2m?(A? — 52)?

dir.

ispat. Yardimer Teorem 2.1.3’te ay = dg(u) + dg(v), by, = \/dG (w)? + d;(v)? alinirsa ve G'nin
komsu olmayan kenarlarinin toplami {izerinden uygulanirsa

2
> e +dg@)? ) (dc(u)+da(v))—< > (d(,-(u)+da(v))Jdc(u)2+dG(v>2>

uvgE(G) uveéE(G) UveE(G)

S
< 4 (MM, — m1m2)2
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olur. Burada = m, M; = 2A, M, = +2A, m; = 26, m, = 2 & olup yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa
istenilen sonug elde edilir.

Teorem 2.1.8. G, n noktali m kenarh bir graf olsun. O zaman

_a+Enm™h

1___ V2A__ 1
- %ESO(G)—WMl(G) Sﬁ<1 T)(A—@)Z

dir.

ispat. Yardimci Teorem 2.1.4’te a; = dg(w) + dg (v), by = \Jdg(W)? + dg(v)? alir ve a = 26,

b=+v268, A=2A, B=+2A segilirse 0<a<a,<A<ove0<bh<hb, <B < o saglanir. Ayrica
burada

(1) 2o - )

dir.

Yardimci Teorem 2.1.4, G'nin komsu olmayan kenarlarinin toplami {izerinden uygulanirsa

1 1
= > (ds@ + W@ + dg()? —ﬁ< > dsw+ da(v)>< D A+ dG(V)2>
UveE(G) Uv€E(G) UveE(G)
1 (1 + (_1)ﬁl+1) 2
< Z<1 - 2V2(A - 6)

olup Yuver(e) Jdg(W)? + dg(v)? < V2mA ve mutlak deger 6zelligi kullanilarak

1___ V2A 1 1+ (=)™ 5
— ‘%ESO(G) — 71\/11(6)‘ < ﬁ(l B — (A—9)
elde edilir.
3. BULGULAR

3.1. Baz1 Graf Islemlerinin Eliptik Sombor Tamamlayic1 indeksi icin Simirlar

3.1.1. Birlesim

G, Ve G, gibi iki grafin birlesimi, noktalar kiimesi V(G;) U V(G,) ve kenarlar kiimesi E(G;) U E(G,) olan
G, U G, ile gosterilen graftir. Bu durumda V(G;) ve V(G,)'nin ayrik oldugunu varsayiyoruz.

Teorem 3.1.1. G, ve G, sirasiyla ny ve n, elemanli iki graf olsun. O zaman,
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ESO(G, U Gy) < ESO(G,) + ESO(G,) + nyny (A + Ay) /A12 + A%
dir. Burada 4;, G; grafinin (i = 1,2 ) maksimum derecesidir.

Ispat. Eliptik Sombor Tamamlayic1 indeksin tanimidan

BS0(G U 62) = Suves(c, (de, @) + do, () [dg, @)? + do, ()

+ Z (dcz(u)+d62(v)) \/dGZ(u)2+dGZ(v)2
WvEE(G,)

d 3T (e ) i

uev(G,) |vev(Gy)
< ESO(G,) + ESO(G,) +nyny(Ay + Ay) /Af + 4,2

elde edilir.

3.1.2. Toplam

Ayrik noktalar kiimeleri V(G;) ve V(G,) olan G; ve G, gibi iki grafin G; + G, toplami, noktalar kiimesi
V(G,) UV (G,) ve kenarlar kiimesi E(G,) U E(G,) U {uv : u € V(G,),v € V(G,)} olan graftir. Bu
nedenle, her iki grafin tiim kenarlar1 alinarak bir grafin her noktas1 diger grafin her noktasina birlestirilir.

Teorem 3.1.2. G, ve G, sirasiyla ny ve n, elemanli, my ve m, kenarh iki graf olsun. O zaman,
ESO(Gy + Gy) < 2V2(my(Ay + np)? + Mz (A, + ny)?)
dir. Burada A;, G; grafinin (i = 1,2 ) maksimum derecesidir.

Ispat. G = G; + G, olmak iizere u € V(G,) icin d; (u) = dg,(u) +ny vev € V(G,) igin

de(v) = dg,(v) + ny oldugu goz dniine alinirsa,
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BSOG+6) = ). (do,@) +de, ) [do, (w)? +d, (0)?
uvéE(Gy)

* Z (dGZ W) +dg, (v)) \/dcz w)? + dg, (v)?
WEE(G,)

= Z (dGl(u) + nz) + (dGl(v) + nz)\/(dal(u) + nz)z + (dGl(v) + nz)z

uv€E(Gy)

+ Z (dG2 (w) + nl) + (dG2 (v) + n1)\/(daz (w) + n1)2 + (dG2 (v) + n1)2
uvgE(G,)

< 2V2( 1 (8y + n2)? + T (A2 +n)?)

elde edilir.

3.1.3. Kartezyen carpim

G, Ve G, graflarimin kartezyen ¢arpimu G, O G, noktalar kiimesi V(G;) X V(G) olan bir graftir. Burada
U= vy Ve u,v,€E(G,) veya u,= v, ve uyv1€E(G,) olmasi durumunda u = (uq, uy), v = (v1, v5) ye
komsudur. Ayrica n;=|V(G;)| ve m;=|E(G;)| (i = 1,2) olmak lizere G; O G, nin eleman sayis1 n;m, +
myn, Ve Gy O Gy nin (uy, uy) elemaninin derecesi dg, (u1) + dg, (uy) dir.

Teorem 3.1.3. G, ve G, sirasiyla n, ve n, elemanli, m; ve m, kenarh iki graf olsun. O zaman

2m(8; + 8,)? < ESO(G, O Gy) < 2m(A; + Ay)?

Dir.

ispat. G = G, O G, olsun. Bu durumda |V (G)| = n = nyn, ve |[E(G)| = m = n;my + myn, olup
m= (nlznz) —nym, — myn, dir. Boylece,

ESO(G) = dg, (uy) +dg,(uz) ) |dg, (ug)? + dg, (uz)?
¢E(G)

n [(d61 (v1) + dg, (vz)) \/dG1 (v1)? +dg, (172)2]

< Z 2(A; + Ay)?
uveE(G)

= ZTTL(Al + Az)z

bulunur. Alt sinir benzer sekilde elde edilir.
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3.1.4. Bilesim

Ayrik noktalar ve kenarlar kiimeleri olan G; ve G, gibi iki grafin G;[G,] bilesimi, noktalar kiimesi
V(G,) x V(G,) olan bir graf olup u,v,€E(G;) veya u,=v; Ve u,v,€E(G,) olmasi durumunda

u = (uq, Uy), v = (vq, v,) ye komsudur. Ayrica n;=|V(G;)| ve m;=|E(G;)| (i = 1,2) olmak iizere

G1[G,] ’nin eleman sayist nym;, + myn,* ve Gy [G, ] nin (uy, u,) elemamnin derecesi nydg, (uq) +
dg, (uy) dir.

Teorem 3.1.4. G, ve G, sirastyla n; ve n, elemanli, m; ve m, kenarl iki graf olsun. O zaman,
2mM(ny8; + 85)? < ESO(G1[G,]) < 2m(nyAq + Ay)?
dir.

Ispat. G = G,[G,] olsun. Boylece |[V(G)| = n = nyn, ve |E(G)| = m = nym, + myn,? oldugundan
m = ("?) — nym, — myn,? dir. Buradan,

ESO(G) = Z [(n2d61 (uy) +dg, (uz)) \/nzzdcl (uy)? + dg, (uz)?
uveE(G)

+ [(nzdal(vﬂ + dg, (172)) J”zzdcl(vl)z +dg, (172)2]

< Z 2(nyA; + Ay)?
Uv€E(G)

= ZTTl(nZAl + Az)z

elde edilir. Benzer sekilde alt sinir da bulunabilir.
CIKAR CATISMASI/CAKISMASI BiLDiRiMi
Yazarlar arasinda ¢ikar ¢atigmasi bulunmamaktadir.
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