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Ozet: Bu calismada ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel tiimevarimin farkli versiyonlarina yénelik beceri ve
glgliklerinin ortaya gikarilmasi amaglanmistir. Tiumevarimin; zayif, genisletilmis zayif, glicli ve genisletilmis gliclli timevarim
yéntemi olmak Uzere dort versiyonuna odaklaniimistir. Nitel arastirma yaklasimi ile tasarlanan galisma bir durum galismasi
ornegidir. Arastirmanin galisma grubunu 2023-2024 egitim-6gretim yili giz doneminde Turkiye'deki bir devlet Universitesinin
ilkogretim matematik 6gretmenligi béliminde 6grenimlerine devam eden ikinci sinif 6grencileri olusturmaktadir. Veriler
arastirmacilar tarafindan gelistirilen Matematiksel Tiimevarim Versiyonlari Beceri Formu yardimiyla toplanmistir. Formdan elde
edilen veriler betimsel analizle ¢6ziimlenmistir. Calisma sonucunda 6gretmen adaylarinin ¢ogunun zayif timevarim digindaki
tlimevarim versiyonlarinda basarisiz olduklari, bu basarisizligin zayif timevarimdan genisletilmis glicli timevarima dogru gittikge
arthg tespit edilmistir. Aragtirmanin diger ilgi ¢ekici bir sonucu da 6gretmen adaylari zayif ve genisletilmis zayif timevarim
yénteminde g¢ogunlukla timevarim adimini olusturmakta gi¢lik yasarken gilicli ve genisletilmis glicli tiimevarim yonteminde ise
daha bu adima gegemeden tiimevarim hipotezlerini yazma asamasinda glglik yasadiklari ve bu yilzden ispatlari
tamamlayamadiklari saptanmistir. Sonuglar 6gretmen yetistirme baglaminda tartisiimis ve dnerilerde bulunulmustur.

Anahtar Sozciikler: ispat, matematik egitimi, 6§Gretmen yetistirme, tiimevarim, tiimevarim versiyonlari

Abstract: This study aimed to reveal the skills and difficulties of prospective primary school mathematics teachers towards different
versions of mathematical induction. We focus on four induction versions: weak, extended weak, strong, and extended strong
induction. The study designed with a qualitative research approach is a case study. The study group consisted of second-year
students studying in the Department of Elementary School Mathematics Teacher Education at a state university in Turkiye in the
fall semester of the 2023-2024 academic year. The data of the study were collected with the help of the Mathematical Induction
Versions Skill Form developed by the researchers. The data obtained from the form were analyzed by descriptive analysis. As a
result of the study, it was found that most of the pre-service teachers were unsuccessful in induction versions other than weak
induction, and this failure increased from weak induction to extended strong induction. In weak and extended weak induction, the
students mostly had difficulty in forming the induction step, whereas in strong and extended strong induction, the students had
difficulty in writing induction hypotheses. The results were discussed in the context of teacher training and suggestions were made.

IKeywords: Proof, mathematics education, teacher training, induction, versions of induction

1. Giris

Aksiyomatik yonteme dayanan formal matematik, tanimsiz terimler ve aksiyomlarla baslar ve matematiksel ifadeleri
matematiksel ve mantiksal kurallarla ispatlayarak gelisir (Garnier ve Taylor, 2009). Matematigin 6nemli bir pargasi ve
bileseni olan ispatlar ikna edici argiimanlardir (Feil ve Krone, 2003). ispatlar matematiksel bir ifadenin dogruluguna
glven saglamak icin tasarlanirlar (Gossett, 2009). Yani ispatlar sadece matematiksel bir ifadenin dogru veya yanls
oldugunu belirlemeye yonelik girisimler degil, ayni zamanda ifadenin dogru veya yanhsligini bu konuda siphe duyan

birine agiklamak i¢in yazilan ve atilan her adimda belirli bir argiman zincirinin takip edildigi matematiksel gésterimlerdir
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(Campbell, 2012). Matematiksel ifadeleri aksiyomatik yapida ispatlamak icin pek ¢ok ispat yontemi vardir ve bu

yontemlerden birisi de timevarimdir (Rotman, 2007).

Tlmevarimla ispat yontemi sadece matematikle sinirli kalmayan informal timevarimla akil yuritmeden farkli bir
kavramdir (Bloch, 2011). Timevarimla ispat yontemi dogal sayilari iceren belirli tirdeki matematiksel ifadeleri
ispatlamanin ¢cok kullanisgli ve giiglli bir ydontemidir (Bloch, 2011; Cunningham, 2012). Timevarim; matematiksel yapilarin
tanimi igin bir cerceve olan yineleme kavramiyla da yakindan iliskilidir (Gerstein, 2012). Ozyinelemeli bir dizinin veya
toplamin modellerini ve 6zelliklerini kesfetmek ve ispatlamak igin anahtar arag matematiksel timevarim yontemidir
(Cunningham, 2012). Domino etkisi olarak da adlandirilan bu siireg, genel olarak matematiksel bir ifadenin bir baslangi¢
degerinden biyuk veya ona esit olan tim tamsayi degerleri icin onun dogru oldugunu ispatlamaya yonelik bir yontemdir
(Campbell, 2012; Epp, 2011). Bu yontemin tanimlari genellikle ya 6énermeler ya da kiimeler (zerine insa edilir

(Movshovitz-Hadar, 1993a).

En yalin haliyle timevarim yontemi zayif ve gicli timevarim yontemi olmak Uzere ikiye (Rossi, 2006) ayrilsa da
matematik literaturiinde timevarim yonteminin farkli versiyonlari mevcut olup bu versiyonlar farkl kaynaklarda farkh
isimlerde adlandiriimislardir (Arnesen ve Skartseeterhagen, 2025; Beck ve Geoghegan, 2010; Bloch, 2011; Campbell,
2012; Chartrand vd., 2013; Cihan, 2019; Cunningham, 2012; Epp, 2011; Feil ve Krone, 2003; Garnier ve Taylor, 2009;
Gossett, 2009; Movshovitz-Hadar, 1993a; Rotman, 2007). Bu ¢calismada en genis haliyle matematiksel timevarimin zayif,
genisletilmis zayif, gliclli ve genisletilmis glglt timevarim olmak tzere dort farkli versiyonu (Chartrand vd., 2013; Cihan,
2019; Lomonaco, t.y.) ele alinmis olup bu versiyonlarin adimlari asagida verilmistir. Genel olarak matematiksel
tiimevarimla ispat; temel adimi dogrulama yetenegi, timevarim adimini ispatlama yetenegi ve ispati dogru bir sekilde
sunma yetenegi gibi (i¢ davranissal beceri gerektirmektedir (Ernest, 1984). Ron ve Dreyfus’a (2004) gore timevarimla
ispatin anlamlandirilmasi igin yapilan ispatlarin yapisinin, timevarimin temelinin ve timevarim adiminin anlasiimasi
gerekmektedir. Bu c¢alismada tiimevarim yonteminin; temel adimi dogrulayabilme, kendini ikna adimlarini atabilme,
tiimevarim hipotezini yazabilme ve bu adimdan hareketle tiimevarim adimini ispatlayabilme olmak tzere dort adimi

(Chartrand vd., 2013; Cihan, 2019; Cihan ve Akkog, 2023; Lomonaco, t.y.) tzerinde durulmustur.

1.1. Zayif Timevarim (Weak Induction / Finite Induction)
Zayif timevarim yonteminin adimlari su sekilde siralanabilir (Beck ve Geoghegan, 2010; Chartrand vd., 2013; Cihan,

2019; Garnier ve Taylor, 2009; Gossett, 2009; Hammack, 2013; Rossi, 2006).

S(n) pozitif bir n tamsayisina iliskin bir 6nerme iken;
1. Adim:n = 1igin S(1)’in dogru oldugu gosterilir.
2. Adim: Herhangi bir n = k pozitif tamsayisi igin S(k) 6nermesinin dogru oldugu varsayilir.
3. Adim:n = k + 1igin S(k + 1) 6nermesinin dogru oldugu gosterilir.

Zayif timevarim yonteminde yukaridaki 1. adima temel adim, 2. adima tiimevarim hipotezi ve 2. adimdan hareketle 3.
adima ulasmaya tiimevarim adimi denir (Cihan, 2019; Gossett, 2009; Hammack, 2013; Rossi, 2006). Bunlara ek olarak
timevarimin gerekli bir adimi olmamakla birlikte n = 1 temel adimindan sonran = 2, n = 3, ... icin de dogrulama
yapilabilir (6nermenin dogru olduguna ikna olunana kadar) ki bunlar ispatlayicinin kendini ikna adimlaridir (Cihan,

2019; Cihan ve Akkog, 2023). Kendini ikna adimlari bu arastirmada tiimevarimin incelenen diger bir adimidir.
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1.2. Genisletilmis Zayif Tumevarim (Extended Weak Induction)
Timevarimsal argiiman birden baslayarak bazi pozitif tamsayl degerleri icin atlandiginda genisletilmis timevarim
kullanilir (Campbell, 2012). Genisletilmis zayif timevarim yonteminin adimlari su sekilde siralanabilir (Campbell, 2012;

Chartrand vd., 2013; Cihan, 2019; Sundstrom, 2014).

S(n) pozitif bir n tamsayisina iliskin bir 6nerme iken;
1. Adim:n =m > 1igin S(m)’in dogru oldugu gosterilir.
2. Adim: Herhangi bir n = k > m pozitif tamsayisi icin S(k) 6nermesinin dogru oldugu varsayilir.
3. Adim:n =k + 1icin S(k + 1) 6nermesinin dogru oldugu gosterilir.

Zayif timevarim yonteminde n = 1 igin dogrulama yapilirken genisletilmis timevarim yénteminde farkli olarak 1’den
buyuk ve 6nermenin dogru oldugu en kiiglik m pozitif tamsayisi igin dogrulama yapilir (Campbell, 2012; Chartrand vd.,

2013; Cunningham, 2012).

1.3. Giiglii Tumevarim (Strong Induction / Complete Induction)

Bazen herhangi bir n = k pozitif tamsayisi igin S(k) énermesinin dogru oldugunu varsaymak S(k + 1) 6nermesinin
dogru oldugunu ispatlamak icin yeterli olmayabilir ya da bu durum ¢ok kullanisli olmayabilir (Gossett, 2009; Hammack,
2013). Yani timevarim adiminda; S(k)’den hareketle S(k + 1)’e ulasmakta gii¢liik yasandiginda timevarimin farkl bir
versiyonu ortaya c¢ikar (Cunningham, 2012). Bu durumda tiimevarim hipotezi olarak 1 < r < k olmak lizeretimn =r
pozitif tamsayilari igin S(r) 6nermelerinin dogru oldugu varsayilir (Gossett, 2009; Rossi, 2006). Yani birden fazla ve
gerekli oldugu kadar timevarim hipotezi yazilabilir. Bu yontemde daha gliclii hipotezler (birden fazla timevarim
hipotezi) varsayildigindan (Gossett, 2009; Rossi, 2006) bu yontem gli¢ll timevarim yontemi olarak adlandirilir (Gossett,
2009). Guglu timevarim yonteminin adimlari su sekilde siralanabilir (Chartrand vd., 2013; Cihan, 2019; Cunningham,
2012; Gossett, 2009; Rossi, 2006).

S(n) pozitif bir n tamsayisina iliskin bir 6nerme iken;
1. Adim:n = 1igin S(1)’in dogru oldugu gosterilir.
2. Adim:1 <r < k olmak Uzere n = r pozitif tamsayilari i¢in S(r) 6nermelerinin dogru oldugu varsayilir.
3. Adim:n =k + 1igin S(k + 1)’in dogru oldugu gosterilir.

Zayif timevarim yonteminde herhangi bir S(k) 6nermesinin dogru oldugu kabul edilip S(k + 1)’in dogru oldugu
gosterilirken, glgli timevarim yonteminde S(1),5(2),5(3), -, S(k) o6nermelerinin dogru oldugu kabul edilip
S(k + 1)’in dogru oldugu gosterilir (Cunningham, 2012; Gossett, 2009; Hammack, 2013).

1.4. Genisletilmis Giiglii Timevanm (Extended Strong Induction)

Genisletilmis glcli tiimevarim yonteminde de birden baslayarak bazi pozitif tamsayi degerleri igin teorem saglanmaz.
Bu adimlar atlanir ve teoremin gegerli oldugu en kiigik pozitif tamsayidan baslayarak dogrulama yapilmaya baslanir.
Genisletilmis glcli tiGmevarim yoénteminin adimlari su sekilde siralanabilir (Chartrand vd., 2013; Cihan, 2019;

Cunningham, 2012; Sundstrom, 2014).
S(n) pozitif bir n tamsayisina iliskin bir nerme iken;

1. Adim:n =m > 1igin S(m)’in dogru oldugu gosterilir.
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2. Adim:m < r < k olmak Uzere n = r pozitif tamsayilari igin S(r) énermelerinin dogru oldugu varsayilr.
3. Adm:n =k + 1icin S(k + 1)’in dogru oldugu gosterilir.

Matematigin 6nemli gorevlerinden biri de diizenli kaliplari ve yinelenen siregleri kesfedip karakterize etmektir (Epp,
2011). “Matematik egitimi almis her kisi timevarim argiimanlarini ve 6zyinelemeli tanimlari anlamahdir” (Beck ve
Geoghegan, 2010, s. VIII). Ancak matematiksel timevarim da dahil olmak (izere matematiksel ispatlari anlamada gesitli
glcliikler yasayan pek ¢ok 6grenci vardir (Lestyanto vd., 2020). Harel’e (2001) gore standart bir 6gretim yaklasimi
benimsendiginde 6grencilerin matematiksel timevarim anlayislari blyik olglide otoriter ve sembolik ispat semalari gibi
yetersiz ispat semalarina karsilik gelmektedir. Ayrica matematik egitimi literatlirindeki arastirmalar, matematik
o6gretmen adaylarinin matematiksel timevarim yontemi ile ilgili glcliklerini ve zayif anlayislarini ortaya koymustur
(Cihan, 2019; Giiler vd., 2012; Giiler ve Ekmekci, 2016; Stylianides vd., 2007). Ornegin Giiler vd.’nin (2012) calismalari
ilkogretim matematik 6gretmeni adaylarinin tiimevarimla ispat yapabilme becerilerinin yetersiz diizeyde oldugunu
ortaya koymustur (Giler vd., 2012). Giiler ve Ekmekci'nin (2016) calismalari ise ilkdgretim matematik 6gretmeni
adaylarinin timevarimla yapilan ispatlari degerlendirmede yetersizliklerini ortaya koymustur. Stylianides vd.’nin (2007)
¢alismalarinin sonuglari ise bu yéntemin temel adimi, timevarim adimi ve bu yéntemin kapsayicihg ile ilgili hem
ilkogretim hem de ortadgretim matematik 6gretmeni adaylarinin yasadiklari giglikleri ortaya gikarmistir. Sadece
O0gretmen adaylari degil matematik 6gretmenleri de (Knuth, 2002; Ron ve Dreyfus, 2004) timevarim yontemi ile ilgili
glcliikler yasamaktadirlar. Literatirdeki bazi calismalarda matematiksel timevarimla ilgili cesitli seviyelerdeki
katihmcilarin yasadiklari gicliklerin Ustesinden gelmek ve anlamh 6grenmeyi tesvik etmek igin gesitli alternatif
yaklasimlar 6nerilmektedirler (Cusi ve Malara, 2009; Harel, 2001; Norton vd., 2023; Reid, 1992; Ron ve Dreyfus, 2004;
Stylianides vd., 2007; Telloni ve Malara, 2021).

Matematiksel tiimevarim, matematik 6gretmen adaylarinin ispat kavramlarini gelistirebilir, mantiksal distinme
becerilerini arttirabilir ve onlara matematigin ne anlama geldigine dair bir icg6rii sunar (Stylianides vd., 2007). Bu ylizden
matematik 6gretmen adaylarinin matematiksel timevarim becerilerinin incelendigi calismalar literatlr icin deger
tasiyabilir. Ancak literatiirdeki galismalarda 6gretmen adaylarinin matematiksel timevarimin farkli versiyonlarindaki
becerilerinin incelendigi ve matematiksel timevarimin farkli versiyonlarinda yasadiklari gigliklerin saptanmaya
calisildigl bir arastirmaya rastlanmamistir. Dolayisiyla literatlirdeki bu eksigi doldurabilmek adina bu arastirmada
literatlr taramasindaki arastirmalardan farkli olarak arastirmanin kavramsal cergevesi dogrultusunda ilkégretim
matematik 6gretmen adaylarinin timevarimin tiim farkh versiyonlarini kullanabilme becerilerinin ayri ayri incelenmesi

amaglanmistir. Bu dogrultuda asagidaki arastirma sorularina ayri ayri cevap aranmistir.
o ilkdgretim matematik 6gretmen adaylarinin zayif timevarim yapabilme becerileri nasildir?
e ilkégretim matematik gretmen adaylarinin genisletilmis zayif timevarim yapabilme becerileri nasildir?
e ilkégretim matematik gretmen adaylarinin giiclii tiimevarim yapabilme becerileri nasildir?

e ilkégretim matematik 6gretmen adaylarinin genisletilmis giicli tiimevarim yapabilme becerileri nasildir?
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2. Yontem
Bu arastirma Hakkari Universitesi Bilimsel Arastirma ve Yayin Etigi Kurulu’nun 20.02.2024 tarihli ve 75604 sayili kurul

karariile alinan izinle yurttalmastar.

2.1. Arastirma Modeli
Bu nitel arastirma bir durum galismasi 6rnegidir. Durum ¢alismalari belirli bir olgunun veya durumun dogal ortaminda

veya baglaminda yogun bir sekilde arastiriimasina yonelik ¢calismalardir (Daymon ve Holloway, 2011).

2.2. Galisma Grubu

Bu arastirmanin ¢alisma grubunu; 2023-2024 egitim-6gretim yili gliz doneminde Tiirkiye'deki bir devlet tniversitesinin
ilkogretim matematik 6gretmenligi programi ikinci sinifinda 6grenimlerine devam eden 40 gonilli 6gretmen adayi
olusturmaktadir. Calisma grubunun segiminde 6lgut 6rnekleme teknigi (Patton, 2014; Yildirnm ve Simsek, 2016)
kullanilmistir. Arastirmaya dahil etme kriteri olarak ispatlama mantiginin 6gretildigi Soyut Matematik dersini, analiz
alaninda tiimevarim mantiginin 6gretiminin yapildigi Analiz | dersini ve temel matematiksel kavramlarin tamamlandigi

Analiz Il dersini basari ile gecen ve arastirmaya katilmaya gonalli ikinci sinif 6grencilerinin olmasi kararlastiriimistir.

2.3. Veri Toplama Araci ve Siireci

Arastirmacilar tarafindan olusturulan Matematiksel TiUmevarim Versiyonlari Beceri Formu (MTVBF) veri toplama araci
olarak kullanilmigtir. Matematiksel tiimevarimin her bir versiyonu igin iki teorem olmak lzere toplamda 6ncelikle sekiz
teorem literatiirden secilmis sonrasinda zorluk diizeyleri ve veri toplama siiresi géz 6niine alinarak veri toplama araci
icin doérde indirilmistir. Son haliyle MTVBF matematik literattriinden (Bloch, 2011; Chartrand vd., 2013; Cunningham,
2012; Epp, 2011; Garnier ve Taylor, 2009; Sundstrom, 2014) derlenen dort teoremden olusmaktadir. Teoremler sirasiyla;
zayif, genisletilmis zayif, glicli ve genisletilmis glicli timevarim yontemi ile ispatlanabilecek teoremlerdir. MTVBF'de
yer alan teoremler ve ispatlari hakkinda bilgiler ekte (Ek-1) sunulmustur. Arastirmanin verileri bir saatlik siire icerisinde
ve tek seferde toplaniimistir. Arastirma hakkinda gerekli bilgiler 6gretmen adaylarina yazili ve sozli olarak aktarildiktan

sonra arastirmaya katilmaya génulla katilimcilar tarafindan riza onam formu imzalanmistir.

2.4. Verilerin Analizi

Ogretmen adaylarindan toplanan formlar 0A1, OA2, 0A3, ..., OA40 olarak kodlanmistir. Veriler ¢6ziimlenirken nitel
betimsel analiz tekniginden yararlanilmistir. Nitel betimsel analiz verilerin ¢dzimlenmesinde hazir kod ya da
kategorilerin kullanildigi bir veri ¢dziimleme ydntemidir (Creswell, 2014; Sahin, 2014) Ogrencilerin yaptiklari
matematiksel timevarimlarin dort versiyonu; temel adim, kendini ikna adimi, timevarim hipotezi ve timevarim adimi
olmak lizere dort boyutta incelenmistir (Ek-1). Her bir boyut timevarim mantigina uygunluklarina goére; gecerli, kismen

gecerli, gecersiz ve yanitsiz kategorilerinde degerlendirilmistir.

Temel adim boyutu analiz edilirken dogru temel deger icin yapilan eksiksiz ve notasyonel hata bulunmayan dogrulamalar
gecerli, dogru temel deger icin yapilan ancak notasyonel hata veya eksik bulunan cevaplar kismen gecerli, dogru temel
degerin belirlenemedigi ya da dogru temel deger icin yapilan yanlis islemler gecersiz olarak kodlanmistir. Kendini ikna
adiminda temel deger disindaki farklh degerler icin yapilan dogrulamalar da benzer sekilde kodlanmistir. Timevarim
hipotezi adiminda gerekli olan ve dogru, eksiksiz ya da hatasiz yazilan timevarim hipotezi ya da hipotezleri gegerli, yanlis
yazilanlar ise gecersiz olarak kodlanmistir. Dogru segilen fakat notasyonel hata bulunduran hipotezler ile gerekli tim

hipotezlerin yazilmamasi durumunda kismen gecerli kodlamasi yapilmistir. Timevarim adiminda timevarim
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hipotezinden hareketle timevarima ulasilan adimlar gegerli, herhangi bir sebeple timevarima ulagilamayan adimlar
gecersiz olarak degerlendirilmistir. Timevarim hipotezinden hareket edilmeden timevarim adiminin dogrulugunun
gosterildigi yanitlar Giler vd.’nin (2012) galismasindakine benzer sekilde kismen gegerli olarak kodlanmistir. Tim

sorularin tim boyutlarinda atlanan, yapilmayan, yanitsiz birakilan adimlar ise yanitsiz kategorisinde degerlendirilmistir.

2.5. Gegerlik ve Giivenirlik Calismalari

MTVBF’ nin gecerlik ve glivenirlik calismalari icin uzman gorisi (Hair vd., 2014; Yildirim ve Simsek, 2016) alinmistir.
Matematik egitiminde uzmanlasmis U¢ 6gretim Uyesinden veri toplama aracinin matematiksel tiimevarimin farkl
versiyonlarina yonelik becerileri saptamaya yonelik olup olmadigi ile ilgili gbris alinmistir. Alinan gorusler neticesinde
veri toplama aracindaki (Ek-1) tiglincli ve dordiinci soru igin Fibonacci Dizisi ve Lucas Dizisine ait agiklamalara yer
verilmesi gerektigine karar verilmistir. Ayrica uzman gorisleri dogrultusunda veri toplama aracinin uygulama siiresi igin

60 dakikanin yeterli oldugu kanisina varilmigtir.

Arastirma gilivenirligi icin birinci yazar tarafindan yapilan kodlamalar ikinci yazar tarafindan tekrar kodlanmistir.
Kodlayicilar arasi uyum yiizdesi Miles ve Huberman’in (1994, s. 64) glvenirlik formli olan “Givenirlik = gérus birliginin
sayisi / (gorus birligi + gorus ayriliginin toplam sayisi)” esitliginden hesaplanmistir. Tablo 1’deki kategoriler igin uyusum
ylzdesi %94, Tablo 2’deki kategoriler icin %88, Tablo 3 ve Tablo 4’teki kategoriler icin %100 olarak tespit edilmistir. Tablo
1 ve Tablo 2’deki uyusmazliklarin timevarim adiminin degerlendirilmesi ile ilgili oldugu saptanmistir. Bu adimdaki
kismen gecerli kategorisinin cercevesi daha da netlestirilip yazarlar tarafindan birlikte tekrar degerlendirilip kodlamaya
son hali verilmistir. Arastirmanin gecerligini arttirmak icin ham verilere yer verilmistir (Guba ve Lincoln, 1981). Her

kategoriye yonelik 6rnek 6gretmen adaylarinin ifadeleri tizerinde hicbir degisiklik yapiimadan sunulmustur.

3. Bulgular
Bu arastirmada ilkogretim matematik 6gretmen adaylarinin matematiksel timevarimin farkli versiyonlarina yonelik

beceri ve giigliikleri incelenmis olup her versiyona ait bulgular asagida boltimler halinde sunulmustur.

3.1. ilkégretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Zayif Tiimevarim Yapabilme Becerileri
Calismada ilk olarak “ilkégretim matematik 6gretmen adaylarinin zayif tiimevarim yapabilme becerileri nasildir?”

arastirma sorusuna ait bulgulara yer verilmis ve bu becerilere dair bulgular Tablo 1’de sunulmustur.

Tablo 1

Ogretmen adaylarinin zayif timevarim yapabilme becerileri

. f
Soru Zayif Tumevarim Adimlari Gegerli Kismen gecerli Gegersiz Yanitsiz
Temel Adim 37 0 0 3
Birinci Soru Kendini ikna Adimi 2 0 0 38
Tldmevarim Hipotezi 39 0 0 1
Tlimevarim Adimi 29 9 1 1

Tablo 1’den gorildiugi gibi zayif timevarim yontemi ile ispatlanabilecek birinci soruda 40 6gretmen adayindan 37’si
(%92,5) temel adimi gegerli bir sekilde yapmislardir. Bu adimi kismen gegerli yapan ya da yanlis yapan 6gretmen adayi
bulunmazken, U¢ 6gretmen adayi ispatinda temel adima yer vermemistir. Sekil 1'de, yaptiklari ispatta temel adim

basamagini gecerli bir sekilde yapabilen 6gretmen adaylarina bir 6rnek sunulmustur.
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Sekil 1

OA34’iin temel adimi

iki gretmen adayi temel adimdan sonraki adim olan kendini ikna adim(lar)ini gecerli bir sekilde yapabilmislerdir. Bu
o6gretmen adaylari teoremi n = 1 i¢in dogrulamakla yetinmeyip daha fazla deger i¢in teoremi dogrulamislardir. Sekil

2’de 6rnek olarak OA8’in temel adimi ve kendini ikna adimi sunulmustur.

Sekil 2

OA8’in temel adimi ve kendini ikna adimi

Bir sonraki adim olan tiimevarim hipotezini gegerli bir sekilde yazabilen 6gretmen adayi sayisi 39'dur (%97,5). Bu
o6gretmen adaylari zayif timevarim hipotezini dogru bir sekilde yazarak kabul etmek gerektigini vurgulamislardir. Sekil

3’te bu 6gretmen adaylarindan biri olan OA39’un tiimevarim hipotezi adimina yer verilmistir.

R
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Sekil 3

OA39’un tiimevarim hipotezi

Ogretmen adaylarinin bu soruda en fazla giiglik yasadiklari adim olan tiimevarim adimini 29 égretmen adayi dogru
yapmis (%72,5), dokuz 6gretmen adayi kismen gegerli yapmis, bir 6gretmen adayi yanls yapmis, bir 6gretmen adayi da
yanitsiz birakmistir. Basarisiz olan 6gretmen adaylari; timevarim hipotezinden hareket etmeme, timevarim adimindan
hareket etme ve timevarim hipotezinden tiimevarim adimina ulasamama gibi giicliikler yasamislardir. TUmevarim
hipotezinden tlimevarim adimina; akil ylrutmedeki eksikliklerden ve matematiksel islem hatalarindan dolayi
ulasamadiklari gériilmistiir. Zayif timevarim ydntemi ile ispatlanabilecek birinci soruda OA33’iin yapmis oldugu gegerli

tiimevarim adimi Sekil 4’te sunulmustur.
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Sekil 4

0OA33’iin tiimevarim adimi

Sekil 4’ten gorildigi gibi OA33 bu ispattaki tic adimi kendini ikna adimina gerek duymadan gecerli bir sekilde

tamamlayabilmistir. Bu sorudaki tiimevarim adimini kismen gecerli yapabilmis OA7’nin yaniti asagida sunulmustur.
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Sekil 5

OA7’nin tiimevarim adimi

OA7 temel adim ve tiimevarim hipotezi adimlarini gecerli bir sekilde yapabilmistir. Timevarim adimi ise kismen
gecerlidir. Clnk{ tiimevarim hipotezinden hareketle matematiksel akil yiiriitme ile matematiksel islemleri kullanarak
timevarim adimina ulasamamistir.  TUmevarim adimin sonucunu acarak tlimevarim hipotezinin sonucuyla

esitleyebilmistir.
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3.2. ilkdgretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Genisletilmis Zayif Timevarim Yapabilme
Becerileri

Bu béliimde “ilkégretim matematik dgretmen adaylarinin genisletilmis zayif timevarim yapabilme becerileri nasildir?”

arastirma sorusuna ait bulgulara yer verilmis ve bu becerilere dair bulgular Tablo 2’de sunulmustur.

Tablo 2

Ogretmen adaylarinin genisletilmis zayif tiimevarim yapabilme becerileri

Soru Genisletilmis Zayif TUmevarim f
Adimlari Gegerli Kismen gegerli Gegersiz Yanitsiz
Temel Adim 39 0 0 1
ikinci Soru Kendini ikna Adimi 5 0 0 35
Tdmevarim Hipotezi 37 0 0 3
Timevarim Adimi 10 19 3 8

Tablo 2’den gorildugi gibi genisletilmis zayif timevarim ile ispatlanabilecek ikinci soruda 40 6gretmen adayinin 39’u
(%97,5) ispatlarinda gegerli temel adim kullanmislardir. Bazi 6gretmen adaylari n = 1, n = 2 ve n = 3 igin teoremin
gecerli olmadigini gésterdikten sonra temel adima gegmislerdir. Bu adimi kismen gegerli ya da gegersiz yapan 6gretmen
adayi bulunmazken sadece bir 8gretmen adayi ispatinda temel adima yer vermemistir. Ornek olarak ispatlarinda iki farkli

temel adim barindiran OA38 ve OA32’nin gegerli temel adimlari Sekil 6'da 6rnek olarak sunulmustur.

L >2
) y 2 T La =
N -4 veq ol IJJ! > 2 > § >
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Sekil 6

0OA38’in ve OA32’nin temel adimi

Gegerli bir sekilde kendini ikna adimini ifade eden bes égretmen adayindan ikisi olan OA8 ve OA37’nin adimi Sekil 7 ve
Sekil 8’de sunulmustur. Bazi 6gretmen adaylari bir, bazilari da iki veya daha fazla deger igin dnermeyi dogrulamay: tercih
etmislerdir. OA8 temel adimdan sonra bir, OA37 ise temel adimdan sonra iki deger icin daha dogrulama yapmayi

strdirmaslerdir
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ﬂﬁ—{-‘f P {4";‘2,‘2_ ) L}'\.-‘h —
2up I

e
SI}QS 27 Ow-
- 1L~ -

sekil 7

OA8 temel adimi ve kendini ikna adimi
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Sekil 8

OA37 temel adimi ve kendini ikna adimi

Bir sonraki adim olan tlimevarim hipotezini ispatlarinda gecerli bir sekilde yazan 6gretmen adayi sayisi 37°dir (%92,5).
Bu 6gretmen adaylari genisletilmis zayif timevarim hipotezini dogru bir sekilde yazarak bunu kabul etmek gerektigini

vurgulamistir. Bu 8gretmen adaylarindan OA40'in adimi Sekil 9’da sunulmustur.

Nk Tan By Kl\}p\ %1‘)0@\ e

Sekil 9

OA40’un tiimevarim hipotezi

Yine 6gretmen adaylarinin bu soruda en fazla giicliik yasadiklari adim olan timevarim adimini 10 6gretmen adayi (%25)
dogru yapmis, 19 6gretmen adayi kismen gecerli yapmis, ¢ 6gretmen adayi yanls yapmis, sekiz 6gretmen adayi da

yapmamistir. Timevarim hipotezini ve timevarim adimini yapmayan OA4’{in yaniti asagida verilmistir.
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Sekil 10

0OA4 kodlu 6g§retmen adayinin ikinci soruya verdigi yanit

Sekil 10°dan goriildiugi gibi OA4 kodlu gretmen adayi deneysel dogrulama yapmis ancak ispati olusturamamistir. Ciinkii
O0gretmen aday! timevarim hipotezini ve tiimevarim adimini yapmamistir. Bu sorudaki timevarim adimini kismen

gegerli yapabilmis OA23’lin yaniti asagida sunulmustur.
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Sekil 11

OA23’iin tiimevarim adimi

Sekil 11’den goraldugia gibi temel adim ve tiimevarim hipotezi adimlarini gecerli bir sekilde tamamlamistir. TUmevarim

adimi ise kismen gecerlidir. OA23 tiimevarim hipotezinden hareket etmeme ve tiimevarim adimindan hareket etme gibi

gicliiklerinden dolay ispati kismen gegerli bir sekilde tamamlayabilmistir. Ogretmen adaylari bu adimda zayif

timevarima benzer fakat daha fazla gliglikler yasamislardir. Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin genisletilmis zayif

tiimevarimla ispat becerileri zayif timevarimla ispat yontemine nazaran daha yetersizdir. Bu soruda gi¢lik yasamayan

10 dgretmen adayindan biri olan OA10’un yapmis oldugu gecerli ispat Sekil 12’de sunulmustur.
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Sekil 12

OA10’un tiimevarim adimi

Sekil 12’den gorildiigi gibi OA10 temel adimi dogrulamis, tiimevarim hipotezini kabul etmis ve bu adimdan hareketle

mantiksal arglimanlarla ispati gecerli bir sekilde tamamlamistir.

3.3. ilkdgretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Giiglii Timevarim Yapabilme Becerileri

Bu bolimde “ilkdgretim matematik dgretmen adaylarinin giiclii tiimevarim yapabilme becerileri nasildir?” arastirma

sorusuna ait bulgulara yer verilmis ve bu becerilere dair bulgular Tablo 3'de sunulmustur.
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Tablo 3

Ogretmen adaylarinin giiclii tiimevarim yapabilme becerileri

R f
Soru GUgli Tamevarim Adimlart Gegerli Kismen gegerli Gegersiz Yanitsiz
Temel Adim 21 14 2 3
Uciinci Soru Kendini ikna Adimi 3 4 1 32
Tumevarim Hipotezleri 0 32 3 5
Timevarim Adimi 4 3 23 10

Tablo 3’'ten gorildagi gibi glicli tiimevarim yontemi ile ispatlanabilecek tiglincl soruda 40 6gretmen adayindan 21’i
(%52,5) ispatlarinda temel adima gegerli bir sekilde yer vermislerdir. Bu adimi kismen gegerli olan 14 ve gegersiz olan iki
O0gretmen adayi bulunurken l¢ 6gretmen adayi herhangi bir adim sergilememistir. Kismen gecerli adima sahip 6gretmen
adaylarinin bu adimdaki eksiklikleri matematiksel notasyonlari kullanmada yasadiklari giigliklerdir. Gegerli temel adim

barindiran tiimevarimlara érnek olarak OA35’in adimi Sekil 13'te sunulmustur.
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Sekil 13
0A35’in temel adimi

Ug 6gretmen adayi ise bir ya da birkag deger icin daha dogrulamayi siirdiirmistiir. Yani kendini ikna adimlarini devam
ettirmistir. Gegerli kendini ikna adimi yapan {i¢c 6gretmen adayindan biri olan OA30’un temel ve kendini ikna adimlari

Sekil 14’te sunulmustur.
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Sekil 14

OA30’un temel adimi ve kendini ikna adimi

Bu soruda hicbir 6gretmen adayi timevarim hipotezlerini gecerli bir sekilde yazamamistir. 32 6gretmen adayi kismen
gecerli timevarim hipotezi ifade edebilmistir. Bu O6gretmen adaylari zayif ve genisletilmis zayif timevarim
versiyonundaki gibi n = k icin teoremin dogrulugunu varsaymislardir. Yanin = kigin f,, < 2% oldugunu varsaymiglardir.
Ancak glglu timevarimin bir 6zelligi olarak 1 < r < k olmak Uzere her r pozitif tamsayisi i¢cin f, < 2" oldugunu
varsaymamislardir. Bu nedenle kismen gegerli adimlar olarak degerlendirilmislerdir. Ornek olarak OA12’nin adimi Sekil

15te sunulmustur.
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Sekil 15

0OA12’nin tiimevarim hipotezi

Timevarimin bu versiyonunda bir sonraki adim olan giigli timevarim adimini gegerli bir sekilde ifade edebilen dort
O0gretmen adayi (%10) tespit edilmistir. Bu versiyonda 6gretmen adaylari timevarim hipotezlerini olusturamadiklari igin
ispatlarini tamamlayamamuslardir. Bu adimi tamamlayamayan &gretmen adaylarindan biri olan OA16’nin tiimevarim
adimi Sekil 16’da ve bu adimi dogru yapan 6gretmen adaylarindan biri olan OA18’in timevarim adimi Sekil 17’de

sunulmustur.
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Sekil 16

OA16’nin tiimevarim adimi

Sekil 17. OA18’in tiimevarim adimi

3.4. ilkégretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Genisletilmis Giiglii Tiimevarim Yapabilme
Becerileri

Son olarak “ilkdgretim matematik 6gretmen adaylarinin genisletilmis giiclii timevarim yapabilme becerileri nasildir?”

arastirma sorusuna ait bulgular Tablo 4’de sunulmustur.
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Tablo 4

Ogretmen adaylarinin genisletilmis giiclii tiimevarima yénelik becerileri

Soru Genisletilmis Gugli Timevarim f
Adimlari Gegerli Kismen gegerli Gegersiz Yanitsiz
Temel Adim 22 1 1 16
Dérdiincii Soru Kendini ikna Adimi 5 1 0 34
Timevarim Hipotezleri 0 23 0 17
Timevarim Adimi 0 1 8 31

Tablo 4’e bakildiginda, 40 6gretmen adayindan 22’sinin (%55) ispatlarinda gecerli bir temel adima yer verdikleri
gorllmistir. Bu o6gretmen adaylart “n =3 igin Ly =4=fs—f; =5—1 " seklinde gecerli bir dogrulama
yapabilmislerdir. Diger 6gretmen adaylari gliglik yasamiglar ve 16 6gretmen adayi da bu sorunun tiim adimlarini yanitsiz

birakmiglardir. ispatlarinda gegerli temel adim kullanan OA9’un &rnek adimi Sekil 18’de sunulmustur.
La=4s-%2 =4
o
& =1 =46
G= 4 \/
Sekil 18

OA9’un temel adimi

Bes 6gretmen adayi ise ispatlarinda gegerli kendini ikna adimina yer vermistir. Ornek olarak OA4’iGn adimi Sekil 19'da

sunulmustur.

X
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Sekil 19

OA4’iin temel adimi ve kendini ikna adimi

ispatlarinda tiimevarim hipotezlerini gegerli bir sekilde yazabilen 6gretmen adayi tespit edilmemistir. 23 8gretmen adayi
ispatlarinda kismen gecerli olarak degerlendirilebilecek adimlara yer vermistir. Bu 6gretmen adaylari zayif ve
genisletilmis zayif tumevarim versiyonundaki gibi n = k i¢in teoremin dogrulugunu varsaymislardir. Yani sadece
herhangi birn = kigin Ly = fi4o — fx_» oldugunu varsaymislardir. Ancak gliglii timevarimin bir 6zelligi olarak 3 < r <
k olmak tizere her r pozitif tamsayisiigin L, = f,.,» — f,-_, oldugunu varsaymamiglardir. Bu nedenle s6z konusu adimlar

kismen gecerli olarak degerlendirilmistir. O0A27’nin 6rnek adimina Sekil 20’de yer verilmistir.

\ =L 272t Ly = lbﬂ—'ft‘i k:obu[

Sekil 20

OA27’nin tiimevarim hipotezi
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Sekil 20’den goriildiigi Gizere OA27 sadece n = k igin esitligin dogrulugunu varsaymistir. Ancak n=k —1,n =k — 2,
n = k — 3, ... icin kabul ifadesi yazmamasi eksikliktir. Bu nedenle, ispatlarinda gegerli timevarim adimi olan 6gretmen
adayina rastlanmamistir. Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin en basarisiz oldugu versiyonun genisletilmis glicli timevarim
oldugu sdylenebilir. Genisletilmis giigli tiimevarimda sadece bir 6gretmen adayl (0A23) kismen gecerli timevarim

adimini olusturabilmistir. 0A23’iin tiimevarim adimi Sekil 21’de sunulmustur.
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Sekil 21

OA23’iin tiimevarim adimi

4. Sonug, Tartisma ve Oneriler

Calismanin sonucunda 6gretmen adaylarinin ¢ogunlugunun zayif timevarim disindaki timevarim versiyonlarinda
basarisiz olduklari ortaya ¢ikmistir. Bu basarisizlik zayif tiimevarimdan genisletilmis glgli timevarima dogru artarak
devam etmektedir. Oyle ki, 29 6gretmen aday zayif tiimevarim yapabilirken, 10 6grenci genisletilmis zayif, dért dgrenci
guclu timevarim yapabilmistir. Hicbir 6gretmen adayi genisletilmis gligli timevarim yapamamistir. Buna ek olarak
o6gretmen adaylarinin timevarimin tiim versiyonlarinda birgok gliclige sahip olduklari tespit edilmistir. Literatlirdeki
bazi teorik ve uygulamali ¢alismalarda da tlimevarim yontemi ile ilgili yasanan teknik, matematiksel, kavramsal,
davranissal, bilissel, pedagojik ve epistemolojik glicliikler (Arnesen ve Skartsaeterhagen, 2025; Avital ve Libeskind, 1978;
Baker, 1996; Brown, 2003; Dogan-Dunlap vd., 2013; Dubinsky, 1986, 1990; Ernest, 1984; Fischbein ve Engel, 1989; Giiler
vd., 2012; Giler ve Ekmekci, 2016; Miyazaki, 2000; Reid, 1992; Stylianides vd., 2007) raporlanmistir.

Ogretmen adaylar tiimevarimin tiim versiyonlarinda ¢ogunlukla temel adimi yapmaya gereksinim duymuslar ve yine
cogunlukla dogru bir sekilde bu adimi tamamlayabilmislerdir. Literatirdeki pek cok calismanin sonuglarinin (Dubinsky,
1986, 1990; Ernest, 1984; Giiler vd., 2012; Harel, 2001) aksine 6gretmen adaylarinin ¢cogu bu adimi gereksiz bir adim
olarak dusiinmemislerdir. Dubinsky’e gore (1986, 1990) timevarimla ilgili 6grenci gicliiklerinden birisi temel adimin
anlamsiz bir prosediir olarak gorilmesidir. Ernest (1984) ve Harel’e (2001) gére timevarim yontemindeki adimlardan
birini gogunlukla da temel adimi gereksiz gorme tlimevarimla ilgili sik karsilagilan kavramsal yanilgilardan biridir. Temel
adim ispat ¢abasini hakli ¢ikarmak icin yapilan gereksiz bir adim veya tiimevarim adimindan daha kolay oldugu igin
atlanmasi gereken bir eylem gibi diislinlilse de bu adim algilanandan daha 6nemlidir ve tiimevarim igin olmazsa olmaz

bir adimdir (Garcia-Martinez ve Parraguez, 2017; Ron ve Dreyfus, 2004). Glgli ve genisletilmis gl¢li timevarim
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yonteminde matematiksel notasyondan kaynakl sorunlar ve ispatlanacak konunun matematiksel alan bilgisinin
eksikliginden kaynakli sorunlar bazi 6gretmen adaylarinin temel adimda birtakim glglikler yasamalarina sebep

olmugtur.

Ogretmen adaylarinin ¢ogunlugu tiimevarimin tiim versiyonlarinda kendini ikna adim(lar)ini yazmaya gerek
duymamislardir. Bu adimi yapma gereksinimi duyan 6gretmen adaylari bir veya birkag degerle kendileri ikna olana kadar
dogrulama yapmaya devam etmislerdir. Ogretmen adaylari temel degeri takip eden, teoremin gecerli oldugu ardisik tam
sayl degerleri icin bu dogrulamalari siirdiirmislerdir. Genisletilmis timevarim versiyonlarinda ise ayni zamanda
teoremin gecerli olmadig1 temel degerden dnceki bir ya da birkag deger igin teoremin bu degerler icin gecerli olmadigini

da gostermislerdir.

Ogretmen adaylarinin timevarimin genisletilmis versiyonlarinda digerlerine gére daha basarisiz olduklari gériilmektedir.
Genisletilmis tiimevarim versiyonlarinda teoremin gecerli olmadigi bazi degerler icin tiimevarim adiminda ek islemler
yapilmasi gerekebildiginden 6gretmen adaylari bu versiyonlarda zorlanmislardir. Yine benzer sekilde 6gretmen
adaylarinin gugli timevarim versiyonlarinda zayif timevarim versiyonlarina gére daha basarisiz olduklari agiktir.
Ogretmen adaylarinin cogunlugu zayif ve genisletilmis zayif tiimevarim versiyonlarinda timevarim hipotezini dogru bir
sekilde yazabilmislerdir. Ancak gli¢li ve genisletilmis gligli timevarim versiyonlarinda tiimevarim hipotezlerini dogru
bir sekilde yazamamislardir. Ogretmen adaylari giiclii ve genisletilmis giiclii tiimevarim versiyonlarinda zayif ve
genisletilmis zayif timevarim versiyonlarindaki gibi tek bir timevarim hipotezi yazmislar dolayisiyla bu adimi kismen
gecerli yapabilmislerdir. Birden fazla tiimevarim hipotezi yazmak 6gretmen adaylari igin gigliik olusturmustur.
Tumevarim hipotezi 6grencilerin kavram yanilgisi yasadiklari bir husustur. Baxandall vd.’ne (1978, s. 85) gore timevarim
yonteminin 6grenciler arasinda “ispatlamak zorunda oldugumuz seyi varsaydigimiz ve sonra onu ispatladigimiz bir
yontem” olarak gorilmesi buna bir drnektir (Ernest, 1984). Ayrica Ogrencilerin pek ¢ogu tlimevarim hipotezinin
dogrulugunu timevarim adiminda distinme egilimindedir (Fischbein ve Engel, 1989). Calismanin sonuglar gigla
tiimevarim versiyonlarinda birden fazla timevarim hipotezi yazma noktasinda yasanan gigliikleri 6gretmen egitiminde

midahale edilmesi bir sorun olarak ortaya cikarmistir.

Ogretmen adaylarinin giiclii timevarim versiyonlarinda hipotezleri olusturmada giiclik yasadiklari saptanirken zayif
timevarim versiyonlarinda ise timevarim adiminda glglik yasadiklari belirlenmistir. Literatlirdeki bazi ¢alismalar
timevarim hipotezinden tiimevarim adimina gegisteki giicliiklere dikkat ¢ekmektedir (Cihan, 2019; Dubinsky, 1986,
1990; Fischbein ve Engel, 1989; Giiler vd., 2012; Palla vd., 2012). Bu galismanin baska bir sonucu olarak, 6gretmen
adaylarinin timevarim hipotezlerini yazamama, tiimevarim hipotez(ler)inden hareket etmeme, timevarim adimindan
hareket etme ve tiimevarim hipotez(ler)inden timevarim adimina ulasamama gibi gigliikler yasadiklari tespit edilmistir.
Tlmevarim hipotez(ler)inden timevarim adimina akil yiiritmedeki eksikliklerden ve matematiksel islem hatalarindan
dolayl ulasamamislardir. Bu sonuglar timevarim adimindaki basarisizliklarin sebebinin yetersiz matematiksel alan
bilgisinden kaynakli oldugunu (Baker, 1996), akil yiritmedeki eksiklerden kaynakli oldugunu (Cihan, 2019; Giler vd.,
2012; Knapp, 2005), timevarim adimindaki degiskenin farkli rollerinden kaynakh oldugunu (Reid, 1992) ve tiimevarim
hipotezinden hareket etmemeden kaynakl oldugunu (Cihan, 2019; Dubinsky, 1986, 1990; Giler vd., 2012) vurgulayan
calismalari destekler niteliktedir. Ayrica temel adimda oldugu gibi timevarim adiminin gerekliligi ve faydasi konusunda

ogrencilerin sinirh anlayislari yaygin bir sorundur (Stylianides vd., 2016).
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Matematiksel tiimevarimin adimlarindaki bu prosediirel yaklasim her ne kadar gerekli olsa da bazi zorluklari da
beraberinde getirmektedir. Timevarim yénteminin adimlarinda karsilasilan bu sorunlar “Yoksa bu 6grenciler gergekte
ne yaptiklarini anlamadan sadece matematiksel timevarimla ispat yazmak icin dnceden belirlenmis bir senaryoyu mu
takip ediyorlar?” (Michaelson, 2008, s. 61) sorusunu akla getirebilir. Knuth (2002) tarafindan yapilan galismanin
sonuglari matematik 6gretmenlerinin dahi matematiksel timevarimla ispati;; bu yontemi anladiklar igin degil bu
yontemin benzer matematiksel durumlarda teknik olarak uygulanabilecegini bildikleri icin kabul ettiklerini ortaya
koymustur. Matematiksel tiimevarimla ispat yontemi liniversite matematik derslerinin merkezinde olmasina karsin,
bircok lisans 6grencisi bu yontemi anlama konusunda glgclik yasamaktadir ki “bu da bilginin kirilgan oldugunun bir
gostergesidir” (Stylianides vd., 2007, s. 148). Ancak matematik 6gretmenlerinin matematiksel tiimevarim hakkindaki
bilgi dizeylerinin gelismis olmasi gerekmektedir (Movshovitz-Hadar, 1993b). Bu ylzden en gec¢ haliyle matematik

o6gretmen egitiminde bu glgliiklerin Gstesinden gelinmesi gerekmektedir.

Geleneksel 6gretim yaklasimlari timevarimla ispat 6gretiminde 6grencilerin gelisimlerini kolaylastirmamaktadir (Brown,
2003). Lestyanto vd.’nin (2020) calismalarinin sonuglari; 6gretim elemanlarinin, 6grencilerin timevarimla ispatlari
anlamalarina yardimci olacak farkli stratejiler tasarlamalarinin veya mataryeller gelistirmelerinin gerekliligini ortaya
koymaktadir. Timevarimla ispat yonteminin 6gretimi timdengelimle ispat yontemlerinin 6gretimine nazaran gorsel ve
mataryel kullanimina daha uygundur. Dolayisiyla sinif i¢i uygulamalarda bu tiir goérsel ve mataryellere 6gretmen
yetistirme programlarinda yer verilebilir. Ornegin modellerin matematiksel tiimevarimla ispati agiklamadaki potansiyel
katkilari g6z 6niinde bulunduruldugunda 6gretmen egitiminde Hanoi Kuleleri gibi modellerin kullanilmasi tiimevarim
adimlariyla ilgili gticliklerin Ustesinden gelmede faydali olabilir (Ron ve Dreyfus, 2004). Yine ispat 6gretiminde modern
dinamik geometri yazilimlari 6grencilere sezgilerini ve varsayimlarini kolayca kontrol etme imkani saglar (Marrades ve
Gutiérrez, 2000). Dinamik matematik yazilimlarinin etkilesimli giicii de timevarimla ispat yontemi icin faydali 6geler

tasiyabilir. Ogretmen egitimi programlarinda bu yazilimlarin tiimevarimla ispat 6gretiminde ise kosulmasi énerilebilir.

Zihinlerindeki bazi kavramsal yanilgilardan dolayr 6grenciler matematiksel tiimevarimi 6grenirken bazi gugcliklerle
karsilasmaktadirlar (Ernest, 1984). Ogrencilerin matematiksel tiimevarim ilkesini 6grenirken karsilastiklari giicliikleri en
aza indirmek icin onun mantiksal yonlerini agikliga kavusturacak ve 6grencilerin bu yontemi anlamalarini tesvik edecek
yontemler tasarlanmalidir (Cusi ve Malara, 2009). Ornegin 6gretmen adaylarinin matematiksel tiimevarimla ispat
anlayislarini ve ispat semalarini gelistirmek icin standart 6gretim yaklasimlarindan ziyade matematiksel timevarima
yonelik farkli 6gretim deneylerinden olusan ve farkli 6grenme-6gretme ilkeleri benimsenen alternatif 6gretim
yaklagimlarinin (DNR gibi) benimsenmesi faydali olabilir (Harel, 2001). Matematiksel timevarim 6gretiminin, 6gretmen
uygulamalari veya 6grenci ishirligi gibi sosyal yonleri iceren baglamlarda tartisildigi daha ¢ok ¢alismaya ihtiyag vardir
(Arnesen ve Skartszeterhagen, 2025). Bu noktadan dolayi bu galismanin sonuglarindan hareketle, gelecekteki

calismalarda tiim timevarim versiyon ispatlarinin sosyal boyutlari ayri ayri ele alinabilir.

Ayrica ileriki calismalarda 6zellikle 6gretmen yetistirme baglaminda tiimevarimla ilgili 5gretmen adaylarinin yasadiklari
glcliklerin psikolojik, didaktik ve epistemolojik nedenleri (Cornu, 1991) arastirilabilir. Bu nedenleri ortadan kaldiracak
¢O6zim Onerileri tasarlanip gelistirilebilir, uygulamadan elde edilen sonuglar dogrultusunda 6nerilerde bulunulabilir.
Tumevarimla ispat timdengelimle ispat yontemlerinden yapisal olarak farklidir. Dolayisiyla bu ispat yontemleri
birbirinden farkli beceriler gerektirir. Ogretmen egitiminde tiimevarimla ispat ve tiimdengelimle ispat ydntemleri ayri
ayri ele alinip kendi baglamlarinda calisiimalidir. Son olarak tiimevarimla ispatin tim versiyonlarinin bu baglam icine

dahil edilmesi 6nerilebilir.
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Extended Abstract

Introduction, Purpose, and Significance

In mathematics, there are many methods for proving that propositions are true or false, and mathematical induction is
one of these methods (Rotman, 2007). Pre-service mathematics teachers are expected to be able to understand and
perform mathematical induction (Movshovitz-Hadar, 1993b). However, studies in the mathematics education literature
have reported pre-service teachers’ difficulties with mathematical induction (Cihan, 2019; Giiler et al., 2012; Gller &
Ekmekci, 2016; Stylianides et al.., 2007). Moreover, there is no study in the literature that separately examines pre-
service mathematics teachers’ skills and difficulties in all different versions of mathematical induction. Because of these
reasons, this study aimed to reveal the skills and difficulties of prospective primary school mathematics teachers
towards different versions of mathematical induction. We focus on four versions of induction: weak, extended weak,
strong, and extended strong induction (Chartrand et al., 2013; Cihan, 2019; Lomonaco, n.d.). In addition, this study
focuses on the four steps of the inductive method: verifying the basic step of induction, taking the steps of self-
convincing, writing the inductive hypothesis, and proving the inductive step based on this step (Chartrand et al., 2013;

Cihan, 2019; Lomonaco, n.d.). In this direction, answers to the following research questions were sought separately.
1. How are prospective primary school mathematics teachers’ weak induction skills?
2. How are prospective primary school mathematics teachers’ extended weak induction skills?
3. How are prospective primary school mathematics teachers’ strong induction skills?

4. How are prospective primary school mathematics teachers’ extended strong induction skills?

Method
The study designed with a qualitative research approach is a case study (Daymon & Holloway, 2011). The study group

consisted of second-year students studying in the Department of Elementary School Mathematics Teacher Education at
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a state university in Tirkiye in the fall semester of the 2023-2024 academic year. 40 volunteer pre-service teachers
participated in the study. The data of the study were collected with the help of the Mathematical Induction Versions
Skill Form (MIVSF) developed by the researchers. MIVSF consists of four theorems collected from the literature (Bloch,
2011; Chartrand et al.., 2013; Cunningham, 2012; Epp, 2011; Garnier & Taylor, 2009; Sundstrom, 2014). The theorems
can be proved by weak, extended weak, strong, and extended strong induction, respectively. Information about the
theorems and their proofs in MIVSF is presented in the appendix (See Appendix 1). The data obtained from the form
were analyzed by descriptive analysis (Creswell, 2014; Sahin, 2014). The four versions of mathematical inductions made
by the students were analyzed in four dimensions: basic step, self-convincing step, inductive hypothesis, and inductive
step (See Appendix 1). Expert opinions (Hair et al., 2014; Yildirim & Simsek, 2016) were consulted for the data collection
tool. Each dimension was categorized as valid, partially valid, invalid, and unanswered according to their conformity to
the logic of induction. The inter-coder agreement (Miles & Huberman, 1994) was sought for coding. We also include

verbatim citations and raw data (Guba & Lincoln, 1981) for all versions of mathematical induction.

Results and Discussion

As a result of the study, it was found that most of the pre-service teachers were unsuccessful in induction versions other
than weak induction, and this failure increased from weak induction to extended strong induction. In fact, 29 pre-service
teachers were able to make weak induction, while 10 students were able to make extended weak induction, and four
students were able to make strong induction. No pre-service teacher could do extended strong induction. It was seen
that teacher candidates mostly needed to do the basic step in all versions of induction, and they were mostly (more
than half) able to complete this step correctly. The majority of the pre-service teachers did not need to write the step(s)
of self-convincing in all versions of induction. The pre-service teachers who needed to do this step continued to verify
for one or a few more values until they were convinced themselves. It is seen that pre-service teachers are more

unsuccessful in the extended versions of induction than in the others.

In weak and extended weak induction, the students mostly had difficulty in forming the induction step, whereas in
strong and extended strong induction, the students had difficulty in writing induction hypotheses. The pre-service
teachers wrote a single hypothesis in the strong and extended strong induction versions as in the weak and extended
weak induction versions, so they were able to make this step partially valid. Writing more than one hypothesis posed a

difficulty for the preservice teachers.

As another result of this study, it was determined that pre-service teachers had difficulties such as not being able to
write inductive hypotheses, not acting from the inductive hypothesis(es), acting from the inductive step, and not
reaching the inductive step from the inductive hypothesis(es). They could not reach the inductive step from the
inductive hypothesis(es) due to deficiencies in reasoning and mathematical operation errors. It is seen that all these
factors cause pre-service teachers to fail in mathematical induction. The results were discussed in the context of teacher

education and suggestions were made for teaching mathematical induction.
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Ek-1: MTVBF’de Yer Alan Teoremler ve ispatlari
SORU 1

Teorem1:Vn€ Z%igin 1+2+3+-+n= @ oldugunu ispatlayiniz (Bloch, 2011, s. 203; Chartrand vd., 2013,

s. 144; Epp, 2011, s.189; Garnier ve Taylor, 2009, s. 77).
ispat 1:

ispat Yontemi: Zayif tiimevarimla ispat

Temel Adim: n = 1igin 1=@ = 1 =1 dogrudur.
Kendini ikna Adimi: n=2iginl1+2= @ = 3 = 3 dogrudur.
3:(3+1)

n=3igin1+2+3=T:6=6doérudur.

n=4igin1+2+3+4=@:10 = 10 dogrudur.
Tlmevarim Hipotezi: n=kignl+2+3+--+k= k'(k;l) oldugunu varsayalim.
Tamevarim Adimi: n=k+1liginl+2+3+-+k+(k+1)= Wolduéunu
ispatlayalim.
n=kiginl+2+4+3+--+k= Mvarsaylldlélndan
Her iki tarafa k + 1 eklenirse
14243+ +k+(k+1)="CD1 e+ 1)

paydalar esitlenirse

k-(k+1)+2(k+1)

14243+ +k+(k+1)= -

k + 1 parantezine alinirsa

14243+ +k+ (k+1) = LD

olur ki teorem ispatlanmis olur.

SORU 2

Teorem 2:n > 4 ven € N olmak lizere n! > 2™ dir. Ispatlayiniz (Cunningham, 2012, s. 125; Sundstrom, 2014, s. 191).
ispat 2:
ispat Yontemi: Genisletilmis zayif timevarimla ispat

Temel Adim: n=4icin 4! = 24 > 2* = 16 dogrudur.
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Kendini ikna Adim:

TUmevarim Hipotezi:

Tumevarim Adimi:

SORU 3

Agiklama (Garnier ve Taylor, 2009): Fibonacci Dizisindeki ilk iki sayidan sonraki her sayi kendinden 6nceki iki sayinin

toplamidir. Dizinin ilk iki sayisi 1 (f; = 1 ve f, = 1) oldugunda Fibonacci Dizisinin ilk 10 sayisi su sekildedir: 1, 1, 2, 3, 5,

n = 5igin 5! = 120 > 2% = 32 dogrudur.
n = 6igin 6! = 720 > 25 = 64 dogrudur.
n = 7icin 7! = 5040 > 27 = 128 dogrudur.

n = kicin k! > 2* oldugunu varsayalim.

n =k + 1igin (k + 1)! > 2k oldugunu ispatlayalim.

k! > 2¥ oldugundan hareketle

Her iki tarafi k + 1 ile ¢arpalim
(k+1)-k!'>(k+1)-2%

Buradan (k + 1) - k! = (k + 1)! oldugundan
(k+ 1)!'> (k + 1) - 2% olur. Buradan da

k +1 > 2 oldugundan

(k + 1)! > 2 - 2¥ olur ki buradan da

(k + 1! > 2¥*1 yazilir ve teorem ispatlanmis olur.

8,13, 21, 34, 55, ... Yani Vn = 3 tamsayisi i¢in  f, = fr_1 + fr—, dir.

Teorem 3: f;, Fibonacci Dizisinin n. sayisi olmak tzere f,, < 2™ oldugunu ispatlayiniz (Garnier ve Taylor, 2009, s. 76-77).

ispat 3:

ispat Yontemi: Giiglii timevarimla ispat

Temel Adim:

Kenidini ikna Adimi:

Tdmevarim Hipotezi:

Tdmevarim Adimi:

n=1ligin f; =1 < 2! = 2 dogrudur.
n=2igin f, =1 < 22 = 4 dogrudur.
n = 3igin f; = 2 < 23 = 8 dogrudur.

n = 4igin f, = 3 < 2* = 16 dogrudur.

Vr < k pozitif tamsayisi igin f,. < 2" oldugunu varsayalim.

r=k+1ligin fiy < 2F oldugunu ispatlayalim.

Tumevarim hipotezinden hareketle;

Taraf tarafa toplama yaplilirsa;

fi—1tfi < 2Kt 42k

r=k—1igin fi_; <2k 1ve

r = kigin fre < 2% dir.
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fx-1 + fx = fr+1 0ldugundan

fiewr < 2671 4 2%

2k=1 < 2% oldugundan

freor < 2K71 42k < 2k 4 2K

2k 4 2% = 2k*1 oldugundan

frer < 2%*1 olur. Béylece teorem ispatlanmis olur.

SORU 4

Agiklama (Garnier ve Taylor, 2009; Sundstrom, 2014): Lucas dizisi de Fibonacci Dizisi gibi yinelemeli bir sayi dizidir. Lucas
Dizisindeki ilk iki sayidan sonraki her sayi Fibonacci Dizisindeki gibi kendinden 6nceki iki sayinin toplamidir. Dizinin ilk iki
sayisi 1 ve 3 (L; = 1 ve L, = 3) oldugunda Lucas Dizisinin ilk 10 sayisi su sekildedir: 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, ... Yani

vn = 3 tamsayistigin L, = L,_1 + L,_, dir.

Teorem 4: L, Lucas Dizisinin n. sayisi olmak tizere ¥n > 3 dogal sayisi igin L, = f,,42 — fn_» oldugunu ispatlayiniz

(Sundstrom, 2014, s. 210).
ispat 4:
ispat Yontemi: Genisletilmis giiclii timevarimla ispat
Temel Adim: n=3iginLl; =4 =f;—f; =5—1dogrudur.
Kendini ikna Adimi: n=4iginL, =7 = fg— f, =8 —1dogrudur.
n=>5i¢inLy; =11 = f;, — f; = 13 — 2 dogrudur.
Tumevarim Hipotezi: 3 < r < k olmak Gzere her r pozitif tamsayisii¢in L. = f,.,» — f,-_, oldugunu varsayalim.
Tamevarim Adimi: r=k+1liginLyyq = frez — fr—1 oldugunu ispatlayalim.
Timevarim hipotezinden hareketle;
r=kicin Ly = fri2 = fr—2
r=k—1icinLy_y = fr41 — fr—3
Taraf tarafa toplama yaplilirsa;
Ly + Lg-1 = (ferz = fre-2) + (frer1 = fr-3)
Ly + Ly-1 = (ferz = frer1) + (-2 = fi-3)

Liyr = (free3) + (fi-1)

Boylece teorem ispatlanmis olur.
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