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CRAMER-RAO ALT SINIRI iLE AR METODUNDA PARAMETRE KESTIRIiM
PERFORMANSININ ANALIiZi
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OZET

Bu calismada, kutup, varyans ve ortalama karesel hata gibi istatistiksel Ol¢limlerin degerlendirilmesi ile minimum
varyansh kutupsuz kestirim metodlarinin belirlenmesi incelenmistir. Kutupsuz kestirim metodlarinda Cramer-Rao alt sinirinin
hesaplanmasi ile kestirim metodlarinin varyanslart belirlenmistir. Parametrik metodlarda isaretin, nedensel, sifir-kutup, ayrik, gi-
risi beyaz giiriltii olan filtrenin ¢ikisi olarak modellenmesi ve bu modelin parametre kestirimi agiklanmistir. Bu ¢alismada kulla-
nilan test isaretinin AR parametrelerinin kestirimi, Yule-Walker AR metodu ve en kiigiik kareler AR metodu ile yapilmustir.
Kestirim sonuglarindan Yule-Walker AR metodu ve en kiigiik kareler AR metodunun asimptotik olarak kutupsuz kestirim me-
todu olduklar1 gosterilmistir. AR parametre kestiriminin asimptotik Cramer-Rao alt sinir1 hesaplanmis ve boylece kestirim meto-
dunun performansi belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Parametre kestirimi, Yule-Walker AR metodu, En kiigiik kareler AR metodu, Dogrusal 6ngorme,
Cramer-Rao alt siir1

PERFORMANCE ANALYSIS OF PARAMETER ESTIMATION IN AR METHOD WITH
CRAMER-RAO LOWER BOUND

ABSTRACT

In this study, determination of minimum variance unbiased estimation methods was examined by the evaluation of
statistical measurements such as bias, variance and mean square error. Variances of estimation methods were determined by
calculation of Cramer-Rao lower bound in unbiased estimation methods. In parametric methods, modeling the signal as output of
causal, zero-pole, discrete filter that has white noise input and parameter estimation of this model were explained. AR parameter
estimation of test signal used in this study was done by Yule-Walker AR method and least square AR method. From the results of
estimation it was indicated that Yule-Walker AR method and least square AR method were asymptotically unbiased estimation
methods. Asymptotic Cramer-Rao lower bound of AR parameter estimation was calculated and thus performance of estimation
method was determined.

Key Words: Parameter estimation, Yule-Walker AR method, Least square AR method, Linear Prediction, Cramer-Rao
lower bound

1. GIRiS Model parametrelerinin kestiriminde farkli
kestirim metodlar1 kullanilmaktadir. Isaretin spekt-
ral karakteristikleri kestirilen model parametreleri
ile belirlenir. Parametrik metodlar ile siirekli gii¢
yogunluk spektrumlar1 rasyonel giic yogunluk
spektrumlar1  seklinde incelenebilir. Dogrusal
denklemlerin ¢oziilmesi ile AR parametrelerinin
kestirimleri kolaylikla yapilabildigi igin AR me-
todu ¢ok kullanilan parametrik metodlardandir. Pa-
rametre kestiriminde kutupsuz ve varyansi en dii-
siik olan kestirim metodlar1 secilmelidir. Cramer-
D . Rao alt siir1 kestirimlerin varyansi igin alt sinir
(1967) ve diger arastrmacilar tarafindan gelistiril- belirlemede kullanilan bir metoddur. Cramer-Rao

mistir. Zaman serilgri an:a.llizi olarak" da Vbilinen alt sinir1 kutupsuz kestirimler i¢in hesaplanmakta-
parametrik modellerin belli baslilari, 6zbaglagimli dir (6-10)

model (autoregressive model, AR modeli), yiirii-

yen ortalamali model (moving average model, MA Bu c¢alismada kullanilan test isaretinin AR
modeli) ve bunlarin birlesimi olan 6zbaglasimli  parametrelerinin kestirimi, Yule-Walker AR me-
yiiriiyen  ortalamali modeldir  (autoregressive todu ve en kiigiik kareler AR metodu ile yapilmus-
moving average model, ARMA modeli) (1-5). tir. Kestirim sonuglarindan Yule-Walker AR me-

Zaman serilerinin sonlu sayidaki Slglimle-
rinden spektral igerigin belirlenmesi iglemine
spektral analiz denir. Spektral analiz konusunda iki
fakli yaklasim vardir: Parametrik olmayan (klasik)
metodlar ve parametrik (model-tabanli) metodlar.
Parametrik metodlarda, isaret fonksiyonel formu
bilinen modele uygulanir ve bu modelin paramet-
relerinin kestirimi yapilir. Parametrik metodlar ilk
olarak Yule tarafindan 1927’de tanimlanmistir.
Daha sonra, bu metodlar Walker (1931), Burg
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todu ve en kii¢iik kareler AR metodunun asimp-
totik olarak kutupsuz kestirim metodu olduklar
gosterilmistir. AR parametre kestiriminin asimpto-
tik Cramer-Rao alt sinir1 hesaplanarak kutupsuz
AR parametre kestirim metodunun minimum
varyans1 belirlenmistir. Test isareti olarak beyaz
giiriiltii icinde bulunan siniis ve kare dalga isaret-
leri AR modelinin ¢ikisina uygulanmistir. Yule-
Walker AR metodu ve en kiiciik kareler AR me-
todu ile parametre kestirim hatalar1 hesaplanmustir.
Parametre kestirim hatalar1 ile bu hatalara karsilik
gelen Cramer-Rao alt simirlar1  karsilastirilarak
Yule-Walker AR metodu ve en kiigiik kareler AR
metodunun performanslari degerlendirilmistir.

2. CRAMER-RAO ALT SINIRI

Zaman serileri analizinde, bir sistem veya
modelin parametrelerinin kestirimi 6nemli bir ko-
nudur. Parametre kestirimlerinde degisik metodlar
kullanilmaktadir. Kutup, varyans, ortalama karesel
hata gibi istatistiksel ol¢iimlerin degerlendirilmesi
ile parametre kestirim metodlarinin performanslar
belirlenebilir. € Kkestirimi yapilacak parametre

vektorii olarak belirtilirken & Kestirilen parametre

vektorii olarak belirtilir. Kestirimin “iyi” olarak
degerlendirilmesi, 0 nin 0’ya olan yakinligina

baghdir. Kestirim hatasi ( E, ) su sekilde bulunur,
E,=60-0 1)

Kestirimin varyansi su sekilde ifade edilir,

var(f) = E[(é - E[é]ﬂ )

burada, E[] beklenen deger iglemidir. Varyansin

kiigiik olmasi1 olasilik yogunlugunun ortalama de-
gere yakinlastigini gosterir. Varyansin sifira yak-
lagsmas1 durumunda kestirim tutarli olmaktadir.

Kutup, kestirimin ger¢cek degerden ortalama
sapmasint Olger. Kestirimin kutbu, gercek deger-
den kestirimin beklenen degerinin ¢ikarilmasi ile
bulunur:

kutup(d) = 0 — E(6) @3)

Kutbun
kestirim kutupsuz olarak belirtilir ve 6 = E(é)
olur.

sifira esit olmast durumunda

Asimptotik istatistiksel Olgiimler, kestirim
metodlarinin karakteristiklerini tanimlamada kul-

lanilabilmektedir. Data sayisimin (N) sonsuza
yaklagsmasi durumunda,

lim E(9)= 0 ()
olur ve asimptotik olarak kutupsuz kestirim elde
edilir.

Kestirimlerin performanslarinin karsilastiril-
masinda varyans ve kutuplarina bakilir. Ortalama
karesel hata, kestirimin varyans ve kutuplarina
bagl olarak ifade edilebilir (1,2,6). Bundan dolay,
kestirimlerin incelenmesinde ortalama karesel hata
dikkate alinir:
ortalama karesel hafa (é) = E[(&—é)z}
=varlg -6 )+ EZ( ~0
= varlf |+ (0 - El@ﬁ)
= var\@ )+ kutup (9) (5)

Parametre kestiriminde kestirim metod-
larindan varyansi en diisiik olan metod secilmelidir
¢linkii varyansi diisiik olan metodlar ile kestirilen
parametreler gercek degerlerine yakindir. Kesti-
rimin kutupsuz olmasi ortalamasinin gercek degere
esit olacagini gosterir. Denklem (5)’te kutup terimi
sifir oldugunda kestirimin ortalama karesel hatasi
varyansina esit olur. Bu durumda, parametre kesti-
riminin “iyi” olarak yapilabilmesi i¢in kutbu sifir
ve varyansi en diisiik olan kestirim metodu se-
c¢ilmelidir. Kutupsuz kestirimlerin arasindan var-
yanst en diisiik olan kestirim metodunun segile-
bilmesi i¢in bir alt sinir belirlenmelidir. Bu se-
kilde, farkli kutupsuz kestirimlerin varyanslar1 kar-
silagtirilir ve performans analizleri yapilir. Ziv ve
Zakai (1969), Seidman (1970), McAulay ve
Hofstetter (1971), Kendall ve Stuart (1979),
varyans igin alt siir belirleme metodlar1 gelistir-
miglerdir (8). Bununla birlikte, Cramer-Rao alt si-
nir1, kolay hesaplanmasindan dolay1 varyans igin
alt sinir belirlemede en ¢ok kullanilan metod ol-
mustur. Cramer-Rao alt sinir1 kutupsuz kestirimler
icin hesaplanir ve bdylece minimum varyansh ku-
tupsuz kestirimler belirlenebilir (1,8).

Isaret hakkindaki biitiin bilgi, gozlenen
datadan ve datanin olasilik yogunluk fonksiyonun-
dan bulunmaktadir. Bundan dolayi, kestirimin per-
formansi1 data i¢in varsayilan olasilik yogunluk
fonksiyonuna baghidir (5,9,10). Olasilik yogunluk
fonksiyonuna bagli olan kestirimlerde, kestirimi
yapilacak olan parametre deterministik ise kestirim
metodlar1  klasik kestirim olarak adlandirilir.
Cramer-Rao alt sinirinin belirlenmesinde gozlenen
datanin olasilik yogunluk fonksiyonu kestirimi ya-
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pilacak parametrenin fonksiyonu olarak ifade edi-
lir ve bu fonksiyon “olabilirlik fonksiyonu™ olarak
adlandirilir: p(x;0), burada @ kestirimi yapila-

- 6,])

alinir

cak olan parametre vektoridir (5_[5 o,
Once p(x;0)’nn  dogal
(In p(x;@)). Cramer-Rao alt

kestirimlerde belirlendigi icin kestirimin kutupsuz
oldugu gosterilmelidir. Parametre Kkestirimlerinin
varyanslar1 i¢in Cramer-Rao alt sinir1 su sekilde
ifade edilir:

var(6,) = [I N (9)]ii (6)

Denklem (6)’daki 1(€) pxp boyutlu Fisher
bilgi matrisidir ve su sekilde hesaplanir:

0% In p(x;0)
[1 (9)] {W} (M

burada, 1=12,...,p , j=12,...,p, E[] bekle-
nen deger islemidir ve p(x; &) ’ya gore bulunur.

logaritmasi

sinir1  kutupsuz

Denklem (6)’dan goriildiigii gibi, parametre
kestirimlerinin varyanslar1 i¢in belirlenen Cramer-
Rao alt sinir1 Fisher bilgi matrisinin tersine esittir
([I - (9)]n ) Kestirim asimptotik olarak kutupsuz

ise Cramer-Rao alt sinir1 da asimptotik olarak he-
saplanir (1,8).
3. AR MODELI

Parametrik modellerde data, girisi beyaz
Gauss giiriiltiisii (W(n) varyans: o) olan neden-
sel, sifir-kutup, ayrik filtrenin ¢ikis1 olarak
modellenir. Bu modellerde filtrenin transfer

fonksiyonu rasyoneldir ve siirekli giic yogunluk
spektrumlari rasyonel olarak yazilabilir:

plo) =0 ©

burada, ¢(w) gii¢ yogunluk spektrumu, y_, = 7,

= py (pymn
kompleks eslenigi). Weierstrass teoremine gore
denklem (8)’deki m ve p dereceleri yeterli bii-

yiikliikte secilir ise siirekli gili¢ yogunluk spekt-
rumu rasyonel olarak yazilabilmektedir. Bundan
dolay1, spektral kestirim konusunda denklem (8)’
deki model {iizerinde ¢alismalar yapilmistir.
Spektral faktorlerine ayirma teoremine gore denk-

(7, nin kompleks eslenigi) ve p_,
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lem (8)’deki rasyonel gii¢ yogunluk spektrumu su
sekilde yazﬂabilir‘

B(a))
A@)| 7

burada, o® beyaz Gauss giiriiltiisiiniin varyansi
(pozitif bir skalar) ve A(w) , B(w) asagida verilen
polinomlardir,

Alw)=1+ae” +.. .+ae P’ ve
B(w)=1+be " +...+b e ™

Denklem (9)’daki rasyonel ¢(@), varyansi

$(w) = 9)

o? olan beyaz Gauss giriltiisiiniin transfer

fonksiyonu H(w) = B(w)/ A(w) olan rasyonel
filtreden gecirilmesi ile elde edilen isaretin gii¢
yogunluk spektrumudur (Sekil 1).

w(n) y(n)

Sekil 1. Rasyonel ¢(@) nin gosterimi.

Sekil 1°deki filtreleme zaman domeninde su
sekilde yazilir,

B(q)
Y =)
veya

A(a)y(n) = B(q)w(n)
burada, y(n) filtrenin ¢ikisi, ¢
islemi (q"‘y(n): y(n—k)), w(n) varyansi o’

olan beyaz Gauss giiriiltisiidir. Bu durumda,
spektral faktorlerine ayirma teoremi ile spektral
kestirim problemi igaret modelleme problemine
doniigiir. Rasyonel gii¢ yogunluk spektrumunun

spektral faktorlerine ayrilmig seklinin ¢éziimlerin-
den biri ARMA modelidir. Denklem (10)’u sagla-

yan y(n) isareti ARMA(p, m) olarak adlandirilir.
m=0 olmasi durumunda Y(n) AR(p) isareti
olur ve p=0 olmasi durumunda Yy(n) MA(m)
isareti olarak belirtilir. Burada, p ve m sirasi ile

AR ve MA modellerinin derecesini gdsterir. Bu
durumda,

ARMA: A(g)y(n) = B(a)w(n)
AR A(@)y(n) =w(n)
MA:  y(n) = B(q)w(n)

(10)

birim gecikme
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AR modelinde, data girisi beyaz Gauss gii-
riiltiisii (W(n) varyanst ¢?) olan nedensel, tiim-

kutup, ayrik filtrenin ¢ikisi olarak modellenir (Se-
kil 2). AR modeli, tim-kutup modeli olarak da
adlandirilir.

w(n) H@) =L y(n)

A(a)

Sekil 2. AR modeli.

AR(p) modeli ( p ’inci dereceden AR mo-
deli) AR parametreleri {afl] a[2]...,a[p] o} ile
karakterize edilebilir. Dogrusal denklemlerin ¢6-
ziilmesi ile AR parametrelerinin kestirimleri ko-
laylikla yapilabilmektedir. Bundan dolay1, AR mo-

deli zaman serilerinin modellemesinde en ¢ok kul-
lanilan spektral kestirim modelidir (1-5).

3.1. AR Modelinin Otokorelasyon Yapisi

AR modelinin otokorelasyon fonksiyonlari
{ai }ipzl, ve o° parametrelerine bagh olarak elde

edilebilir. Denklem (10)’da verilen ARMA modeli
ele alinir ve A(Q)y(n) = B(q)w(n) ifadesi su se-

kilde yazilabilir,

p m
y(n)+ > ay(n—i)=> bw(n- j) (11)
i1 =0
burada, a, =1 ve b, =1"dir.
Bu ifade y (n—k) (y(n) isaretinin

(n—k) *daki kompleks eslenigi) ile g¢arpilir ve
beklenen degerleri hesaplanir:

r(k)+Zp:air(k i) = Zm:bjE{W(n — )y (n-K)}(12)

burada, r(k) otokorelasyon fonksiyonudur.

H(q) =B(q)/ A(q) filtresi asimptotik ola-

rak kararli ve nedensel oldugu igin su sekilde ya-
zilabilir,

H(q):ihkq_k ' (ho:]-)

burada, h filtrenin impuls cevabidir ve y(n)
y(n) = H(@w(n) = > hw(n-k) (13)
k=0

olarak ifade edilir.

Bu durumda denklem (12)’deki ifadesi
E{w(n — )y (n- k)} su sekilde bulunur,

Edw(n- j)y (n-k)}= E{W(n - j)i hiw’ (n—k — s)}

= 0-2 z h:5j,k+s

burada, & impuls fonksiyonudur. Denklem (14)
denklem (12)’de yerine konur ve asagidaki ifade
elde edilir:

=o’h;, (14)

p m
r(k)+ > ark—i)=c?>bh, (15)
i=1 j=0
AR modelinde m=0 ve B(q)=21"dir.
y(n): AR(p) igin denklem (15) su sekilde ifade
edilir:
0

r(k) +Zp:air(k —i)=0?> b;h},

j=0

=o’b,h’, (16)

Sistemin nedensel olmasindan dolayr k <0
i¢in h(k) = 0°dir ve asagidaki ifade elde edilir:

r(O)+Zp:air(—i):a2 , k=0 (17a)

r(k)+iair(k—i)=0,k>0(k =12,...,p)(17b)

Denklem (17)’deki ifadeler AR modeli ile
otokorelasyon fonksiyonu arasindaki iliskiyi gos-
termektedir. Bu ifadeler Yule-Walker veya normal
denklemler olarak adlandirilir (1-5).

3.2. AR Modeli ile Dogrusal Ongérmenin
Tiskisi

Dogrusal 06ngorme, gozlenmemis Ornek
y(n)’in gozlenen oOrneklerden Ongoriilmesidir
{y(n-1),y(n-2),...,y(n—p)}. p tane ge¢mis or-
negin dogrusal kombinasyonu olan bir kestirim in-
celenirse,

P

y(n) =-> a y(n-k) (18)
k=1

burada, dngérme katsayilari {al,az,...,ap} on-

gorme hatas1 e(n) ’in giiciinii minimum yapacak
sekilde segilir.
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p=Elemf )= Elym - ymy?) (19)
£ ’u minimum yapmak i¢in asagida belirti-

len diklik prensibi kullanilir,

Edy" (n—K)(y(n) - 9(n)j=0,k =1,2,...., p (20)

veya

r(k):—zp:alr(k—l),k=1,2,..., P (21)

Denklem (20) kullanilarak minimum 6n-
gdrme hatasinin giicii su sekilde bulunur,

P = EY ()(y(0) = ()}

=r(0)+ Zp:ak r(—k) (22)

Denklem (21) ve (22) dogrusal 6ngérme teo-
risinde Wiener-Hopf denklemleri olarak adlandiri-
lir. Bu denklemler AR modelinin Yule-Walker
denklemlerine esit oldugundan dolay1 k=12,...,p

icin o, = a[k]ve Puin = o 0lur. Bu durumda, op-
timum dogrusal 6ngérme katsayilar1 AR paramet-

relerine ve minimum 6ngorme hatasinin giicli gii-
riilltiiniin varyansina esittir. Ongérme hatas1 e(n)

beyaz Gauss giiriiltiisiit W(n) ’e esittir:
e(n) = y(n) — 9(n) = y(n) {— et y(n - k)}

— y(n)+ Y a[kly(n —K) = w(n) 23)

Bu durumda, AR(p) modeli su sekilde
yazilabilir,

y(n) = y(n) +w(n)
burada, y(n) = —Zp: a[k]ly(n—k) (p tane gec-

mis 6rnege bagl) olarak belirtilir (1-3).
3.3. AR Parametrelerinin Kestirim Me-
todlan

(24)

Bu calismada, AR  parametrelerinin
kestiriminde iki farkli metod kullanilmistir. Bu
metodlardan biri, denklem (17)’de verilen AR mo-
deli ve otokorelasyon fonksiyonu arasindaki ilig-
kiye baghdir ve Yule-Walker metodu olarak ad-
landirilir. Diger metod ise denklem (21) ve (22)’de
verilen AR modeli ve dogrusal 6ngérme arasindaki
iliskiye baglidir ve en kiigiik kareler metodu olarak
adlandirilir.

Yule-Walker AR Metodu: Denklem (17)’de
verilen Yule-Walker denklemleri AR parametre
kestirim metodlarinin  temelini  olusturur.Yule-

Walker denklemleri incelendiginde Yy(n) AR(p)
isaretinde p +1 tane bilinmeyen parametre oldugu
goriiliir. Bu denklemlerdeki a[k] (k =12,...,p)
parametrelerinin ve o ?’nin kestirimi yapilir.

Yule-Walker denklemlerinden denklem (17b) mat-
ris seklinde yazilir:

r(l) r(0) r-p+1 | a 0
Do+ : : I ES
r(p)] [r(p-1 r(0 Ja,| (O
veya
r,+R,a=0 (25)
burada, k>0 igin r(-k)=r"(k)’dir ve

otokorelasyon matrisi R, Hermitian, Toeplitz

matristir. Ayn1 zamanda tekil olmayan bir matris
oldugu i¢in tersi  alinabilmektedir  (11).

Otokorelasyon fonksiyonlari {I’ (k) }f _o kullanilarak

a= [al a, ]T parametreleri hesaplanir:

_ _p!
a=-Rr,
Hesaplanan a = [a1

(26)
ap]T parametreleri denk-
lem (17a)’da yerine konur ve o bulunur.

Eldeki {y(n)}L sonlu sayidaki datadan
otokorelasyon fonksiyonlarinin kestirimi yapilir.
FAQp ‘nin pozitif olmasi ve tek bir ¢dziim elde edil-

mesi igin otokorelasyon fonksiyonlarmin kutuplu
kestirimleri hesaplanir. Otokorelasyon fonksiyon-
larinin kutuplu kestirimleri su sekilde ifade edilir:

LS ymy (1-Kk).0<k<N-1(7)

N n=k+1
Yule-Walker denklemlerinde otokorelasyon fonk-
siyonlart {r(k)}{_, yerine otokorelasyon fonksi-

F(k) =

yonlarinin kutuplu kestirimleri {f(k)}fzo konur,

p
ve &°=r(0) +Zéif(—i)
i=1
elde edilir. Denklem (28) kullanilarak a=[a, - a,f
Yule-Walker

(28)

veo? parametrelerinin kestirimi
metodu ile hesaplanmis olur (1-5).
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En Kii¢iik Kareler AR Metodu: Denklem
(21) ve (22)’de Yule-Walker denklemleri ile dog-
rusal Ongérmenin iliskisi verilmistir. Bilinmeyen
a, katsayilarini belirlemek igin minimum orta-

lama karesel hata belirlenir. Eldeki {y(n)}",

sonlu sayidaki datadan EQe(n)|2)’nin a,’ya

(k=12,..., p) gore minimumu hesaplanir.
N,
f(a) = Eﬂe(n)|2)= > le()[*
n=N,
N, P 2
= 2y + Y alkly(n-k) » k=12.....p
n=N, k=1
yN) | [yN =D yN,-p) ] [
= YMNe+D | YN e y(N; +1-p)
y(N;) YN, =) e e y(N, - p)
=|y+Ya| (29)
f () ’y1 minimum yapan « vektorii su sekilde
hesaplanir:
min|y +Y0(||2

Bu ifade yaklasik olarak su sekilde bulunur:

Elde edilen bu ifadeden ¢« ’nin kestirilen de-

gerleri hesaplanir,
a=-Y"y (30)

burada, Y* Y matrisinin genellestirilmis tersidir
(pseudo tersi) ve su sekilde hesaplanir,

vE=(yy)ye
A *, -1 *
a=—yY)'yy (31)
Denklem (31)’deki Y ve y matrisleri N,
N, icin segilen degerlere baglidir (11).
Denklem (22)’de otokorelasyon fonksiyon-
lari {r(k)}f;0 yerine otokorelasyon fonksiyon-

larinin kestirimleri {f(k)}f:o konur ve o yerine

o *nin kestirilen degerleri ¢ konur,
p

Puin = F(0) + > G (k) (32)
k=1

elde edilir.

(Bl1)y’de elde edilen «,
parametrelerinin Kkestirilen de-

Denklem
Ca, ]T

gerleridir ve denklem (32)’de elde edilen p,.,

a=la,

o % ’nin kestirilen degeridir. Denklem (31) ve (32)
kullanilarak a = [al e,
relerinin kestirimi en kiiciik kareler metodu ile he-
saplanmus olur (1-3).

4. AR METODUNDA PARAMETRE
KESTIiRIMLERININ ASIMPTOTIK
CRAMER-RAO ALT SINIRLARI

AR (p) modeli asagidaki gibi ifade edilebilir,

ve o paramet-

w(n) = y(n) + > alkly(n —k) (33)

Denklem (33)’teki W(n) beyaz Gauss giiriil-

tiistidiir ve W(n)’in olasilik yogunluk fonksiyonu
su sekilde belirtilir:

B N-1 1 ~ WZ (n)
p(w)—ﬂ — exp( 252 ]

—;exp(—ihiwz(n)} (34)
(272_0_2)(N—p)/2 252 ~

Eldeki {y(n)}ﬁ':l sonlu sayidaki datanin olabilirlik

fonksiyonu su sekilde verilir,

p(v;a,0%)= p(w(y))

(){z[”z[]( ) }(35)

=t

Fisher bilgi matrisi su sekilde belirtilir:
0% In p(y;6)
[I 0 ]ij =B ———
00,00 i
i,j=12,...,p+1 (36)
burada bilinmeyen parametre vektorii € = [aa Z]T

dir. p(y; a, 62) kullanilarak Fisher bilgi matrisi
elde edilir.
p(y; a,o’ )’nln dogal logaritmasi alinir,

Inp(y;a,62)=-In(2zo? " ™" - 26172 2[y(n)+zp:a[j]y(n - j)j
(37)
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Birinci-dereceden kismi tlirevleri,

ainplyiac®) 1% )
cak] | ot~ p(Y(”)““Z?l[lly(n J)Jy(n k)
(38)

alnp(y;a,az)__N—p 1 & S
F +204n§[y(n)+;a[1]y(n J)]

Ikinci-dereceden kismi tiirevleri,

dimplyact) 1
oa[kloa[l] z;)y(n y(n-k)

*Inplyiac’) 1% - alily(n— ) (-
Sk " 4n=p[ (n)+;a[J]y(n J)Jy(n k)

o
o*Inply;a,0° ) N -
Foledailens 20

) [y(n)+ia[j]y(n— j)]

N _ 1 N-1
St 2O
n=p
Beklenen degerleri alindiginda,
NP
da[k]oa[l]

E[a '”p(y;a"’)} N- p{r(k)ﬂLZa[J]r(k—J)}

a[k]oc

(39)

burada, parantez i¢indeki r(K)+ Za[j]r(k - )
i-L

ifadesi denklem (17b)’de verilen Yule-Walker

denklemidir ve 0’a esittir

I

lediled
_Npr :_N-p (40)
25 ot 20
Bu durumda Fisher bilgi matrisi su sekilde yazilir:
N-p
ae o7 N-p
20

burada, 0 px1 boyutlu sifir vektéri ve R
otokorelasyon matrisidir. R pxp boyutlu Toeplitz

matris oldugundan dolay1 [R]ij = r[i - j]olur (12).
Fisher bilgi matrisinin tersi alinir,

" g

0

N-p
N >> p olmasi durumunda,
2

R 0
I;,:Laz = N T 20_4 (42)
0
N
elde edilir.
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Denklem (6)’da verildigi gibi parametre
kestirimlerinin ~ varyanslart1  i¢cin  hesaplanan
Cramer-Rao alt sinir1 Fisher bilgi matrisinin ter-
sine esittir. Bu durumda,

var(a[k]) > %Z[R‘l b

20
~2
var(le© )>
(67)2 %
elde edilir (1,2,8). Burada otokorelasyon matrisi-
nin tersi (i > j i¢in) AR(p) modeli igin genel-
likle su sekilde hesaplanir (12,13):
[R], =i2i[a(i —K)a'(j—k)—a"(N —i+k)a(N - j+k)]
(o)
, 1,j=12,...,N (44)
5. IRDELEME

k=12,...,p

4

(43)

Bu c¢alismada, asagida belirtilen test isareti
(y(n)) kullanilarak Yule-Walker AR metodu ve

en kiiciik kareler AR metodu ile AR parametreleri-
nin kestirimi yapilmistir.

y(n )——W( )
A(9)
burada,
A(q) =1-1.3817q -1.2615q 2 +0.9842q° +1.1228q~*

ve W(n) sifir ortalamali varyansi (*) 1 olan be-

yaz Gauss giiriiltiisii olarak alinmistir. AR modeli-
nin derecesi p, 4 olarak segilmistir. Data sayisi
N =256, N =512, N=1024 igin AR
parametrelerinin kestirimi (a[l], a[2],a[3],a[4],o? )
Yule-Walker ve en kiigiik kareler metodu ile ya-
pilmistir. Yule-Walker AR metodu ve en kii¢iik ka-
reler AR metodu ile parametre kestirimlerinin he-
saplanmasinda MATLABR12 (MATrix LA-
Boratory) program paketi kullanilmistir. Tablo
1’de Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan pa-
rametre kestirim degerleri ve Tablo 2’de en kii¢lik
kareler AR metodu ile hesaplanan parametre
kestirim degerleri verilmektedir.

Tablol. Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan
parametre kestirim degerleri

Parametre | Gergek Kestirilen Deger
Deger | N=056 | N=512 N=1024
a[1] -1.3817 |-1.3854 | -1.3835 -1.3826
a[2] -1.2615 |-1.2638 | -1.2627 -1.2621
a[3] 0.9842 | 0.9840 | 0.9841 0.9842
a[4] 1.1228 | 1.1217 | 1.1223 1.1226
o2 1.0000 | 1.0078 | 1.0039 1.0020
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Tablo 2. En kiiciik kareler AR metodu ile hesap-
lanan parametre kestirim degerleri

Parametre | Gergek Kestirilen Deger
Deger N=256 | N=512 N=1024
a[1] -1.3817 | -1.3856 | -1.3836 -1.3826
a[2] -1.2615 | -1.2639 | -1.2627 -1.2622
a[3] 0.9842 | 0.9841 | 0.9841 0.9842
a[4] 1.1228 | 1.1218 | 1.1224 1.1226
O_Z 1.0000 | 1.0079 | 1.0038 1.0019

Tablol ve Tablo 2’den goriildiigii gibi data
sayist N arttikga parametrelerin kestirilen deger-
leri gergek degerlerine yakinlagsmaktadir. Bundan
dolay1, Yule-Walker AR metodu ve en kiigiik ka-
reler AR metodu asimptotik olarak kutupsuz
kestirim metodlaridir. Cramer-Rao alt sinirinin be-
lirlenebilmesi igin kestirim metodlarinin kutupsuz
olmalar1 gerekmektedir. Bu ¢alismada elde edilen
kestirim sonug¢larindan Yule-Walker AR metodu
ve en kiiglik kareler AR metodunun asimptotik ola-
rak kutupsuz kestirim metodu olduklar1 gériilmek-
tedir. AR metodunun kutupsuz kestirim metodu
olmasindan dolayr AR parametre kestirimlerinin
varyanslari i¢in asimptotik Cramer-Rao alt sinir1
hesaplanabilmistir. Denklem (43)’te verilen ifade-
ler kullanilarak parametre kestirimlerinin varyans-
lar1 igin asimptotik Cramer-Rao alt smir1 elde
edilir:

var(4[1]) > %2 [R*],,
var(a[2]) > "W R],

A o’ 1
var (a[3]) > N [R ]33 ,

var(a[4]) > %2 [R],, (45)
Denklem (44)’{in kullanilmas ile

[R]. - b-ak),

[Ril]zz = i2(1_ a’ [2]) ’

[Ril]ss = i2(1_ a’ [3]) ’

[R N ]44 = % (1 -a’ [4]) (46)
elde edilir.

Denklem (46)’daki ifadeler denklem (45)’te
yerine konur ve Cramer-Rao alt sinir1 hesaplanir.
Data sayist N ’in 256, 512, 1024 degerleri igin

elde edilen Cramer-Rao alt sinirlar1 Sekil 3’te go-
rilmektedir.

q
-0.001

-0.002 [~

Cramer-Rao Alt Sinir

-0.003

-0.004 o
akl

Sekil 3. AR Parametre  kestirimlerinin  (a[k])
Cramer-Rao alt siir1 (Data sayis1t N=256,
512, 1024).

Denklem (43)’te verildigi gibi beyaz Gauss
giiriiltiisiiniin varyansinin kestirim varyansi igin
elde edilen asimptotik Cramer-Rao alt sinir1 su se-
kildedir:

var(&z)zzlile1

Data sayisi N ’in 256, 512,1024 degerleri
i¢in elde edilen Cramer-Rao alt sinirlart Sekil 4°te
goriilmektedir.

0.01
E [m} N=256
0.009 F A N=512
= 0.008;— o O Ne14
S 0.007
o] F
= 0.006 |-
T i
g o.oosz—
E 0.004 - A
(5] F
€ 0.003F
© E
Q 0.002 o)
0.001 |-
00 0. I25 ‘0!5‘ [0} I75 ‘ ::. ‘ 1 I25 1I5 1 I75 é
2
(o}
Sekil 4. AR parametre  kestirimlerinin  (o%)

Cramer-Rao alt siir1 (Data sayis1t N=256,
512, 1024).

Denklem (45) ve (43)’iin kullanilmasi ile
elde edilen Cramer-Rao alt sinir degerleri Tablo
3’te verilmektedir
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Tablo3.AR parametre kestirimlerinin (a[k], o?)
Cramer-Rao alt sinir degerleri

Parametre Cramer-Rao Alt Sinir1
N=256 N=512 N=1024
a[1] -0.00355 | -0.00178 | -0.00089
a[2] -0.00231 | -0.00116 | -0.00058
a[3] 0.00012 | 0.00006 0.00003
a[4] -0.00102 | -0.00051 | -0.00025
o2 0.00781 | 0.00391 0.00195

Bu calismada, test isareti olarak beyaz gii-
riiltii icinde bulunan siniis isareti AR modelinin ¢1-
kigina uygulanmustir.

y(n) = sin(2zfn) + w(n)
burada, f =50Hz, w(n) sifir ortalamali varyansi

(02 ) 1 olan beyaz Gauss giiriiltiisii olarak alinmis-
tir. AR modelinin derecesi P, 4 olarak secilmistir.
Yule-Walker AR metodu ve en kiigiik kareler AR
metodu asimptotik olarak kutupsuz kestirim me-
todu olmalarindan dolayr data sayist N ’in ol-
dukea bityiik degerinde (N =1-10°) elde edilen
AR parametreleri gergek degerler olarak alinmustir.
Data sayist N =256, N =512, N =1024 igin
AR parametrelerinin kestirimi (a[l],a[g],a[g],a[zl],y)
Yule-Walker ve en Kkiiciik kareler metodu ile
yapilmigtir. Tablo 4’te Yule-Walker AR metodu
ile hesaplanan parametre kestirim degerleri ve

kestirim degerleri ve kestirim hatalar1 verilmek-
tedir.

Bu calismada, diger bir test isareti olarak
beyaz giiriiltii iginde bulunan kare dalga isareti AR
modelinin ¢ikigina uygulanmistir.

y(n) = kare(27fn) + w(n) burada, f =50Hz, w(n)si

fir ortalamali varyansi (o) 1 olan beyaz Gauss
gliriiltiisic olarak alinmug-tir. AR modelinin dere-
cesi p, 4 olarak segilmistir. Yule-Walker AR me-
todu ve en kiiciik kareler AR metodu asimptotik
olarak kutupsuz kestirim metodu olmalarindan
dolay1 data sayist N ’in oldukga biiyiik degerinde

(N =1-10°) elde edilen AR parametreleri ger¢ek
degerler olarak alinmigtir. Data sayis1 N = 256,
N =512, N =1024 i¢in AR parametrelerinin
kestirimi (a[1],a[2],a[3],a[4], o2 ) Yule-Walker ve en
kiigiik kareler metodu ile yapilmistir. Tablo 6’da
Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan parametre
kestirim degerleri ve kestirim hatalar1 verilmek-
tedir. Tablo 7°de en kiiglik kareler AR metodu ile
hesaplanan parametre kestirim degerleri ve
kestirim hatalar1 verilmektedir.

Tablo 4 ve Tablo 5’te, beyaz giiriiltii i¢inde
bulunan siniis isaretinin parametre kestirim hata-
lar1 verilmektedir. Tablo 6 ve Tablo 7’de, beyaz
giiriiltii i¢inde bulunan kare igaretinin parametre
kestirim hatalar1 verilmektedir. Parametre kestirim
hatalar ile bu parametrelere karsilik gelen Tablo

Tablo 4. Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan parametre kestirim degerleri

Parametre Gergek Kestirilen Deger Kestirim Hatast
Deger N=256 N=512 N=1024 N=256 N=512 N=1024
a[1] 0.0225 0.0262 0.0248 0.0235 -0.0037 -0.0023 -0.0010
a[2] -0.0037 -0.0063 -0.0056 -0.0044 0.0026 0.0019 0.0007
a[3] -0.0050 -0.0056 -0.0054 -0.0053 0.0006 0.0004 0.0003
a[4] 0.0221 0.0246 0.0239 0.0227 -0.0025 -0.0018 -0.0006
o2 1.0000 1.0090 1.0046 1.0025 -0.0090 -0.0046 -0.0025
Tablo 5. En kiiciik kareler AR metodu ile hesaplanan parametre kestirim degerleri
Parametre Gergek Kestirilen Deger Kestirim Hatas1
Deger N=256 N=512 N=1024 N=256 N=512 N=1024
a[1] 0.0226 0.0260 0.0250 0.0237 -0.0034 -0.0024 -0.0011
a[2] -0.0037 -0.0059 -0.0054 -0.0043 0.0022 0.0017 0.0006
a[3] -0.0051 -0.0055 -0.0054 -0.0054 0.0004 0.0003 0.0003
a[4] 0.0220 0.0244 0.0238 0.0227 -0.0024 -0.0018 -0.0007
o 2 1.0000 1.0088 1.0042 1.0027 -0.0088 -0.0042 -0.0027

kestirim hatalar1 verilmektedir. Tablo 5’te en
kiiciik kareler AR metodu ile hesaplanan parametre

3’teki Cramer-Rao alt sinir degerleri karsilastiril-
diginda, kestirim hatalarinin Cramer-Rao alt sinir
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degerlerine yakin oldugu goriilmektedir. Yule-
Walker AR metodu ve en kiigiik kareler AR meto-
dunun parametre kestirim hatalar1 Cramer-Rao alt
sinir degerlerine yakin oldugundan dolayr bu
parametrik metodlarin parametre kestirim perfor-
manslarinin iyi oldugu belirtilebilir.

Parametre kestirim hatalari ile bu hatalara karsilik
gelen Cramer-Rao alt sinirlari karsilastirilarak Yu-
le-Walker AR metodu ve en kiiciik kareler AR me-
todunun performanslar1 degerlendirilmistir. Kesti-
rim metodlarinin performans analizlerinde kesti-
rimlerin varyanslar1 i¢in Cramer-Rao alt siniri

Tablo 6. Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan parametre kestirim degerleri

Parametre Gergek Kestirilen Deger Kestirim Hatas1
Deger N=256 N=512 N=1024 N=256 N=512 N=1024
a[1] 0.1872 0.1908 0.1892 0.1882 -0.0036 -0.0020 -0.0010
a[2] -0.2046 -0.2071 -0.2065 -0.2055 0.0025 0.0019 0.0009
a[3] -0.2195 -0.2201 -0.2200 -0.2199 0.0006 0.0005 0.0004
a[4] 0.1849 0.1867 0.1858 0.1854 -0.0018 -0.0009 -0.0005
o2 1.0000 1.0085 1.0041 1.0022 -0.0085 -0.0041 -0.0022

Tablo 7. En kiigiik kareler AR metodu ile hesaplanan parametre kestirim degerleri

Parametre Gergek Kestirilen Deger Kestirim Hatast
Deger N=256 N=512 N=1024 N=256 N=512 N=1024
a[1] 0.1874 0.1910 0.1893 0.1883 -0.0036 -0.0019 -0.0009
a[2] -0.2045 -0.2070 -0.2065 -0.2054 0.0025 0.0020 0.0009
a[3] -0.2195 -0.2200 -0.2199 -0.2199 0.0005 0.0004 0.0004
a[4] 0.1848 0.1865 0.1857 0.1854 -0.0017 -0.0009 -0.0006
o2 1.0000 1.0084 1.0042 1.0021 -0.0084 -0.0042 -0.0021

6. SONUCLAR

Parametrik metodlarda, isaret fonksiyonel
formu bilinen modele uygulanmaktadir ve bu mo-
delin parametrelerinin kestirimi yapilmaktadir. AR
metodu en ¢ok kullanilan parametrik metodlar-
dandir ¢iinkii dogrusal denklemlerin ¢oziimii ile
AR parametrelerinin kestirimleri kolaylikla yapi-
labilmektedir. Parametre kestiriminin “iyi” olarak
yapilabilmesi i¢in kutupsuz ve varyansi en diisiik
olan kestirim metodu segilmelidir. Cramer-Rao alt
siir1 varyans igin alt sinir belirlemede kullanilan
bir metoddur. Cramer-Rao alt sinir1 kutupsuz kesti-
rimler i¢in hesaplanmaktadir. Bu g¢aligmada, test
isareti kullanilarak Yule-Walker AR metodu ve en
kiiciik kareler AR metodu ile AR parametrelerinin
kestirimi yapilmigtir. Kestirim sonuglarindan Yule-
Walker AR metodu ve en kii¢iik kareler AR meto-
dunun asimptotik olarak kutupsuz kestirim metodu
olduklar1 gosterilmistir. AR metodunun kutupsuz
kestirim metodu olmasindan dolay1 AR parametre
kestirimlerinin varyanslari i¢in asimptotik Cramer-
Rao alt sinir1 hesaplanmistir. Test isareti olarak be-
yaz giiriiltil i¢cinde bulunan siniis ve kare dalga isa-
retleri AR modelinin ¢ikigina uygulanmistir. Yu-
le-Walker AR metodu ve en kiigiik kareler AR me-
todu ile parametre kestirim hatalar1 hesaplanmustir.
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hesaplanmaktadir ve bu sekilde minimum varyans-
11 kutupsuz kestirim metodlar1 belirlenmektedir.
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