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ÖZET 

Bu çalışmada, kutup, varyans ve ortalama karesel hata gibi istatistiksel ölçümlerin değerlendirilmesi ile minimum 

varyanslı kutupsuz kestirim metodlarının belirlenmesi incelenmiştir. Kutupsuz kestirim metodlarında Cramer-Rao alt sınırının 

hesaplanması ile kestirim metodlarının varyansları belirlenmiştir. Parametrik metodlarda işaretin, nedensel, sıfır-kutup, ayrık, gi-

rişi beyaz gürültü olan filtrenin çıkışı olarak modellenmesi ve bu modelin parametre kestirimi açıklanmıştır. Bu çalışmada kulla-

nılan test işaretinin AR parametrelerinin kestirimi, Yule-Walker AR metodu ve en küçük kareler AR metodu ile yapılmıştır. 

Kestirim sonuçlarından Yule-Walker AR metodu ve en küçük kareler AR metodunun asimptotik olarak kutupsuz kestirim me-

todu oldukları gösterilmiştir. AR parametre kestiriminin asimptotik Cramer-Rao alt sınırı hesaplanmış ve böylece kestirim meto-

dunun performansı belirlenmiştir.  

Anahtar Kelimeler: Parametre kestirimi, Yule-Walker AR metodu, En küçük kareler AR metodu, Doğrusal öngörme, 

Cramer-Rao alt sınırı 

PERFORMANCE ANALYSIS OF PARAMETER ESTIMATION IN AR METHOD WITH 

CRAMER-RAO LOWER BOUND 

ABSTRACT 

In this study, determination of minimum variance unbiased estimation methods was examined by the evaluation of 

statistical measurements such as bias, variance and mean square error. Variances of estimation methods were determined by 

calculation of Cramer-Rao lower bound in unbiased estimation methods. In parametric methods, modeling the signal as output of 

causal, zero-pole, discrete filter that has white noise input and parameter estimation of this model were explained. AR parameter 

estimation of test signal used in this study was done by Yule-Walker AR method and least square AR method. From the results of 

estimation it was indicated that Yule-Walker AR method and least square AR method were asymptotically unbiased estimation 

methods. Asymptotic Cramer-Rao lower bound of AR parameter estimation was calculated and thus performance of estimation 

method was determined. 

Key Words: Parameter estimation, Yule-Walker AR method, Least square AR method, Linear Prediction, Cramer-Rao 

lower bound   

1. GİRİŞ  

Zaman serilerinin sonlu sayıdaki ölçümle-

rinden spektral içeriğin belirlenmesi işlemine 

spektral analiz denir. Spektral analiz konusunda iki 

faklı yaklaşım vardır: Parametrik olmayan (klasik) 

metodlar ve parametrik (model-tabanlı) metodlar. 

Parametrik metodlarda, işaret fonksiyonel formu 

bilinen modele uygulanır ve bu modelin paramet-

relerinin kestirimi yapılır. Parametrik metodlar ilk 

olarak Yule tarafından 1927’de tanımlanmıştır. 

Daha sonra, bu metodlar Walker (1931), Burg 

(1967) ve diğer araştırmacılar tarafından geliştiril-

miştir. Zaman serileri analizi olarak da bilinen 

parametrik modellerin belli başlıları, özbağlaşımlı 

model (autoregressive model, AR modeli), yürü-

yen ortalamalı model (moving average model, MA 

modeli) ve bunların birleşimi olan  özbağlaşımlı 

yürüyen ortalamalı modeldir (autoregressive 

moving average model, ARMA modeli) (1-5).  

Model parametrelerinin kestiriminde farklı 

kestirim metodları kullanılmaktadır. İşaretin spekt-

ral karakteristikleri kestirilen model parametreleri 

ile belirlenir. Parametrik metodlar ile sürekli güç 

yoğunluk spektrumları rasyonel güç yoğunluk 

spektrumları şeklinde incelenebilir. Doğrusal 

denklemlerin çözülmesi ile AR parametrelerinin 

kestirimleri kolaylıkla yapılabildiği için AR me-

todu çok kullanılan parametrik metodlardandır. Pa-

rametre kestiriminde kutupsuz ve varyansı en dü-

şük olan kestirim metodları seçilmelidir. Cramer-

Rao alt sınırı  kestirimlerin varyansı için alt sınır 

belirlemede kullanılan bir metoddur. Cramer-Rao 

alt sınırı kutupsuz kestirimler için hesaplanmakta-

dır (6-10).    

Bu çalışmada kullanılan test işaretinin AR 

parametrelerinin kestirimi, Yule-Walker AR me-

todu ve en küçük kareler AR metodu ile yapılmış-

tır. Kestirim sonuçlarından Yule-Walker AR me-
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todu ve en küçük kareler AR metodunun asimp-

totik olarak kutupsuz kestirim metodu oldukları 

gösterilmiştir. AR parametre kestiriminin asimpto-

tik Cramer-Rao alt sınırı hesaplanarak kutupsuz 

AR parametre kestirim metodunun minimum 

varyansı belirlenmiştir. Test işareti olarak beyaz 

gürültü içinde bulunan sinüs ve kare dalga işaret-

leri AR modelinin çıkışına uygulanmıştır. Yule-

Walker AR metodu ve en küçük kareler AR me-

todu ile parametre kestirim hataları hesaplanmıştır. 

Parametre kestirim hataları ile bu hatalara karşılık 

gelen Cramer-Rao alt sınırları karşılaştırılarak 

Yule-Walker AR metodu ve en küçük kareler AR 

metodunun performansları değerlendirilmiştir.  

2. CRAMER-RAO ALT SINIRI  

Zaman serileri analizinde, bir sistem veya 

modelin parametrelerinin kestirimi önemli bir ko-

nudur. Parametre kestirimlerinde değişik metodlar 

kullanılmaktadır. Kutup, varyans, ortalama karesel 

hata gibi istatistiksel ölçümlerin değerlendirilmesi 

ile parametre kestirim metodlarının performansları 

belirlenebilir.   kestirimi yapılacak parametre 

vektörü olarak belirtilirken ̂  kestirilen parametre 

vektörü olarak belirtilir. Kestirimin “iyi” olarak 

değerlendirilmesi, ̂ ’nın  ’ya olan yakınlığına 

bağlıdır. Kestirim hatası ( eE ) şu şekilde bulunur, 

 ˆeE                                                          (1) 

Kestirimin varyansı şu şekilde ifade edilir, 

  




 

2
ˆˆ)ˆvar(  EE                     (2)             

burada,  E  beklenen değer işlemidir. Varyansın 

küçük olması olasılık yoğunluğunun ortalama de-

ğere yakınlaştığını gösterir. Varyansın sıfıra yak-

laşması durumunda kestirim tutarlı olmaktadır.  

Kutup, kestirimin gerçek değerden ortalama 

sapmasını ölçer. Kestirimin kutbu, gerçek değer-

den kestirimin beklenen değerinin çıkarılması ile 

bulunur: 

  ˆ)ˆ( Ekutup                                           (3) 

Kutbun sıfıra eşit olması durumunda 

kestirim kutupsuz olarak belirtilir ve   ˆE  

olur. 

Asimptotik istatistiksel ölçümler, kestirim 

metodlarının karakteristiklerini tanımlamada kul-

lanılabilmektedir. Data sayısının )(N  sonsuza 

yaklaşması durumunda, 

   


ˆlim E
N

                                                      (4) 

olur ve asimptotik olarak kutupsuz kestirim elde 

edilir. 

Kestirimlerin performanslarının karşılaştırıl-

masında varyans ve kutuplarına bakılır. Ortalama 

karesel hata, kestirimin varyans ve kutuplarına 

bağlı olarak ifade edilebilir (1,2,6). Bundan dolayı, 

kestirimlerin incelenmesinde ortalama karesel hata 

dikkate alınır: 

ortalama karesel hata  




 

2
ˆ)ˆ(  E  

    ˆˆvar 2  E  

    2ˆˆvar  E  

    ˆˆvar 2kutup                                          (5) 

Parametre kestiriminde kestirim metod-

larından varyansı en düşük olan metod seçilmelidir 

çünkü varyansı düşük olan metodlar ile kestirilen 

parametreler gerçek değerlerine yakındır. Kesti-

rimin kutupsuz olması ortalamasının gerçek değere 

eşit olacağını gösterir. Denklem (5)’te kutup terimi 

sıfır olduğunda kestirimin ortalama karesel hatası 

varyansına eşit olur. Bu durumda, parametre kesti-

riminin “iyi” olarak yapılabilmesi için kutbu sıfır 

ve varyansı en düşük olan kestirim metodu se-

çilmelidir. Kutupsuz kestirimlerin arasından var-

yansı en düşük olan kestirim metodunun seçile-

bilmesi için bir alt sınır belirlenmelidir. Bu şe-

kilde, farklı kutupsuz kestirimlerin varyansları kar-

şılaştırılır ve performans analizleri yapılır. Ziv ve 

Zakai (1969), Seidman (1970), McAulay ve 

Hofstetter (1971), Kendall ve Stuart (1979), 

varyans için alt sınır belirleme metodları geliştir-

mişlerdir (8). Bununla birlikte, Cramer-Rao alt sı-

nırı, kolay hesaplanmasından dolayı varyans için 

alt sınır belirlemede en çok kullanılan metod ol-

muştur. Cramer-Rao alt sınırı kutupsuz kestirimler 

için hesaplanır ve böylece minimum varyanslı ku-

tupsuz kestirimler belirlenebilir (1,8). 

İşaret hakkındaki bütün bilgi, gözlenen 

datadan ve datanın olasılık yoğunluk fonksiyonun-

dan bulunmaktadır. Bundan dolayı, kestirimin per-

formansı data için varsayılan olasılık yoğunluk 

fonksiyonuna bağlıdır (5,9,10). Olasılık yoğunluk 

fonksiyonuna bağlı olan kestirimlerde, kestirimi 

yapılacak olan parametre deterministik ise kestirim 

metodları klasik kestirim olarak adlandırılır. 

Cramer-Rao alt sınırının belirlenmesinde gözlenen 

datanın olasılık yoğunluk fonksiyonu kestirimi ya-
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pılacak parametrenin fonksiyonu olarak ifade edi-

lir ve bu fonksiyon “olabilirlik fonksiyonu” olarak 

adlandırılır: );( xp , burada   kestirimi yapıla-

cak olan parametre vektörüdür   T

p 21 . 

Önce );( xp ’nın doğal logaritması alınır 

 );(ln xp . Cramer-Rao alt sınırı kutupsuz 

kestirimlerde belirlendiği için kestirimin kutupsuz 

olduğu gösterilmelidir. Parametre kestirimlerinin 

varyansları için Cramer-Rao alt sınırı şu şekilde 

ifade edilir: 

 
iii I )()ˆvar( 1                                               (6) 

Denklem (6)’daki )(I  pxp boyutlu Fisher 

bilgi matrisidir ve şu şekilde hesaplanır: 

 

















ji

ij

xp
EI






);(ln
)(

2

                            (7) 

burada, pi ,,2,1   , pj ,,2,1  ,  E  bekle-

nen değer işlemidir ve );( xp ’ya göre bulunur.  

Denklem (6)’dan görüldüğü gibi, parametre 

kestirimlerinin varyansları için belirlenen Cramer-

Rao alt sınırı Fisher bilgi matrisinin tersine eşittir 

  
iiI )(1 

. Kestirim asimptotik olarak kutupsuz 

ise Cramer-Rao alt sınırı da asimptotik olarak he-

saplanır (1,8). 

3. AR MODELİ 

Parametrik modellerde data, girişi beyaz 

Gauss gürültüsü ( )(nw  varyansı 
2 ) olan neden-

sel, sıfır-kutup, ayrık filtrenin çıkışı olarak 

modellenir. Bu modellerde filtrenin transfer 

fonksiyonu rasyoneldir ve sürekli güç yoğunluk 

spektrumları rasyonel olarak yazılabilir: 


























k

kj

k

kj
m

mk

k

e

e

)(                                            (8) 

burada, )(  güç yoğunluk spektrumu, 
*

kk    

( k ’nın kompleks eşleniği) ve 
*

kk    ( k ’nın 

kompleks eşleniği). Weierstrass teoremine göre 

denklem (8)’deki m  ve p  dereceleri yeterli bü-

yüklükte seçilir ise sürekli güç yoğunluk spekt-

rumu rasyonel olarak yazılabilmektedir. Bundan 

dolayı, spektral kestirim konusunda denklem (8)’ 

deki model üzerinde çalışmalar yapılmıştır. 

Spektral faktörlerine ayırma teoremine göre denk-

lem (8)’deki rasyonel güç yoğunluk spektrumu şu 

şekilde yazılabilir: 

2

2

)(

)(
)( 






A

B
                                              (9) 

burada, 
2  beyaz Gauss gürültüsünün varyansı 

(pozitif bir skalar) ve )(A , )(B  aşağıda verilen 

polinomlardır, 
 jp

p

j eaeaA   11)(       ve      

 jm

m

j ebebB   11)(  

Denklem (9)’daki rasyonel )( , varyansı 

2  olan beyaz Gauss gürültüsünün transfer 

fonksiyonu )(/)()(  ABH   olan rasyonel 

filtreden geçirilmesi ile elde edilen işaretin güç 

yoğunluk spektrumudur (Şekil 1). 

 

 

 

 

Şekil 1. Rasyonel )( ’nın gösterimi. 

Şekil 1’deki filtreleme zaman domeninde şu 

şekilde yazılır, 

)(
)(

)(
)( nw

qA

qB
ny   

veya 

)()()()( nwqBnyqA                                      (10) 

burada, )(ny  filtrenin çıkışı, 
1q  birim gecikme 

işlemi  )()( knynyq k 
, )(nw  varyansı 

2  

olan beyaz Gauss gürültüsüdür. Bu durumda, 

spektral faktörlerine ayırma teoremi ile spektral 

kestirim problemi işaret modelleme problemine 

dönüşür. Rasyonel güç yoğunluk spektrumunun 

spektral faktörlerine ayrılmış şeklinin çözümlerin-

den biri ARMA modelidir. Denklem (10)’u sağla-

yan )(ny  işareti ARMA  mp,  olarak adlandırılır. 

0m  olması durumunda )(ny  AR  p  işareti 

olur ve 0p  olması durumunda )(ny  MA  m  

işareti olarak belirtilir. Burada, p  ve m  sırası ile 

AR ve MA modellerinin derecesini gösterir. Bu 

durumda, 

ARMA:  )()()()( nwqBnyqA   

AR:        )()()( nwnyqA    

MA:        )()()( nwqBny   

)(

)(
)(






A

B
H   

w(n) y(n) 
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AR modelinde, data girişi beyaz Gauss gü-

rültüsü ( )(nw  varyansı 
2 )  olan nedensel, tüm-

kutup, ayrık filtrenin çıkışı olarak modellenir (Şe-

kil 2). AR modeli, tüm-kutup modeli olarak da 

adlandırılır.  

 

 

 

Şekil 2. AR modeli. 

AR  p  modeli ( p ’inci dereceden AR mo-

deli) AR parametreleri       2,,,2,1 paaa   ile 

karakterize edilebilir. Doğrusal denklemlerin çö-

zülmesi ile AR parametrelerinin kestirimleri ko-

laylıkla yapılabilmektedir. Bundan dolayı, AR mo-

deli zaman serilerinin modellemesinde en çok kul-

lanılan spektral kestirim modelidir (1-5). 

3.1. AR Modelinin Otokorelasyon Yapısı 

AR modelinin otokorelasyon fonksiyonları 

 p

iia
1
, ve 

2  parametrelerine bağlı olarak elde 

edilebilir. Denklem (10)’da verilen ARMA modeli 

ele alınır ve )()()()( nwqBnyqA   ifadesi şu şe-

kilde yazılabilir, 

)()()(
01

jnwbinyany
m

j

j

p

i

i  


            (11) 

burada, 10 a  ve 10 b ’dir.  

Bu ifade )(* kny   ( )(ny  işaretinin 

)( kn  ’daki kompleks eşleniği) ile çarpılır ve 

beklenen değerleri hesaplanır: 

 )()()()( *

01

knyjnwEbikrakr
m

j

j

p

i

i  


(12) 

burada, )(kr  otokorelasyon fonksiyonudur. 

)(/)()( qAqBqH   filtresi asimptotik ola-

rak kararlı ve nedensel olduğu için şu şekilde ya-

zılabilir, 

k

k

k qhqH 





0

)(    ,     10 h  

burada, h  filtrenin impuls cevabıdır ve )(ny  

)()()()(
0

knwhnwqHny
k

k  




                (13) 

olarak ifade edilir.  

Bu durumda denklem (12)’deki ifadesi 

 )()( * knyjnwE   şu şekilde bulunur, 

 








 


0

*** )()()()(
s

s sknwhjnwEknyjnwE  

                     *2

,

0

*2

kjskj

s

s hh 





    (14) 

burada,   impuls fonksiyonudur. Denklem (14) 

denklem (12)’de yerine konur ve aşağıdaki ifade 

elde edilir: 

*

0

2

1

)()( kj

m

j

j

p

i

i hbikrakr 



                   (15) 

AR modelinde 0m  ve 1)( qB ’dir. 

)(ny : AR  p  için denklem (15) şu şekilde ifade 

edilir: 

*

0

2*
0

0

2

1

)()( kkj

j

j

p

i

i hbhbikrakr 



    (16) 

Sistemin nedensel olmasından dolayı 0k   

için 0)( kh ’dır ve aşağıdaki ifade elde edilir: 

2

1

)()0( 


irar
p

i

i   ,   0k                  (17a) 

0)()(
1




ikrakr
p

i

i
, 0k ( pk ,,2,1  )(17b) 

Denklem (17)’deki ifadeler AR modeli ile 

otokorelasyon fonksiyonu arasındaki ilişkiyi gös-

termektedir. Bu ifadeler Yule-Walker veya normal 

denklemler olarak adlandırılır (1-5). 

3.2. AR Modeli ile Doğrusal Öngörmenin 

İlişkisi 

Doğrusal öngörme, gözlenmemiş örnek 

)(ny ’in gözlenen örneklerden öngörülmesidir 

 )(,),2(),1( pnynyny   . p  tane geçmiş ör-

neğin doğrusal kombinasyonu olan bir kestirim in-

celenirse, 

)()(ˆ
1

knyny
p

k

k  


                                    (18) 

burada, öngörme katsayıları  
p ,,, 21    ön-

görme hatası )(ne ’in gücünü minimum yapacak 

şekilde seçilir.  

)(

1
)(

qA
qH   

w(n) y(n) 
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   22
)(ˆ)()( nynyEneE                   (19) 

 ’u minimum yapmak için aşağıda belirti-

len diklik prensibi kullanılır, 

   0)(ˆ)()(*  nynyknyE , pk ,,2,1  (20)                          

veya 

)()(
1

lkrkr
p

ı

l  


 , pk ,,2,1               (21)                            

Denklem (20) kullanılarak minimum ön-

görme hatasının gücü şu şekilde bulunur, 

  )(ˆ)()(*

min nynynyE                                                                                                  

        )()0(
1

krr
p

k

k  


                               (22) 

Denklem (21) ve (22) doğrusal öngörme teo-

risinde Wiener-Hopf denklemleri olarak adlandırı-

lır. Bu denklemler AR modelinin Yule-Walker 

denklemlerine eşit olduğundan dolayı pk ,,2,1   

için  kak  ve
2

min   olur. Bu durumda, op-

timum doğrusal öngörme katsayıları AR paramet-

relerine ve minimum öngörme hatasının gücü gü-

rültünün varyansına eşittir. Öngörme hatası )(ne  

beyaz Gauss gürültüsü )(nw ’e eşittir: 









 



p

k

k knynynynyne
1

)()()(ˆ)()( 





p

k

knykany
1

)(][)( )(nw                   (23)                                                                                  

Bu durumda, AR  p  modeli şu şekilde 

yazılabilir, 

)()(ˆ)( nwnyny                                          (24)                                                                                                

burada, 



p

k

knykany
1

)(][)(ˆ   ( p  tane geç-

miş örneğe bağlı) olarak belirtilir (1-3). 

3.3. AR Parametrelerinin Kestirim Me-

todları 

Bu çalışmada, AR parametrelerinin 

kestiriminde iki farklı metod kullanılmıştır. Bu 

metodlardan biri, denklem (17)’de verilen AR mo-

deli ve otokorelasyon fonksiyonu arasındaki iliş-

kiye bağlıdır ve Yule-Walker metodu olarak ad-

landırılır. Diğer metod ise denklem (21) ve (22)’de 

verilen AR modeli ve doğrusal öngörme arasındaki 

ilişkiye bağlıdır ve en küçük kareler metodu olarak 

adlandırılır. 

Yule-Walker AR Metodu: Denklem (17)’de 

verilen Yule-Walker denklemleri AR parametre 

kestirim metodlarının temelini oluşturur.Yule-

Walker denklemleri incelendiğinde )(ny  AR  p  

işaretinde 1p  tane bilinmeyen parametre olduğu 

görülür. Bu denklemlerdeki ][ka  ( pk ,,2,1  ) 

parametrelerinin ve 
2 ’nin kestirimi yapılır. 

Yule-Walker denklemlerinden denklem (17b) mat-

ris şeklinde yazılır: 









































































0

0

)0()1(

)1()0(

)(

)1( 1











pa

a

rpr

prr

pr

r

 

veya 

0 aRr pp                                                     (25) 

burada, 0k  için )()( * krkr  ’dır ve 

otokorelasyon matrisi pR  Hermitian, Toeplitz 

matristir. Aynı zamanda tekil olmayan bir matris 

olduğu için tersi alınabilmektedir (11). 

Otokorelasyon fonksiyonları p

k
kr

0
)(

  kullanılarak 

 Tpaaa 1 parametreleri hesaplanır: 

pp rRa 1                                                        (26) 

Hesaplanan  Tpaaa 1 parametreleri denk-

lem (17a)’da yerine konur ve 
2  bulunur. 

Eldeki  N

n
ny

1
)(

  sonlu sayıdaki datadan 

otokorelasyon fonksiyonlarının kestirimi yapılır. 

pR̂ ’nin pozitif olması ve tek bir çözüm elde edil-

mesi için otokorelasyon fonksiyonlarının kutuplu 

kestirimleri hesaplanır. Otokorelasyon fonksiyon-

larının kutuplu kestirimleri şu şekilde ifade edilir: 

)()(
1

)(ˆ
1

* knyny
N

kr
N

kn

 


, 10  Nk  (27) 

Yule-Walker denklemlerinde otokorelasyon fonk-

siyonları  p

k
kr

0
)(

  yerine otokorelasyon fonksi-

yonlarının kutuplu kestirimleri  p

k
kr

0
)(ˆ

  konur, 

ve    )(ˆˆ)0(ˆˆ
1

2 irar
p

i

i  


                            (28)                                                                    

elde edilir. Denklem (28) kullanılarak  Tpaaa 1  

ve
2  parametrelerinin kestirimi Yule-Walker 

metodu ile hesaplanmış olur (1-5). 
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En Küçük Kareler AR Metodu: Denklem 

(21) ve (22)’de Yule-Walker denklemleri ile doğ-

rusal öngörmenin ilişkisi verilmiştir. Bilinmeyen 

k  katsayılarını belirlemek için minimum orta-

lama karesel hata belirlenir. Eldeki  N

n
ny

1
)(

  

sonlu sayıdaki datadan  2
)(neE ’nin k ’ya 

( pk ,,2,1  ) göre minimumu hesaplanır.  

  



2

1

22
)()()(

N

Nn

neneEf   

         
2

1

2

1

)(][)( 
 


N

Nn

p

k

knykny  , pk ,,2,1   



2

22

11

11

2

1

1

)()1(

)1()(

)()1(

)(

)1(

)(

















































pNyNy

pNyNy

pNyNy

Ny

Ny

Ny











 

2
Yy                                             (29)                                                                

)(f ’yı minimum yapan   vektörü şu şekilde 

hesaplanır: 

2
min 


Yy    

Bu ifade yaklaşık olarak şu şekilde bulunur: 

Yy   

Elde edilen bu ifadeden  ’nın kestirilen de-

ğerleri hesaplanır, 

yY #ˆ                                                           (30) 

burada, 
#Y  Y  matrisinin genelleştirilmiş tersidir 

(pseudo tersi) ve şu şekilde hesaplanır, 

  *1*# YYYY


  

  yYYY *1*ˆ


                                             (31) 

Denklem (31)’deki Y  ve y  matrisleri 1N , 

2N  için seçilen değerlere bağlıdır (11). 

Denklem (22)’de otokorelasyon fonksiyon-

ları  p

k
kr

0
)(

  yerine otokorelasyon fonksiyon-

larının kestirimleri  p

k
kr

0
)(ˆ

  konur ve   yerine 

 ’nın kestirilen değerleri ̂  konur, 

)(ˆˆ)0(ˆˆ
1

min krr
p

k

 


                                  (32) 

elde edilir.  

Denklem (31)’de elde edilen ̂ ,  

 Tpaaa 1   parametrelerinin kestirilen de-

ğerleridir ve denklem (32)’de elde edilen min̂ , 

2 ’nin kestirilen değeridir. Denklem (31) ve (32) 

kullanılarak  Tpaaa 1  ve 
2  paramet-

relerinin kestirimi en küçük kareler metodu ile he-

saplanmış olur (1-3).  

4. AR METODUNDA PARAMETRE 

KESTİRİMLERİNİN ASİMPTOTİK 

CRAMER-RAO ALT SINIRLARI 

AR )( p  modeli aşağıdaki gibi ifade edilebilir, 





p

k

knykanynw
1

)(][)()(                       (33) 

Denklem (33)’teki )(nw  beyaz Gauss gürül-

tüsüdür ve )(nw ’in olasılık yoğunluk fonksiyonu 

şu şekilde belirtilir: 














2

21

2 2

)(
exp

2

1
)(



nw
wp

N

pn

 

  












 






1
2

22/)(2
)(

2

1
exp

2

1 N

pn
pN

nw


      (34) 

Eldeki  N

n
ny

1
)(

   sonlu sayıdaki datanın olabilirlik 

fonksiyonu şu şekilde verilir, 

   )(,; 2 ywpayp    

  


























  



 


1
2

1
22/)(2

)(][)(
2

1
exp

2

1 N

pn

p

j
pN

jnyjany


(35)                                 

Fisher bilgi matrisi şu şekilde belirtilir: 

 

















ji

ij

yp
EI






);(ln2

           

1,,2,1,  pji                                             (36)                                                        

burada bilinmeyen parametre vektörü  Ta 2   

’dir.  2,; ayp   kullanılarak Fisher bilgi matrisi 

elde edilir. 

 2,; ayp ’nın doğal logaritması alınır, 

   
2

1

1
2

2/)(22 )(][)(
2

1
2ln,;ln  



 


















N

pn

p

j

pN
jnyjanyayp




 

(37)                               
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Birinci-dereceden kısmi türevleri, 

 
)()(][)(

1

][

,;ln 1

1
2

2

knyjnyjany
ka

ayp N

pn

p

j



















 


 

    

 
2

1

1
422

2

)(][)(
2

1

2

,;ln
 


 




















 N

pn

p

j

jnyjany
pNayp



   (38)                                         

İkinci-dereceden kısmi türevleri, 

 








 1

2

22

)()(
1

][][

,;ln N

pn

knylny
laka

ayp



  

 
)()(][)(

1

][

,;ln 1

1
42

22

knyjnyjany
ka

ayp N

pn

p

j



















 


 

  

 
 


 




















 1
2

1
6422

22

)(][)(
1

2

,;ln N

pn

p

j

jnyjany
pNayp



  

                           








1

2

64
)(

1

2

N

pn

nw
pN


               (39)                                                                                                   

Beklenen değerleri alındığında, 

 
)(

][][

,;ln
2

22

lkr
pN

laka

ayp
E 


















  

 
0)(][)(

][

,;ln

1
42

22




























p

j

jkrjakr
pN

ka

ayp
E



  

burada, parantez içindeki 



p

j

jkrjakr
1

)(][)(  

ifadesi denklem (17b)’de verilen Yule-Walker 

denklemidir ve 0’a eşittir. 

 





























1
2

6422

22

)(
1

2

,;ln N

pn

nwE
pNayp

E


  

                          
4

2

64 22 




pNpNpN 






      (40)                                                          

Bu durumda Fisher bilgi matrisi şu şekilde yazılır: 























4

2

,

2
0

0

2




 pN

R
pN

I
T

a

                                         (41)                                                                                        

burada, 0 px1 boyutlu sıfır vektörü ve R  

otokorelasyon matrisidir. R  pxp boyutlu Toeplitz 

matris olduğundan dolayı    jirR ij  olur (11). 

Fisher bilgi matrisinin tersi alınır, 




























pN

R
pN

I
T

a 4

1
2

1

, 2
0

0

2







 

pN   olması durumunda, 

























N

R
NI

T
a 4

1
2

1

, 2
0

0

2






                                    (42) 

elde edilir. 

Denklem (6)’da verildiği gibi parametre 

kestirimlerinin varyansları için hesaplanan 

Cramer-Rao alt sınırı Fisher bilgi matrisinin ter-

sine eşittir. Bu durumda, 

   kkR
N

ka 1
2

][ˆvar 


   ,          pk ,,2,1          

 
N

4
2 2

ˆvar


                                                  (43) 

elde edilir (1,2,8). Burada otokorelasyon matrisi-

nin tersi ( ji   için) AR )( p  modeli için genel-

likle şu şekilde hesaplanır (12,13):  

   


 
N

k

ij kjNakiNakjakiaR
1

**

2

1 )()()()(
1



     

,   Nji ,,2,1,                                                (44) 

5. İRDELEME 

Bu çalışmada, aşağıda belirtilen test işareti 

 )(ny  kullanılarak Yule-Walker AR metodu ve 

en küçük kareler AR metodu ile AR parametreleri-

nin kestirimi yapılmıştır.  

)(
)(

1
)( nw

qA
ny   

burada, 
4321 1228.19842.02615.13817.11)(   qqqqqA  

ve )(nw  sıfır ortalamalı varyansı (
2 ) 1 olan be-

yaz Gauss gürültüsü olarak alınmıştır. AR modeli-

nin derecesi p , 4 olarak seçilmiştir. Data sayısı 

256N , 512N , 1024N  için AR 

parametrelerinin kestirimi  2],4[],3[],2[],1[ aaaa  

Yule-Walker ve en küçük kareler metodu ile ya-

pılmıştır. Yule-Walker AR metodu ve en küçük ka-

reler AR metodu ile parametre kestirimlerinin he-

saplanmasında MATLABR12 (MATrix LA-

Boratory) program paketi kullanılmıştır. Tablo 

1’de Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan pa-

rametre kestirim değerleri ve Tablo 2’de en küçük 

kareler AR metodu ile hesaplanan parametre 

kestirim değerleri verilmektedir. 

Tablo1. Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan 

parametre kestirim değerleri 

Parametre Gerçek 

Değer 

Kestirilen Değer 

N=256 N=512 N=1024 

a[1] -1.3817 -1.3854 -1.3835 -1.3826 

a[2] -1.2615 -1.2638 -1.2627 -1.2621 

a[3] 0.9842 0.9840 0.9841 0.9842 

a[4] 1.1228 1.1217 1.1223 1.1226 
2  

1.0000 1.0078 1.0039 1.0020 
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Tablo 2. En küçük kareler AR metodu ile hesap-

lanan parametre kestirim değerleri 

Parametre Gerçek 

Değer 

Kestirilen Değer 

N=256 N=512 N=1024 

a[1] -1.3817 -1.3856 -1.3836 -1.3826 

a[2] -1.2615 -1.2639 -1.2627 -1.2622 

a[3] 0.9842 0.9841 0.9841 0.9842 

a[4] 1.1228 1.1218 1.1224 1.1226 

2  
1.0000 1.0079 1.0038 1.0019 

Tablo1 ve Tablo 2’den görüldüğü gibi data 

sayısı N  arttıkça parametrelerin kestirilen değer-

leri gerçek değerlerine yakınlaşmaktadır. Bundan 

dolayı, Yule-Walker AR metodu ve en küçük ka-

reler AR metodu asimptotik olarak kutupsuz 

kestirim metodlarıdır. Cramer-Rao alt sınırının be-

lirlenebilmesi için kestirim metodlarının kutupsuz 

olmaları gerekmektedir. Bu çalışmada elde edilen 

kestirim sonuçlarından Yule-Walker AR metodu 

ve en küçük kareler AR metodunun asimptotik ola-

rak kutupsuz kestirim metodu oldukları görülmek-

tedir. AR metodunun kutupsuz kestirim metodu 

olmasından dolayı AR parametre kestirimlerinin 

varyansları için asimptotik Cramer-Rao alt sınırı 

hesaplanabilmiştir. Denklem (43)’te verilen ifade-

ler kullanılarak parametre kestirimlerinin varyans-

ları için asimptotik Cramer-Rao alt sınırı elde 

edilir: 

   11

1
2

]1[ˆvar  R
N

a


,        

   22

1
2

]2[ˆvar  R
N

a


 

   33

1
2

]3[ˆvar  R
N

a


,        

   44

1
2

]4[ˆvar  R
N

a


                                   (45) 

Denklem (44)’ün kullanılması ile   

    11
1 2

211

1 aR 


 ,    

    21
1 2

222

1 aR 


 ,   

    31
1 2

233

1 aR 


 ,     

    41
1 2

244

1 aR 


                                  (46) 

elde edilir.  

Denklem (46)’daki ifadeler denklem (45)’te 

yerine konur ve Cramer-Rao alt sınırı hesaplanır. 

Data sayısı N ’in 256, 512, 1024 değerleri için 

elde edilen Cramer-Rao alt sınırları Şekil 3’te gö-

rülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3. AR Parametre kestirimlerinin (a[k]) 

Cramer-Rao alt sınırı (Data sayısı N=256, 

512, 1024). 

Denklem (43)’te verildiği gibi beyaz Gauss 

gürültüsünün varyansının kestirim varyansı için 

elde edilen asimptotik Cramer-Rao alt sınırı şu şe-

kildedir: 

 
N

4
2 2

ˆvar


   

Data sayısı N ’in 256, 512,1024 değerleri 

için elde edilen Cramer-Rao alt sınırları Şekil 4’te 

görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4. AR parametre kestirimlerinin (
2 ) 

Cramer-Rao alt sınırı (Data sayısı N=256, 

512, 1024). 

Denklem (45) ve (43)’ün kullanılması ile 

elde edilen Cramer-Rao alt sınır değerleri Tablo 

3’te verilmektedir 
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Tablo3. AR parametre kestirimlerinin (a[k], 
2 ) 

Cramer-Rao alt sınır değerleri 

Parametre Cramer-Rao Alt Sınırı 

N=256 N=512 N=1024 

a[1] -0.00355 -0.00178 -0.00089 

a[2] -0.00231 -0.00116 -0.00058 

a[3] 0.00012 0.00006 0.00003 

a[4] -0.00102 -0.00051 -0.00025 

2  0.00781 0.00391 0.00195 

Bu çalışmada, test işareti olarak beyaz gü-

rültü içinde bulunan sinüs işareti AR modelinin çı-

kışına uygulanmıştır.  

)()2sin()( nwfnny    

burada, Hzf 50 , )(nw  sıfır ortalamalı varyansı 

(
2 ) 1 olan beyaz Gauss gürültüsü olarak alınmış-

tır. AR modelinin derecesi p , 4 olarak seçilmiştir. 

Yule-Walker AR metodu ve en küçük kareler AR 

metodu asimptotik olarak kutupsuz kestirim me-

todu olmalarından dolayı data sayısı N ’in ol-

dukça büyük değerinde (
5101N ) elde edilen 

AR parametreleri gerçek değerler olarak alınmıştır. 

Data sayısı 256N , 512N , 1024N  için 

AR parametrelerinin kestirimi  2],4[],3[],2[],1[ aaaa  

Yule-Walker ve en küçük kareler metodu ile 

yapılmıştır. Tablo 4’te Yule-Walker AR metodu 

ile hesaplanan parametre kestirim değerleri ve 

kestirim hataları verilmektedir. Tablo 5’te en 

küçük kareler AR metodu ile hesaplanan parametre 

kestirim değerleri ve kestirim hataları verilmek-

tedir. 

Bu çalışmada, diğer bir test işareti olarak 

beyaz gürültü içinde bulunan kare dalga işareti AR 

modelinin çıkışına uygulanmıştır.  

)()2()( nwfnkareny   burada, Hzf 50 , )(nw sı

fır ortalamalı varyansı (
2 ) 1 olan beyaz Gauss 

gürültüsü olarak alınmış-tır. AR modelinin dere-

cesi p , 4 olarak seçilmiştir. Yule-Walker AR me-

todu ve en küçük kareler AR metodu asimptotik 

olarak kutupsuz kestirim metodu olmalarından 

dolayı data sayısı N ’in oldukça büyük değerinde 

(
5101N ) elde edilen AR parametreleri gerçek 

değerler olarak alınmıştır. Data sayısı 256N , 

512N , 1024N  için AR parametrelerinin 

kestirimi  2],4[],3[],2[],1[ aaaa  Yule-Walker ve en 

küçük kareler metodu ile yapılmıştır. Tablo 6’da 

Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan parametre 

kestirim değerleri ve kestirim hataları verilmek-

tedir. Tablo 7’de en küçük kareler AR metodu ile 

hesaplanan parametre kestirim değerleri ve 

kestirim hataları verilmektedir. 

Tablo 4 ve Tablo 5’te, beyaz gürültü içinde 

bulunan sinüs işaretinin parametre kestirim hata-

ları verilmektedir. Tablo 6 ve Tablo 7’de, beyaz 

gürültü içinde bulunan kare işaretinin  parametre 

kestirim hataları verilmektedir. Parametre kestirim 

hataları ile bu parametrelere karşılık gelen Tablo 

3’teki Cramer-Rao alt sınır değerleri karşılaştırıl-

dığında, kestirim hatalarının Cramer-Rao alt sınır 

Tablo 4. Yule-Walker AR metodu ile hesaplanan parametre kestirim değerleri 

Parametre Gerçek 

Değer 

Kestirilen Değer Kestirim Hatası 

N=256 N=512 N=1024 N=256 N=512 N=1024 

a[1] 0.0225 0.0262 0.0248 0.0235 -0.0037 -0.0023 -0.0010 

a[2] -0.0037 -0.0063 -0.0056 -0.0044 0.0026 0.0019 0.0007 

a[3] -0.0050 -0.0056 -0.0054 -0.0053 0.0006 0.0004 0.0003 

a[4] 0.0221 0.0246 0.0239 0.0227 -0.0025 -0.0018 -0.0006 
2  

1.0000 1.0090 1.0046 1.0025 -0.0090 -0.0046 -0.0025 

Tablo 5. En küçük kareler AR metodu ile hesaplanan parametre kestirim değerleri 

Parametre Gerçek 

Değer 

Kestirilen Değer Kestirim Hatası 

N=256 N=512 N=1024 N=256 N=512 N=1024 

a[1] 0.0226 0.0260 0.0250 0.0237 -0.0034 -0.0024 -0.0011 

a[2] -0.0037 -0.0059 -0.0054 -0.0043 0.0022 0.0017 0.0006 

a[3] -0.0051 -0.0055 -0.0054 -0.0054 0.0004 0.0003 0.0003 

a[4] 0.0220 0.0244 0.0238 0.0227 -0.0024 -0.0018 -0.0007 
2  

1.0000 1.0088 1.0042 1.0027 -0.0088 -0.0042 -0.0027 
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değerlerine yakın olduğu görülmektedir. Yule-

Walker AR metodu ve en küçük kareler AR meto-

dunun parametre kestirim hataları Cramer-Rao alt 

sınır değerlerine yakın olduğundan dolayı bu 

parametrik metodların parametre kestirim perfor-

manslarının  iyi olduğu belirtilebilir. 

6. SONUÇLAR 

Parametrik metodlarda, işaret fonksiyonel 

formu bilinen modele uygulanmaktadır ve bu mo-

delin parametrelerinin kestirimi yapılmaktadır. AR 

metodu en çok kullanılan parametrik metodlar-

dandır çünkü doğrusal denklemlerin çözümü ile 

AR parametrelerinin kestirimleri kolaylıkla yapı-

labilmektedir. Parametre kestiriminin “iyi” olarak 

yapılabilmesi için kutupsuz ve varyansı en düşük 

olan kestirim metodu seçilmelidir. Cramer-Rao alt 

sınırı varyans için alt sınır belirlemede kullanılan 

bir metoddur. Cramer-Rao alt sınırı kutupsuz kesti-

rimler için hesaplanmaktadır. Bu çalışmada, test 

işareti kullanılarak Yule-Walker AR metodu ve en 

küçük kareler AR metodu ile AR parametrelerinin 

kestirimi yapılmıştır. Kestirim sonuçlarından Yule-

Walker AR metodu ve en küçük kareler AR meto-

dunun asimptotik olarak kutupsuz kestirim metodu 

oldukları gösterilmiştir. AR metodunun kutupsuz 

kestirim metodu olmasından dolayı AR parametre 

kestirimlerinin varyansları için asimptotik Cramer-

Rao alt sınırı hesaplanmıştır. Test işareti olarak be-

yaz gürültü içinde bulunan sinüs ve kare dalga işa-

retleri AR modelinin çıkışına uygulanmıştır. Yu-

le-Walker AR metodu ve en küçük kareler AR me-

todu ile parametre kestirim hataları hesaplanmıştır. 

Parametre kestirim hataları ile bu hatalara karşılık 

gelen Cramer-Rao alt sınırları karşılaştırılarak Yu-

le-Walker AR metodu ve en küçük kareler AR me-

todunun performansları değerlendirilmiştir. Kesti-

rim metodlarının performans analizlerinde kesti-

rimlerin varyansları için Cramer-Rao alt sınırı 

hesaplanmaktadır ve bu şekilde minimum varyans-

lı kutupsuz kestirim metodları belirlenmektedir. 
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