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ÖZET 
Robotların kinematik modelinin çıkarılması için  Kartezyen ve Kartonyum olmak üzere iki farklı uzay kulla ılaştırıldı. 

Bu yöntemlerden bazıları ileri yön kinematik için uygunken diğerleri  ise ters kinematik çözümler için kullanışlıdır. Aynı kine-
matik ilişkiyi açıklarken Kartezyen uzayındaki yöntemlerinden elde edilen matrisler, Kartonyum uzayında elde edilen vektörden 
daha fazla eleman içerir. Bundan dolayı, bilgisayar ortamında Kartonyum uzayında açıklanan kinematik yöntem, Kartezyen uza-
yında açıklanan kinematik yöntemlerden daha hızlı çalışır. 

Anahtar sözcükler: Robot manipulatörleri, Homojen Dönüşüm, Lie cebri, kartezyen uzayı,  kartonyum uzayı, 

THE COMPARISION OF KINEMATIC MODELS OF ROBOT SYSTEMS 

ABSTRACT 
In this paper, six methods for the formulation of the robot kinematic equations with serial links are presented. Two 

different spaces are used in kinematic modeling of  robots namely Cartesian space and Quaternion space.  Five kinematic 
methods in Cartesian space and one kinematic method in Quaternion space are described and they are compared to each other. 
Some of these methods are useable  for forward kinematic solutions while some others are for inverse kinematic solutions.  
Kinematic analysis in Quaternion space does not include redundant elements while Cartesian space analysis does. Therefore, the 
kinematic models defined in Quaternion space run faster than those defined in Cartesian space in computer environment. 

Key words : Robot manipulators, Homogeneous transformation, Lie algebra, Cartesian Space, Quaternian Space

1. GİRİŞ 

Robotik biliminin analatik araçlarının en 
önemlilerinden biri olan kinematik modelleme, ro-
bot biliminin birçok alanında kullanılmaktadır. 
Bunların başlıcaları: Mekanizmaların, hareket etti-
ricilerin (actuators) ve algılayıcıların (sensors) 
modellenmesi, eş zamanlı (on-line) robot kontrol 
uygulamaları, robot simulasyonu ve  off-line (eş 
zamansız) programlama işlemleridir.  Robotların 
kinematik modelinin çıkarılması robot çalışmaları-
nın en önemli aşamalarından birini oluşturmakta-
dır. Robotların kinematik modelini çıkarmak ama-
cıyla  bir çok yöntem geliştirilmiştir. Kinematik 
problemlerin çözümü üç boyutlu Kartezyen ve dört 
boyutlu Kartonyum olmak üzere iki farklı uzayda 
gerçekleştirilebilir. Kartezyen Uzayı’nda, matris 
veya vektörler gibi dönüşüm operatörleri kullanıla-
rak kinematik model çıkarıldığından bu yönteme 
nokta dönüşüm, Kartonyum Uzayı’nda ise doğru-
sal vektörler ve dönüşüm operatörleri (quaternion) 
kullanıldığından, bu yönteme ise doğrusal dönü-
şüm yöntemi denir (1). Maxwell  (2) nokta vek-
törlerin Kartezyen Uzayı’ndaki  dönüşümlerini 
kullanarak 4x4 homojen dönüşüm matrisini ta-
nımladı. Denavit-Hartenberg (3) bu homojen dö-
nüşüm matrisini kullanarak bir koordinat sistemi-
nin oryantasyonunu ve konumunu  başka bir koor-

dinat sistemine göre tanımladı. Bir koordinat sis-
teminin başka bir koordinat sistemine göre dönü-
şüm matrisi vida  yer değiştirmesiyle (screw 
displacement) de ifade edilebilir. Doğrusal dönü-
şüm olarak ifade edilen bu yöntemde,  aynı eksen 
üzerinde hem bir öteleme hem de  dönme gerçek-
leşmektedir (4). Funda ve Paul (5) vida yer değiş-
tirmesinin, doğrusal vektörler ve dönüşüm opera-
törleri (quaternion) kullanılarak en iyi şekilde ifade 
edilebileceğini gösterdi  . Kim ve Kumar (6) ise 
doğrusal vektörler ve dönüşüm operatörlerini 
(quaternion) robot kinematiğine uyguladı. 

Robotların kartezyen uzayda kinematik mo-
delini çıkarmak için  başlıca beş yöntem kullanıl-
maktadır. Bu makalede ilk olarak bu beş yöntem: 
Homojen dönüşüm yöntemi, Üssel yöntem,  SRK 
(Sıfır Referans Konum) yöntemi, Pieper-Roth 
yöntemi ve TPS (Tam ve Parametrik olarak Sü-
rekli) yöntem anlatılarak, her bir yöntem, PUMA-
560 (Programmable Universal Machine for 
Assembly) robotuna uygulanmıştır. İkinci aşamada 
üç boyutlu kartezyen  uzayındaki  dönme kavra-
mını  dört boyutlu uzaydaki dönme kavramına ge-
nişleten kartonyum uzayı tanıtılarak bu uzayda 
kullanılan denklemleştirme ve modelleme yöntemi 
açıklanmıştır. Aynı zamanda,  kartonyum uzayı ile 
kartezyen uzayı  arasında birbirine dönüşüm eşit-
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likleri verilmiştir. Sonuç bölümünde ise bu iki 
uzayda gerçekleştirilen modelleme yöntemleri kar-
şılaştırılarak, her birinin birbirlerine göre üstün 
yönleri incelenmiştir. 

2.  ROBOTLARIN KARTEZYEN UZAYINDA 
KİNEMATİK MODELLERİNİN ÇIKA-
RILMASI 

2.1. Homojen Dönüşüm Yöntemi 

Robotların kinematik modelini çıkarırken en 
çok kullanılan yöntem Denavit-Hartenberg göste-
rimini kullanan homojen dönüşüm yöntemidir. Bu 
yöntemde dört  ana değişken kullanılarak robot ki-
nematiği çıkarılır. Bu değişkenler,  iki eksen ara-
sındaki bağ uzunluğu (link length) 1−ia  ,   1−i  ile i. 
eksenleri arasındaki bağ açısı (link twist) 1−iα , üst 
üste çakışan bağlar arasındaki bağ kayması (link 
offset) , ve iki bağ arasında oluşan eklem açısı 
(joint angle) 

id

iθ ’dir (3).   Bu   dört   değişkene   
Denavit-Hartenberg değişkenleri (D-H değişken-
leri) denir. Bu değişkenleri belirlemek için önce-
likle  robotun  dönme eksenleri belirlenir ve dönme 
eksenleri bağlardan bir fazla olacak şekilde 
numaralandırılır. Bu aşamadan sonra bu eksenlerin 
her birine  koordinat çerçevesi yerleştirilir ve bağ 
dönme ekseni  Şekil 1’de görüldüğü gibi koordinat 
çerçevesinin Z ekseni kabul edilir. Robotun bir 
eklemine ait dönüşüm matrisi  bu dört değişkenden 
yararlanılarak yazılır.  

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. D-H Gösterimi. 
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Denklem 1’deki dört matrisin çarpımıyla  n 
serbestlik derecesine sahip bir robotun bir ekle-
mine ait dönüşüm matrisi elde edilir. 
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Robotların kinematik modelini çıkartmak 
için her bir eksene  bir koordinat çerçevesi 
yerleştirilir. Koordinat çerçeveleri belirlenirken 
döner eksenler için dönme yönü Z, buna dik olan 
bağ uzunluğu  X  ekseni   kabul  edilir. Y ekseni  
ise sağ  el kuralına  göre  bulunur.  Şekil 2.a’da  
görülen PUMA-560 robotunun  kartezyen uzayda 
koordinat çerçevelerinin gösterimi,  Şekil 2.b’de 
verilmiştir. Yerleştirilen bu koordinat çerçeve-
lerine göre D-H değişkenleri bulunur. Buna göre 
çıkarılan PUMA-560 robotunun  D-H değişkenleri 
Tablo 1’ de görülmektedir. 
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(b) 
Şekil 2. a) PUMA-560 robotu, b) Koordinat 

çerçevelerinin gösterimi. 
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Tablo 1. DH değişkenleri. 
i  

iθ  1−iα  1−ia  id  

1 1θ  0 0 0 
2 2θ  -π/2 0 0 
3 3θ  0 2a  3d  
4 4θ  -π/2 3a  4d  

5 5θ  π/2 0 0 

6 6θ  π/2 0 0 
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Tablo 1’deki DH değişkenleri denklem 
(2)’de yerine konarak denklem (3)’deki matrisler 
bulunur. matrisleri çarpılarak robo-
tun ileri yön kinematiği hesaplanır. Bu ileri yön 
kinematik matrisi denklem 4’ deki gibi elde edilir. 
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2.2   Üssel Yöntem 
Üssel yöntem temelde Lie cebrinden (1) 

faydalanılarak gerçekleştirilmiş bir yöntemdir. Lie 
cebrinde bir nokta vektörünün başka bir nokta 
vektöre göre  oryantasyonu üç değişkenden oluşan 
bir oryantasyon vektörüyle  aşağıdaki gibi ifade 
edilir. 

n
2

 tan s ϕ
=                                                              (5) 

Denklemde, Rodriguez değişkenleri (7) olarak 
bilinen n  dönme yönündeki birim vektörü, ϕ  ise 
dönme açısını verir. n vektörü, R oryantasyon 
matrisi değişse bile herhangi bir değişime uğramaz. 
Bundan dolayı, n vektörü, R oryantasyon 
matrisinin birim  öz vektörüdür (8).  

Bir  vektörünün çapraz çarpım 
operatörü denklem 6’da görüldüğü gibi eksi bakı-
şımlı vektörel çapraz çarpım matrisi (S) (skew 
symmetric cross product matrix) üretir (9). 
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3x3 eksi bakışımlı vektörel çapraz çarpım matrisi 
kullanılarak rotasyon matrisi aşağıdaki gibi yazılır.  
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Lie cebrinde iki oryantasyon vektörünün 
çarpılması aşağıdaki gibi gerçekleştirilir. 
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Lie cebrini kullanarak n özgürlük derecesine sahip 
bir robotun kinematik eşitliklerini bulmak için  D-
H değişkenleri ve homojen dönüşüm yöntemindeki 
koordinat sistemi kullanılır.  i. koordinat 
çerçevesinin i-1. koordinat çerçevesine göre 
oryantasyonu n vektörüyle   şeklinde gösteri-
lir. 
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is0  oryantasyonu her bir eklemin oryantasyonun 
çarpılmasıyla aşağıdaki gibi gerçekleştirilir. 
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Uç işlevcisinin ana çerçeveye göre konumu 
denklem 11’deki gibi bulunur. 
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Denklemde  3x3 oryantasyon matrisiyle 
bir vektörün çarpımını göstermektedir ve Lie 
cebrinde bu çarpım aşağıdaki gibi gerçekleştirilir.  
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Denklemde r herhangi bir vektördür. Lie cebri 
kullanarak n özgürlük derecesine sahip bir robotun 
ileri kinematiği aşağıdaki adımlar takip edilerek 
bulunur. 

1. Homojen dönüşüm yönteminde kullanılan 
koordinat çerçevelerinin   gösterimi ve  D-H 
değişkenleri belirlenir. 

2. Denklem 9 kullanılarak i. koordinat çerçevesinin 
i-1. koordinat çerçevesine göre oryantasyon  
vektörü bulunur. 

3. Denklem 10 kullanılarak uç işlevcisinin ana 
koordinat çerçeveye göre oryantasyon vektörü 
denklem 8’de açıklanan  Lie cebri çarpım 
yöntemi kullanarak hesaplanır ( ). is0

4. Elde edilen sonuç oryantasyon vektörü ’yi 
3x3 oryantasyon matrisine dönüştürmek için 
denklem 7 kullanılır. 

is0

5. Uç işlevcisinin ana koordinat çerçeveye göre   
konum vektörünü bulmak için ilk önce 
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hesaplanır. Daha sonra denklem 11 kullanılarak 
sonuç  vektörü bulunur. nP0

Lie cebrinin uyarlanmış bir şekli olan üssel 
yöntemde kinematik problem üssel dönme matris 
(rotation matrix) tabanlı cebir kullanılmak suretiyle 
sistematik  olarak çözülür (10). Bu yöntemde sabit 
eksene göre oryantasyon matrisi oluşturularak 
toplam ileri yön kinematiği hesaplanır (11). Üssel 
yöntemde B koordinat çerçevesinin A koordinat 
çerçevesine göre dönüşüm matrisi ),( baC

)
 şeklinde 

ifade edilir. Bu matris denklem 14’deki  gibi açık 
şekilde ifade edilebilir.  

[ θθθθ cos1ñsinÎcose  C ñb)(a, −++== Tnn ])             (14) 

Bu denklemde Î birim vektör,  ñ ise ( n ) kolon 
vektöründen elde edilen eksi bakışımlı vektörel 
çarpım matrisidir.  
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Denklem 14 açılırsa genel dönme matrisi elde 
edilir.  
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Üssel yöntemde koordinat çerçevelerini belirlemek 
için vektörel gösterim kullanılır. D-H yöntemde 
olduğu gibi dönme yönü Z ekseni, buna dik olan 
bağ uzunluğu X ekseni,  sağ el kuralına göre Y ek-
seni bulunur ve  bu eksenler Şekil 3’de görüldüğü 
gibi sırasıyla, 13 , uu  ve  2u  şeklinde gösterilir. 
Buna göre çizilmiş PUMA-560 robotuna ait koor-
dinat çerçevelerinin gösterimi Şekil 3’de görül-
mektedir. Üssel  yöntem de D-H değişken-lerini 
kullandığından ileri yön kinematiğini oluşturan 

( )6,0C
)  dönüşüm matrisleri Tablo 1’deki verilere göre 

gerçekleştirilir. 

PUMA-560 robotu için üssel yöntemde ileri 
yön kinematik ( )6,0C

)  dönme matrisi  denklem 
7’deki gibi yazılır. 
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π

θ
π

θ
π

θθ
π

θθ uuuuuuuuuu eeeeeeeeeeC

CCCCCCC

−−−
=

=

)

)))))))

(18)                   

Üssel yöntemde ileri yön kinematiği  
oryantasyon matrisi ve konum vektörü olmak üzere 
iki ayrı aşamada gerçekleştirilir. Denklem 18’deki 
genel matris formatını kullanarak ( )6,0C

) ’ yı oluşturan 
oryantasyon  matrisleri denklem 19’daki gibi sı-
rayla bulunur. 

 
 

u3
(0,1) 

 
 

u1
(0,1...6)

u3
(5)

a3
d4

u3
(3)u3

(2)

a2

d3
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Şekil 3. Koordinat çerçevelerinin gösterimi. 

ve  prizmatik) tanımlanır. Daha sonra bu 
konumda, robotun geometrisini tanımlayan eksen 
doğrultuları ( ) ve bağ yerleşimleri ( ) 
belirlenir. Burada   u   dönme veya  kayma ekseni 
yönündeki  birim vektör,  Q  ise eklem eksenlerinin 
yerleşimini gösteren değişkendir. 

js

0iu 0iQ

Bu yöntemde birden fazla sıfır referans 
konum noktası seçilebilir. Dolayısıyla, bu durum,  
uygun olan bir çok SRK’a ulaşılmasından  dolayı 
⎤⎡ −⎤⎡ −⎤⎡ − 000 332211
~

θθθθθθ scscsc
)))
Uç işlevcinin ana çerçeveye göre  
oryantasyonu yukarıdaki matrislerin çarpılmasıyla 
elde edilir. Konum vektörü ise ana koordinat 
çerçevesinden  a ve d değişkenlerinin ait olduğu 
koordinat çerçevesine göre ifade edilen dönme 
matrisi ile bunların birim yön vektörlerinin çarpılıp 
ve bulunan matrislerin toplanmasıyla elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )
2

3,0
41

3,0
33

2,0
31

2,0
2 uCduCauCduCar

))))r
+++=          (20) 

avantaj sağlar. Fakat bu uç seçimlerden dolayı da  
aynı robot için iki farklı matematiksel sonuç 
çıkabilir. Bu açıdan sonuçlar DH yöntemiyle 
karşılaştırılmalıdır.  

İleri yön kinematik analizde n tane 4x4 
boyutlu Di  matrislerin çarpımından yer değiştirme 
matrisi Dh ( 654321 .... DDDDDDDh = )   bulunur. Şekil 
4’deki robotun geometrisini tanımlayan eksen 
doğrultuları  ve bağ yerleşimleri  Tablo 0iu 0iQ

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

⎥
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⎣ −−
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⎥
⎥
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⎦⎢
⎢
⎢

⎣

==

0
100
0

,
0
100

0
,

0
100
0

100
0,

0
100,

100
0

66

66
6,5

55

55
5,4

44

44
4,3

33
3,2

22

2,1
11

1,0 13

θθ

θθ

θθ

θθ

θθ

θθ

θθ
θθ

θθθ

cs

sc
C

cs

sc
C

cs

sc
C

csC
cs

CcseC u

)))

                               (19)
⎤⎡−⎤⎡ 121 scc
Buradaki matrisler aşağıda verilmiştir. 

Bu dört matris toplandığı zaman denklem 4’deki 
konum vektörü elde edilir. Beklendiği gibi bulunan 
oryantasyon ve konum  vektörü   denklem 4’deki    
kinematik çözümle aynıdır. 

2.3 .  Sıfır Referans Konum Yöntemi 

Kısaca SRK olarak tanımlanan bu yöntem, 
bütün değişkenlere bir sıfır referans değeri 
atayarak robotun geometrisini tanımlar ve hareket 
işlemlerini gerçekleştirir (12).  Bu yöntemde  robot 
uygun bir şekilde dondurulur ve oluşan sıfır 
referans konumda,  eksen değişkenleri ( iθ  döner 

2’de verilmiştir.  
 
 
 
 
 
 
 

 
Şekil 4.Koordinat çerçevelerinin gösterimi. 

Tablo 2.  PUMA 560 robotuna ait  SRK verileri. 
 

i Eksen 
türü 

ui0  
doğrultusu 

Qi0 
yerleşimi 

1 R 0,0,1 0,0,0 

( ) ( )
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⎥
⎥
⎥
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4

3232
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3

2

2121
2,0

2

,

0
,

ccss
cssscs
cscccc

duCd
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auCa

cduCd
s
csauCa
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2 R 0,1,0 0,0,0 
3 R 0,1,0 b,0,0 
4 R 0,0,1 b,a,0 
5 R 0,-1,0 b,a,-c 
6 R 0,0,-1 b,a,0 

 
[ ]’i bulmak için,   bu matris deki  R dönme 

ve d  konum matrisleri sırayla bulunur. 
dRD =1

θθθ cos1sin, 2
1 −++= UUIkR

)

( ) ( )                          (21) 

Denklemde U eksi bakışımlı  matristir. Dönme 
matrisi R, denklem 22’de verilmiştir. 

( 0,0,0=d  olduğundan,  ve  aşağıdaki gibi 
bulunur. 

1D 2D

 

⎥
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⎡ −

=
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00
0010
00

,

1000
0100
00
00

22
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2
11

11

1 cs

sc

D
cs
sc

D        (23) 

 
d  vektörü sıfırdan farklı olduğunda konum 
vektörü denklem 24’den yararlanarak  bulunur. Bu 
durumda matrisi denklem 25’deki gibi elde 
edilir. 

3D

( ) ( )QIRdsQIRsUd −−==−−= ,0,          (24) 
 

( ) ( )

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢
⎢
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=
⎥
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⎡ −
=
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0010
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,0
1
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3

3

3

bscs

cbsc

D
bs

cb
d        (25) 

Diğer matrisler denklem 26’ da verilmiştir. 

Bu robotun ileri yön kinematiği 
  matrislerinin çarpılmasıyla 

elde edilir. Bulunan sonuç denklem 4’deki sonuçla 
aynıdır. 

654321 ..... DDDDDDDh =

2.4. Pieper-Roth Yöntemi 

Pieper-Roth yöntemi D-H değişkenlerini 
kullanarak  denklem 27’deki gibi yeni bir dönüşüm 
matrisi  düzenlemiştir (13). Bu yöntemde dönüşüm 
matrisi, D-H yönteminin aksine (i+1). eksenden i. 
eksene doğru bakılarak oluşturulur. İleri yön 
kinematik analizde 90° açı farkı D-H dönüşüm 
matrisi ile Pieper-Roth dönüşüm matrisinin aynı 
sonucu üretmesine neden olur. 
 

( )
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⎥
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))1()1()1)((1

,
22
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θθθθ
θθθθθ
θθθθθ

θ
cuucuusucuu
sUcuucuusucuu
sucuusUcuucuu

UR

xyzyyzx

xyzxzzyx

yzxzyxzy
                                               (22)   
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−

=

1000
0 iii

iiiiiii
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i scs
sascccs
casscsc

A
αα

θαθαθθ
θαθαθθ

                    (27) 

İleri yön kinematik problem  A1, A2, A3, A4, A5  ve 
A6 matrislerinin yan yana çarpılmasıyla  bulunur. 
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Tablo 3.   Pieper-Roth değişkenleri. 
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i iθ  
is  iα  

ia  
1 1θ  0 -90° 0 
2 2θ  a 0° B 
3 3θ  0 -90° 0 
4 4θ  -c 90° 0 

θ  

 
Bu kinematik yöntemde Bi homojen dönüşüm 
matrisi oluşturulurken, Şekil 6’da verilen 
{ iziyixiziyixi lllbbb β,,,,,, ,,,,,, } değişkenlerine ek 
olarak  döner eklem değişkeni iθ   veya prizmatik 
eklem  değişkeni  kullanılır. Ayrıca, id
5 5 0 -90° 0 
⎤⎡ −⎤⎡ −⎤⎡ − 00000 3322211 scbcscsc θθθθθθθ
6 6θ  h 0° 0 
Denklem 27’deki  genel matrisi kullanılarak 

 dönüşüm matrisleri 
sırayla bulunur.Bu robotun ileri yön kinematiği  
altı dönüşüm matrisinin çarpılmasıyla bulunur.  

iA
 A,A,A,A,A 54321 6A   ve

2.5  Tam ve Parametrik Sürekli Yöntem 

Kısaca TPS olarak isimlendirilen bu 
yönteme, robot hata modelinin uygulanmasından 
dolayı robot kalibrasyonu için önemli avantaj 
sağlar (14), (15). Robotun her türlü hareketini 
modelleyecek değişkenleri içeren yönteme Tam 
kinematik  yöntem denir. Robot eklemlerinin 
oryantasyonu veya konumu değiştiğinde  
kinematik yöntem bağ değişkenleri de  bu 
değişime  cevap verebiliyorsa, bu  yönteme de 
parametrik olarak sürekli  kinematik yöntem  denir.  
Bir robot kalibrasyonu için uygun olan bir  
kinematik yöntem  hem ‘’tam’’, hem de parametrik 
olarak sürekli olmalıdır (16), (17).     

TPS yönteminin kullandığı  dönme matrisi 
aşağıda verilmiştir. 
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                           (29) 

Uç işlevcinin ana koordinat çerçevesine göre 
oryantasyonu ve konumu 4x4 homojen dönüşüm 
matrisinin yan yana çarpılmasıyla bulunur. 

nnn BBBBBT 1210 ..... −=                                         (30) 
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                              (28)   

iβ  : x ekseninin doğrultusuna bağımlı açı, 
il : Döndürülmüş (i-1). çerçevesine  göre i. bağ 

eksenidir. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 
 
 

 

 

 

 
 
Şekil 6. a) TPS yönteminin gösterimi,  
 b) Koordinat çerçevelerinin gösterimi. 

Denklem 20’de verilen Ri  matrisini belirle-
mek için  i. eksen üzerindeki k vektörü  iα  kadar 
döndürülerek,  ekseni ile  ekseni birbirine 
paralel yapılır. Daha sonra  ekseni 

1−iz iz

1−iz iβ  kadar 
döndürülerek '   ekseni ile  ekseni birbirine 1−ix ix

i+1.i. Eklem 

θi+1θiθi-1

i-1.

bii. Bağ 
zi

xi

αi

zi-1

xi-1xi-1’ βi

αi

zi-1’ 

li,x li,y

li z
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Z0

  ( b) 
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X0 Y1
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paralel yapılır.  Bu durumda oryantasyonlar eşitle-
nir. Konum vektörünün belirlenmesi için 
oryantasyonların eşit olduğu durumda  (i-1).  ile   i.  
eksenlerin  arasındaki   ve  uzunlukları 
belirlenir. Sonuç olarak bir döner eklem için genel 
dönüşüm matrisi aşağıdaki gibi yazılır. 

yixi ll ,, , zil ,

),(,),,( iii zRRzR βθ ),,( ,,, ziyixi lllTrans               (31) 

Koordinat çerçeveler arasındaki  x  bileşen-
lerinin yönünde  herhangi bir değişme olmadığın-
dan iβ = 0  alınır. , , , ,  ve  dönü-
şüm matrisleri denklem 31’e Tablo 4’de ki değiş-
kenleri koyarak bulunur. 

1B 2B 3B 4B 5B 6B

Tablo 4.  TPS yöntem değişkenleri. 
Eklem 

no xib ,   yib , zib , xil ,            yil , zil , iβ  

1      0     1     0    0       0         0 zl ,1

2      0     0     1       0      0      0 xl ,2

3      0    1     0       0    0 xl ,3 zl ,3−
4      0   -1     0      0      0      0     0 
5      0    1     0      0      0      0     0 
6      0    0     1      0      0      0     0 

Bu robotun ileri yön kinematiği  
ve  dönüşüm matrislerinin çarpılmasıyla 
bulunur.  

54321 ,,,, BBBBB

6B

3. ROBOTLARIN KARTONYUM UZAYIN-
DA KİNEMATİK MODELİNİN ÇIKARIL-
MASI       

Kartonyum uzayı komplex sayıların geniş-
letilmiş şeklidir. Bu uzay  i, j, k  ve  s olmak üzere 
dört farklı değişkenle ifade edilir. q= s + xi + yj + 
zk veya q=(s,v) şeklinde gösterilir. Burada  s skaler 
bir sayı, v=(x, y, z) bir vektördür. Aslında 
kartonyum vektör çifti üç boyutlu uzaydaki  dönme 
kavramını dört boyutlu uzaydaki dönme kavramına 
genişletmiştir. Bir oryantasyondan diğerine geçişde 

küresel yüzeydeki noktalar küresel lineer bir 
hareket gerçekleştirir.  

Robot kinematiğinin çözülmesinde  alterna-
tif bir yöntem olan  kartonyum uzayı teorik olarak 
bir çok robot kinematik analiz problemine uygu-
lanmasına karşın pratikte bu yöntem pek tercih 
edilmemiştir (8,18,19). Kartonyum uzayında robot 
kinematiğinin modellenmesi iki farklı gösterimle 
gerçekleştirilebilir: birim kartonyum gösterimi ve 
çift sayı kartonyum gösterimi.  Çift sayı kartonyum 
gösterimi ilk olarak Hamilton (20) tarafından or-
taya atılmıştır. Perwin ve Webb (21) çift sayı 
kartonyum gösterimi özelliklerini açıklarken Tay-
lor (22) ise çift sayı kartonyum gösterimini robot 
kinematiğine uygulamıştır. Çift sayı kartonyum 
vida yer değiştirmesini en kısa ve en iyi şekilde 
gösterir. Birim kartonyum gösteriminin bazı avan-
tajları olmasına rağmen robot kinematiğinde 
dönme ve öteleme dönüşümlerini ifade etmenin en 
iyi yolu çift sayı kartonyum gösterimidir.  Bu gös-
terimde kartonyum vektörü q=(s,v), q=(cos(θ/2),  
sin(θ/2)k) s∈R ve v∈R3   şeklinde tanımlanmıştır. 
Burada θ   ve k  sırasıyla açı ve birim vektörleri 
göstermektedir. Kartonyum vektör çifti ise rotas-

yon q ve öteleme p elemanlarından oluşmaktadır 
ve aşağıdaki gibi ifade edilir. 

],,),,,)(2/sin(),2/[cos(),( ><== zyxzyx pppkkkpqQ θθ   (33) 

[ ]paonT =  homojen dönüşüm matrisi, 
( )pqQ ,=  kartonyum vektör çifti ve r rasgele bir 

nokta vektördür. Bu değişkenler arasında birbirine 
karşılık gelen temel matematiksel eşitlikler Tablo 
5’de verilmiştir. 

Tablo 5. Karşılıklı temel matematiksel ifadeler. 

          Kartezyen                               Kartonyum 

         Bir nokta vektörle gerçekleştirilen dönme  

[ ][ ]rpaonr ='  pqrqr += −1**'

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
+−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−−

=

1000
0100
00
00

,

1000
0010
00
00

,

1000
0010
00
00

1000
0010

0
0

,

1000
0100

0
0

,

1000
0010

0
0

66

66

6
55

55

5
44

44

4

,33,3333

,33,3333

3
,2222

,2222

2
,1111

,1111

1

θθ
θθ

θθ
θθ

θθ
θθ

θθθθ
θθθθ

θθθ
θθθ

θθθ
θθθ

cs
sc

B
cs
sc

B
cs

sc

B

lclscs
lslcsc

B
lscs
lcsc

B
lccs
lssc

B zx

zx

x

x

z

z

         (32) 
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                    İki uzay operatörünün çarpımı 

 

[ ][ ]''''' paonpaonT =  

)','(*),(' pqpqQ =  

pqpqqq +−1**,'*  

Tablo 5.’de kullanılan ‘*’ kartonyum çarpımını 
göstermektedir ve aşağıdaki gibi gerçekleştirilir. 

],[*],[* 221121 vsvsqq = ],[ 2112212121 vvvsvsvvss ×++⋅−=        (34) 

],[ vsq =   gibi bir kartonyumun  bir vökterle 
döndürülmesiyle oluşan  denklem aşağıda  veril-
miştir.  

qrvvrvsrqrq +××+×+=− )(2)(2** 1                  (35) 

 

 

     

                                 

 

 

     

Şekil 8.  Koordinat çerç

Kartonyum vektör çiftin
botunun ileri yön kinem
rilmiştir.  

(),(),(),( 11 xTzRazTTR wW θ=

,(),(),(),( 452 θ yRzRazTayT

Denklem 36 kullanılarak
denklem 38’deki gibi  y

)
2

( 1
1

θcc =     )
2

( 1
1

θss =     

12212112 , csccss =+=

),0],,([),( 21111 === TAksczRA θ
)0],,([),( 2323233 jscyRA == θ

,],,([),( 24444 aaksczR <=θ

],,([),( 6666 kscyRA == θ

,([),( 1654321 cAAAAAATR ww ==

)([,,],,([ 52444 caaaksc ><

,1)(0],,([ 21121 <= askscAA

(,)([0)],1,0,0(,([ 2211= scsc

),0,,()1,0,0()1,1,1(,[ 122121212121 ssssscssccqq −++−=∗   

,,,,[ 212112112121 scsscsscsscc +−−=                     (42) 

>−=<+∗∗ −
3232121321

1
121 ,2,2 acascssaspqpq            (43) 

),2,2],,,,([ 32321213221211211212121 >−<+−−= acascssasscsscsscssccAA              
(44) 

Matematiksel işlemlerin kolay olması için kısalt-
malar yapılacaktır. 

212112 ssccs −= , 21112 sscv x −= ,  21112 sscv y += , 2112 scv z = , 

3212 asp x =  

3212112 2,2 ascssp y −=  ,  3212 acp z =                            (45) 

],,),,,(,[ 1212121212121221 ><= zyxzyx pppvvvsAA  
şeklinde daha kısa bir ifade bulunur. 

,   

 

 

θ1 

z
 

 

  
a4
    

)],,(,[ 4)23(4)23(4)23(4)23(6543 sccsssccAAAA =

),(2 2)23()23(5)23()23(4 assasca −+<  
3 

θ3 

    a
]0,0,0),,,(,[*])(2, 655665655)23()23(2)23()23(52 ><>+− scscssccassascaa           
(46)        

θ2 

a1
    
a2
  
Kısaltmalar yaparak işlemler basitleştirilebilir. 

y 

x

evelerinin g

i kullanan
atiği  den

,(), 232 aczTas

),() 65 θθ zR  

 eşdeğer u
azılır. 

                  

2121 sscc −

,(),( 232 czTasx
),(, 44 axTA =

),, 55 RAa =>

 

)0               

,,1)(0], 321
asks <

)([0],, 655 cjs

),0, 323 >ac

)],1,1,1 2< as
 

θ5
θ4,θ6
a5
österimi. 

 PUMA-560 ro-
klem 36’da ve-

),(),() 4233 axTyR θ

                   (36) 

zaysal ilişki 

                   (37) 

                  (38) 

),0,,1() 32323 ><= acasa
),(),( 52 azTayT  

)0],,([),( 555 jscy =θ

                   (39) 

)0],,)([,0 232332 jscac >  

)0],, 6ks       (40) 

 

),0, 323 >ac    (41) 

)(2 2)23()23(5)23()23(436 assascap x −+= ,  , 236 ap y =

)(2 5)23()23(2)23()23(536 assascap z +−=                        (47) 

),[(],,[ 3612361236123612654321 zzyyxx vvvvvvsspvsAAAAAA −−−==  

,,( 12363612123636123612361212363612 xzxzyyyzzyxx vvvvvsvsvvvvvsvs −++−++

),( 3612361212363612 xyyxzz vvvvvsvs −++  

)(2 361236121236 yzzyx pvpvsp −+<

)(4 36121236121212 xyyxy pvspvsv −+  
,)( 1236121236121212 xzxxzz ppvspvsv +−−  

)(2 361236121236 zxxzy pvpvsp −+  

)(4 36121236121212 yzzyz pvspvsv −+

,)( 1236121236121212 yxyyxx ppvspvsv +−−  

)(4)(2 36121236121212361236121236 zxxzxxyyxz pvspvsvpvpvsp −+−+

>+−− ))( 1236121236121212 zyzzyy ppvspvsv                  (48) 

bulunur. 

 

4.YÖNTEMLERİN KARŞILAŞTIRILMASI 

Homojen dönüşüm yöntemi, sıfır referans 
konum yöntemi, Pieper-Roth yöntemi ve tam ve 
parametrik sürekli yöntem, robot kinematiğini doğ-
rudan 12 yararlı eleman içeren matrislerle ifade 
etmektedir. Üssel yöntem 3 yararlı elemanla 
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dönme hareketini en iyi şekilde ifade etmektedir. 
Kartonyum yöntemi ise 4 yararlı elemanla dönme 
ve öteleme hareketini ifade etmektedir. Pratikte 
robotla uğraşan insanlar matris işlemlerine daha 
yatkın, diğer yöntemlerde kullanılan operatörlere 
de alışkın olmadıklarından dolayı homojen dönü-
şüm yöntemi gibi matrisleri kullanarak kinematik 
model çıkaran yöntemler daha sık kullanmakta-
dırlar. Oysaki, bilgisayar ortamında hesaplama 
yükü göz önüne alındığında, kartonyum yöntemi,  
üssel yöntem ve matrisleri kullanan yöntemlerin-
den daha hızlı çalışmaktadır. Yöntemlerin hesap 
yükünü daha ayrıntılı  gösteren  veriler Tablo 6’da 
verilmiştir. Bu tablo (1)’den alınmıştır.  

Tablo 6.  Üç yöntemin hesap yükü 

Hesap Yükü  

Yöntem + , - * , / 

 

Toplama sa-
yısı 

Homojen 
dönüşüm 

36n-36 54n-48 126n-120 

Lie cebri 33n-18 36+18 115n-48 

Kartonyum 22n+3 39n-12 80n+12 

Tablo 6’da her bir yöntemin bilgisayar or-
tamında meydana getirdikleri hesap yükü görül-
mektedir. Bilgisayarda her bir çarpma işlemi top-
lama işleminin iki katı zamanda gerçekleştiği var-
sayılmıştır. Tablo 6’nın son kolonunda bilgisa-
yarda gerçekleşen eşdeğer toplama miktarı veril-
miştir. Tablo 6’dan da görüldüğü gibi özgürlük de-
recesi 3’den fazla olan robotlar için çift sayı 
kartonyum  gösterimi bilgisayar ortamında daha 
hızlı koşmaktadır.  

5.   SONUÇ 

Bu çalışmada iki farklı uzayda  altı robot ki-
nematik modelleme yöntemi anlatılmıştır. Bu 
yöntemler arasındaki farklılıkları görmek için 
PUMA-560 robotunun her bir yöntem için kine-
matik modeli çıkarılmıştır. Bütün bu yöntemlere 
kinematik açıdan bakıldığında; kartezyen uzay 
içinde incelenen üssel yöntem, robotun ileri yön 
kinematiğini iki aşamada çıkarmasına karşın ağır 
trigonometrik ifadeler kullanmak yerine, işlenmesi 
daha basit olan üssel dönme matris tabanlı cebir 
kullanır. Pieper-Roth ve SRK yöntemi ise daha çok 
ters kinematik problemlerde avantaj sağlayan 
yöntemlerdir. TPS yöntemi bütün robot hareketle-
rini modelleyerek küçük hata değişkenleri içermek 
suretiyle robotun tekil noktalardan geçmesini en-

geller. Yukarıda anlatılan yöntemler birbirleriyle 
karşılaştırıldığında, D-H yöntemi ileri yön kine-
matiğini  doğrudan çıkaran ve daha basit gösterime 
sahip olduğundan   en çok tercih edilen   yöntem-
dir.  

İnsanların alışkın olmadığı operatörleri kul-
lanan kartonyum yöntemi bilgisayar ortamında 
daha hızlı çalışmasına karşın  pratikte daha az ter-
cih edilmiştir. 
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