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OZET

Robotlarn kinematik modelinin ¢ikarilmas: i¢in Kartezyen ve Kartonyum olmak {iizere iki farkli uzay kulla 1lastirildi.
Bu yontemlerden bazilari ileri yon kinematik igin uygunken digerleri ise ters kinematik ¢oziimler i¢in kullanighidir. Ayni kine-
matik iligkiyi agiklarken Kartezyen uzayimdaki yontemlerinden elde edilen matrisler, Kartonyum uzayinda elde edilen vektérden
daha fazla eleman igerir. Bundan dolayi, bilgisayar ortaminda Kartonyum uzayinda agiklanan kinematik yontem, Kartezyen uza-
yinda agiklanan kinematik yontemlerden daha hizli ¢alisir.

Anahtar sézciikler: Robot manipulatdrleri, Homojen Doniisiim, Lie cebri, kartezyen uzayi, kartonyum uzayi,
THE COMPARISION OF KINEMATIC MODELS OF ROBOT SYSTEMS
ABSTRACT

In this paper, six methods for the formulation of the robot kinematic equations with serial links are presented. Two
different spaces are used in kinematic modeling of robots namely Cartesian space and Quaternion space. Five kinematic
methods in Cartesian space and one kinematic method in Quaternion space are described and they are compared to each other.
Some of these methods are useable for forward kinematic solutions while some others are for inverse kinematic solutions.
Kinematic analysis in Quaternion space does not include redundant elements while Cartesian space analysis does. Therefore, the
kinematic models defined in Quaternion space run faster than those defined in Cartesian space in computer environment.

Key words : Robot manipulators, Homogeneous transformation, Lie algebra, Cartesian Space, Quaternian Space

1. GIRIS

Robotik biliminin analatik araglarinin en
Onemlilerinden biri olan kinematik modelleme, ro-
bot biliminin bir¢ok alaninda kullanilmaktadir.
Bunlarin baglicalari: Mekanizmalarin, hareket etti-
ricilerin (actuators) ve algilayicilarin (sensors)
modellenmesi, es zamanli (on-line) robot kontrol
uygulamalari, robot simulasyonu ve off-line (es
zamansiz) programlama islemleridir. Robotlarin
kinematik modelinin ¢ikarilmasi robot ¢aligmalari-
nin en Onemli agamalarindan birini olusturmakta-
dir. Robotlarin kinematik modelini ¢ikarmak ama-
ciyla bir ¢ok yontem gelistirilmigtir. Kinematik
problemlerin ¢6ziimii ii¢ boyutlu Kartezyen ve dort
boyutlu Kartonyum olmak tiizere iki farkli uzayda
gerceklestirilebilir. Kartezyen Uzayi’nda, matris
veya vektorler gibi doniigiim operatorleri kullanila-
rak kinematik model ¢ikarildigindan bu yonteme
nokta donisiim, Kartonyum Uzayi’'nda ise dogru-
sal vektorler ve donlisiim operatorleri (quaternion)
kullanildigindan, bu ydnteme ise dogrusal donii-
sim yontemi denir (1). Maxwell (2) nokta vek-
torlerin Kartezyen Uzayi’ndaki  doniisiimlerini
kullanarak 4x4 homojen doniislim matrisini ta-
nimladi. Denavit-Hartenberg (3) bu homojen do-
niisim matrisini kullanarak bir koordinat sistemi-
nin oryantasyonunu ve konumunu bagka bir koor-

dinat sistemine gore tanimladi. Bir koordinat sis-
teminin baska bir koordinat sistemine gore donii-
sim matrisi vida yer degistirmesiyle (screw
displacement) de ifade edilebilir. Dogrusal donii-
stim olarak ifade edilen bu yontemde, ayni eksen
iizerinde hem bir 6teleme hem de donme gercek-
lesmektedir (4). Funda ve Paul (5) vida yer degis-
tirmesinin, dogrusal vektorler ve doniisiim opera-
torleri (quaternion) kullanilarak en iyi sekilde ifade
edilebilecegini gosterdi . Kim ve Kumar (6) ise
dogrusal vektorler ve doniisiim operatdrlerini
(quaternion) robot kinematigine uyguladi.

Robotlarin kartezyen uzayda kinematik mo-
delini ¢gikarmak igin baglica bes yontem kullanil-
maktadir. Bu makalede ilk olarak bu bes yontem:
Homojen déniisiim yontemi, Ussel yéntem, SRK
(Sifir Referans Konum) yontemi, Pieper-Roth
yontemi ve TPS (Tam ve Parametrik olarak Sii-
rekli) yontem anlatilarak, her bir yontem, PUMA-
560 (Programmable Universal Machine for
Assembly) robotuna uygulanmistir. ikinci asamada
iic boyutlu kartezyen uzayindaki donme kavra-
min1  dort boyutlu uzaydaki donme kavramina ge-
nigleten kartonyum uzayi tanitilarak bu uzayda
kullanilan denklemlestirme ve modelleme yontemi
aciklanmigtir. Ayni zamanda, kartonyum uzayi ile
kartezyen uzay1 arasinda birbirine doniisiim esit-
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likleri verilmistir. Sonug¢ bolimiinde ise bu iki
uzayda gerceklestirilen modelleme yontemleri kar-
silastirtlarak, her birinin birbirlerine gore {istiin
yonleri incelenmigtir.

2. ROBOTLARIN KARTEZYEN UZAYINDA
KINEMATIK MODELLERININ CIKA-
RILMASI

2.1. Homojen Doniisiim Yontemi

Robotlarin kinematik modelini gikarirken en
¢ok kullanilan yontem Denavit-Hartenberg gdste-
rimini kullanan homojen doniisiim yontemidir. Bu
yontemde dort ana degisken kullanilarak robot ki-
nematigi ¢ikarilir. Bu degiskenler, iki eksen ara-
sindaki bag uzunlugu (link length)a,_, , i-1 ilei.
eksenleri arasindaki bag acis1 (link twist) «;_,, Ust
iiste ¢akisan baglar arasindaki bag kaymasi (link
offset) d;, ve iki bag arasinda olusan eklem agist
(joint angle) 6,’dir (3). Bu
Denavit-Hartenberg degiskenleri (D-H degisken-
leri) denir. Bu degiskenleri belirlemek i¢in dnce-
likle robotun donme eksenleri belirlenir ve donme
eksenleri baglardan bir fazla olacak sekilde
numaralandirilir. Bu asamadan sonra bu eksenlerin
her birine koordinat ¢ergevesi yerlestirilir ve bag
donme ekseni Sekil 1’de gorildiigii gibi koordinat
gercevesinin Z ekseni kabul edilir. Robotun bir
eklemine ait doniligiim matrisi bu dort degiskenden
yararlanilarak yazilir.

dort  degiskene

Zi-1 Zi Z,'.1

_. R
i1 i i+1
Sekil 1. D-H Gosterimi.
H[T =R, (a[—l )Dx (ai—l )Rz (‘9:' )QL (d[) (D

Denklem 1°deki dort matrisin ¢carpimiyla n
serbestlik derecesine sahip bir robotun bir ekle-
mine ait donilisiim matrisi elde edilir.

c0, -6, 0 a,_,
i |SOcaiy cOca, —sa, —sad, (2)
sOsa;_, cOsa,_, ca,_, ca,_d,
0 0 0 1

Robotlarin kinematik modelini ¢ikartmak
icin her bir eksene bir koordinat c¢ergevesi
yerlestirilir. Koordinat c¢ergeveleri belirlenirken
doner eksenler i¢in donme yonii Z, buna dik olan
bag uzunlugu X ekseni kabul edilir. Y ekseni
ise sag el kuralina gore bulunur. Sekil 2.a’da
goriilen PUMA-560 robotunun kartezyen uzayda
koordinat gergevelerinin gosterimi, Sekil 2.b’de
verilmigtir. Yerlestirilen bu koordinat c¢ergeve-
lerine gore D-H degiskenleri bulunur. Buna gore
¢ikarilan PUMA-560 robotunun D-H degiskenleri
Tablo 1’ de goriilmektedir.

ZZW@M Sé—vz(a

Yo Vs

@

ZO,Z[VYQ:l Zz
> Wl >

Xox ¢ X,

Z3

¢Y3 P X, ?

Yz Z5
Wﬁ »Xs P X
Ya ¢ Yﬁ‘/l
Z4 Y5 Z6
(b)
Sekil 2. a) PUMA-560 robotu, b) Koordinat

cercevelerinin gosterimi.
Tablo 1. DH degiskenleri.

‘ ‘91‘ a; a;, d i
1 6, 0 0 0
2| 6, -n/2 0 0
3| 6, 0 a, d,
4 0, -1t/2 a, d,
S 0, /2 0 0
6| o /2 0 0
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c6 —-s6, 0 0 cd, -s6, 0 0] cd; —s6; 0 a,
o _ s¢ c6 0 0 1 _ 0 0 10 2 _ s@; cb; 0 0
| > 28 T 3T
0 0 10 —s0, —c6, 0 0 0 0 1 d 3)
0 0 01 0 0 0 1] 0 0 0 1
cd, -s6, 0 a c; —-s60; 0 0] cd, —s6; 0 0
| 00 Tdy o f0 0 —10 o 0 0 10
45 = > st > [
-s6, —c6, 0 0 s6; ¢ty 0 0 -s6, —cb; 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Cila3(€4C5C = 8456) = 82385C6 1+ 81(84C5Cs +€486) i Ca3(—C4Cs86 = 84C6) + 53385C6 1+ 51(C4Co + 54C556)
o _ Si[€23(C4C5C5 = 5456) = $2355C6 ] — €1 (S4C5C6 + €4S6)  $1[C23(—CaCsS5 = 54C6) + $2385C6] = €1(C4Cs = 54C556) -
T =
= 533(C4C5C5 = $45) = €2385C = 833(=C4C586 = $4C6) = C238556 -
0 0 - 4)
=0 (C3CySs + 53C5) = 518485 Ci[ayCy + a3Cy3 — dySy3] = dis,
- = 851(Cy3€485 +553C5) + 18485 8i[ay0; + a30p3 = dysy3] = dsgy
§23€485 — €23Cs — 3853 — xS = dyCpy
0 1
Tablo 1’deki DH degiskenleri denklem R=(/+8)I-$)-1 (7
(2)°de yeoru}e 2k03na4ra1§ denl@em .(3 )deki matrisler ;. ceprinde  iki  oryantasyon  vektorinin
bulunur. |7 )7 57 ;7 T (T matrisleri carpilarak robo-  cqpyimasi asagidaki gibi gergeklestirilir.
tun ileri yon kinematigi $7 hesaplanir. Bu ileri yon
. . .. o o _ _ S TS 85 XS, ]
kinematik matrisi denklem 4’ deki gibi elde edilir. s=(s;085,))= 8)

2.2 Ussel Yontem

Ussel yontem temelde Lie cebrinden (1)
faydalanilarak gergeklestirilmis bir yontemdir. Lie
cebrinde bir nokta vektoriiniin bagka bir nokta
vektore gore oryantasyonu ili¢ degiskenden olusan
bir oryantasyon vektoriiyle asagidaki gibi ifade
edilir.

s:tanﬂn (5)
2

Denklemde, Rodriguez degiskenleri (7) olarak
bilinen n donme yoniindeki birim vektori, ¢ ise

donme acisimi verir. n vektdrii, R oryantasyon
matrisi degigse bile herhangi bir degisime ugramaz.
Bundan dolayi, »n vektori, R oryantasyon
matrisinin birim 6z vektoridiir (8).

Bir s =[a,b,c]" vektoriiniin ¢apraz ¢arpim
operatdrii denklem 6’da goriildigi gibi eksi baki-
stimli vektorel capraz carpim matrisi (S) (skew
symmetric cross product matrix) iiretir (9).

0 —-c b
S=(x)=| ¢ 0 -a (6)
-b a 0

3x3 eksi bakisimli vektorel capraz ¢arpim matrisi
kullanilarak rotasyon matrisi asagidaki gibi yazilir.

I-s,-s,

Lie cebrini kullanarak n 6zgiirliik derecesine sahip
bir robotun kinematik esitliklerini bulmak i¢in D-
H degiskenleri ve homojen doniigiim yontemindeki

koordinat sistemi  kullanilir. i. koordinat
cercevesinin i-/. koordinat c¢ercevesine gore
oryantasyonu n vektoriiyle ‘!5, seklinde gosteri-
lir.
sing;_y a
1+cosa;_; tan=>=
,-,1Si _ —sing;sing;_4 _ tanitanﬂ ©)
(1+cos@;)(1+scosa;_y) 2 2
sind; tan o
(1+cos6;) 2

%5, oryantasyonu her bir eklemin oryantasyonun

carpilmasiyla asagidaki gibi gerceklestirilir.

O5;=0s10l55 0.0 25, 1o ls; i=l..m

(10)
Uc islevcisinin ana c¢ergeveye gore konumu

denklem 11°deki gibi bulunur.

n—1
="+ (R(s) Py

i=1

(11
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Denklemde R(’s;)'P,, 3x3 oryantasyon matrisiyle

bir vektoriin c¢arpimmi gostermektedir ve Lie
cebrinde bu ¢arpim asagidaki gibi gerceklestirilir.

1- sz)r +25(s-7)+ 2sxr

R(s)r = (1+s2)

(12)

Denklemde 7 herhangi bir vektordiir. Lie cebri
kullanarak n 6zgiirliik derecesine sahip bir robotun
ileri kinematigi asagidaki adimlar takip edilerek
bulunur.

1. Homojen doniisim yonteminde kullanilan
koordinat ¢ergevelerinin  gosterimi ve D-H
degiskenleri belirlenir.

2. Denklem 9 kullanilarak i. koordinat ¢ergevesinin
i-1. koordinat cergevesine goOre oryantasyon
vektorii bulunur.

3. Denklem 10 kullanilarak u¢ islevcisinin ana
koordinat gerceveye gore oryantasyon vektorii
denklem 8’de agiklanan Lie cebri carpim

yontemi kullanarak hesaplanir (s, ).

4. Elde edilen sonug oryantasyon vektorii’s, ’yi

3x3 oryantasyon matrisine doniistiirmek icin
denklem 7 kullanilir.

5. Ug islevcisinin ana koordinat cerceveye gore
konum vektoriinii bulmak i¢in ilk dnce

a.

1

l. _ .
P, =|-sina,d

i+l

—cosa,d

i+l

(13)

hesaplanir. Daha sonra denklem 11 kullanilarak
sonug P, vektorii bulunur.

Lie cebrinin uyarlanmis bir sekli olan iissel
yontemde kinematik problem iissel donme matris
(rotation matrix) tabanli cebir kullanilmak suretiyle
sistematik olarak ¢oziiliir (10). Bu yontemde sabit
eksene gore oryantasyon matrisi olusturularak
toplam ileri yon kinematigi hesaplanir (11). Ussel
yontemde B koordinat gercevesinin A koordinat
cercevesine gore doniisiim matrisi C“* seklinde
ifade edilir. Bu matris denklem 14’deki gibi acik
sekilde ifade edilebilir.

(14)

Bu denklemde 7 birim vektor, i ise () kolon
vektoriinden elde edilen eksi bakisimli vektorel
carpim matrisidir.

C™ =" = Tcos@ + fisin@ + nn’ [l —cos 6]

110

n 0 -ny m
n=|n, | —i=| n 0 -n (15)
1’13 —1’12 I’ll O

Denklem 14 acilirsa genel donme matrisi elde
edilir.
nlnl(l - cH)+ cl
@) =)y (1= c6)+ nys
(1= c6) = nys6

nlnz(l—ce)—mse )11n3(1—69)+n2s9 (16)
nznz(l—cﬁ)+ct9 n2n3(l—ct9)—nlsﬁ
(1= c0)+ns®  nyny(l-c6)+co

n=i ,g") burada k, a. eksenin k. birim vektoriidiir.

n=u, Ve cled) = ¢4 olur. Ayni zamanda denk-
lemde, u donme yoniindeki birim vektorli goster-
mektedir.

1 0 0
i, =0,
0 0 1

7

Ussel yontemde koordinat cercevelerini belirlemek
icin vektorel gosterim kullanilir. D-H yontemde
oldugu gibi dénme yonii Z ekseni, buna dik olan
bag uzunlugu X ekseni, sag el kuralina gore Y ek-
seni bulunur ve bu eksenler Sekil 3’de gorildiigi
gibi sirasiyla, w5, u; ve u, seklinde gosterilir.
Buna gore ¢izilmis PUMA-560 robotuna ait koor-
dinat cercevelerinin gosterimi Sekil 3°de goriil-
mektedir. Ussel yoéntem de D-H degisken-lerini
kullandigindan ileri yon kinematigini olugturan
C*% doniigiim matrisleri Tablo 1°deki verilere gore
gergeklestirilir.

PUMA-560 robotu igin iissel yontemde ileri

yon kinematik C*9 dénme matrisi  denklem
7’deki gibi yazilir.

~(0,6) _ ~(0,1) ~(1,2) ~(2,3) A~(3,4) ~(4,5) ~(5,6)

C CCC”C C C” ) ﬂ(18)

—i =

2 o0 giliy 2 -

~ n— ~
2.6“3956 12'6"3568 2

C09)

o0 302,

Ussel yontemde ileri ydn kinematigi
oryantasyon matrisi ve konum vektorii olmak tizere
iki ayr1 asamada gergeklestirilir. Denklem 18’deki
genel matris formatini kullanarak ¢©9” y1 olusturan
oryantasyon matrisleri denklem 19’daki gibi si-
rayla bulunur.

33(0,1)

33(2) Ua(3)
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Sekil 3. Koordinat ¢ergevelerinin gosterimi.

c6 —-s6, 0 cl, —s0,
COV=mM =56 co 0, =] 0 0
0 0 1 -s6, —cb,
c6, -s6, 0 cl; —s6; 0
c=l 0o 0 1} c*=lo 0o -1],
-s0, —-c6, 0 s6;  cOs 0]
Ug islevcinin  ana  ger¢eveye  gore

oryantasyonu yukaridaki matrislerin ¢arpilmasiyla
elde edilir. Konum vektorii ise ana koordinat
gergevesinden « ve d degiskenlerinin ait oldugu
koordinat ¢ercevesine gore ifade edilen donme
matrisi ile bunlarin birim yon vektdrlerinin ¢arpilip
ve bulunan matrislerin toplanmasiyla elde edilir.

7 = 4,5 + a,C; + a, O, + a, O, (20)
_CICZ
az(j’(o‘z)ﬁl =a,| 5,6, |, d3€'(0’2)ﬁ3 =d,| ¢
-8, 0

G603 — €15,53

A03)7 _
a;C™7uy = a;) ¢,c,¢5 — ¢15,85 |,

L 5263 =83

Buradaki matrisler asagida verilmistir.

Bu dort matris toplandigr zaman denklem 4’deki
konum vektori elde edilir. Beklendigi gibi bulunan
oryantasyon ve konum vektorii denklem 4’deki
kinematik ¢oziimle aynidir.

2.3. Sifir Referans Konum Yoéntemi

Kisaca SRK olarak tanimlanan bu yontem,
biitlin  degiskenlere bir sifir referans degeri
atayarak robotun geometrisini tanimlar ve hareket
islemlerini gergeklestirir (12). Bu ydntemde robot
uygun bir sekilde dondurulur ve olusan sifir
referans konumda, eksen degiskenleri (6, doner

ve s; prizmatik) tanimlanir. Daha sonra bu

J
konumda, robotun geometrisini tanimlayan eksen
dogrultulart (u,,) ve bag yerlesimleri (Q,)
belirlenir. Burada u© donme veya kayma ekseni
yoniindeki birim vektor, QO ise eklem eksenlerinin
yerlesimini gosteren degiskendir.

Bu yontemde birden fazla sifir referans
konum noktasi secilebilir. Dolayisiyla, bu durum,
uygun olan bir ¢ok SRK’a ulagilmasindan dolay1

cd, —s6;, 0
cI=|s0, cO, 0
0o o0 1 (19)
cly —-s6, 0
ct9=1 0 0 1
-s0, —cby O

avantaj saglar. Fakat bu u¢ secimlerden dolay1 da
aynt robot i¢in iki farkli matematiksel sonug
cikabilir. Bu a¢idan sonuglar DH yontemiyle
karsilagtirilmalidir.

fleri yon kinematik analizde n tane 4x4
boyutlu D; matrislerin ¢arpimindan yer degistirme
matrisi Dy, (D, =D,.D,.Dy.D,.DsDg) bulunur. Sekil
4’deki robotun geometrisini tanimlayan eksen
dogrultulart u,, ve bag yerlesimleri Q,, Tablo

-5

—C1C5C3 — 15,3

o03); _
d,C"uy = d,| — 516,55 — 5,5,C4

$283 =663

2’de verilmistir.

Sekil 4.Koordinat ¢ergevelerinin gosterimi.
Tablo 2. PUMA 560 robotuna ait SRK verileri.

; Eksen Ujo Qi
tiri dogrultusu  yerlesimi
1 R 0,0,1 0,0,0

111



Serdar KUCUK, Zafer BINGUL /POLITEKNIK DERGISI,CILT 7, SAYI 2, 2004

2| R 0,1,0 0,0,0
3] R 0,1,0 b,0,0
41 R 0,0,1 b,a,0
5/ R 0,-1,0 ba,-c
6| R 0,0,-1 ba,0

D, =[R 4]’1 bulmak igin,

bu matris deki R donme

ve d konum matrisleri sirayla bulunur.

R(6,,k)=1+Usin@+U*(1-
Denklemde U eksi bakigimli

cosb) 21)

matristir. Donme

matrisi R, denklem 22°de verilmistir.

1+(ui —uzz)(l

uu,(1-c)+

d =(0,0,0) oldugundan,
bulunur.

q -5 00
s; ¢ 00
D, = ,» D,
0 0 10
0 0 01

d vektori sifirdan farklhi

—c0)
ROU)=|-uu,(1-cO)+us0 1-(@l+ul)1-cO) wuu,(-c)-U,s0)

uu,(1-c0)-U,s0

u,so —u,u (1-c0)

D, ve D, asagidaki gibi

¢ 0 s, O
|0 1 00 (23)

-5, 0 ¢, O

0 0 0 1

oldugunda konum

vektorii denklem 24°den yararlanarak bulunur. Bu
durumda D;matrisi denklem 25°deki gibi elde

edilir.
d=sU-(R-1)0, s=0, d=—(R-1)0 (24)
oo [0
d=| 0 || D= (25)
-53 0 ¢ bs;,
bs,
0 0 1

Diger matrisler denklem 26’ da verilmistir.

elde edilir. Bulunan sonug¢ denklem 4’deki sonugla

aynidir.

2.4. Pieper-Roth Yontemi

Pieper-Roth yontemi D-H degiskenlerini
kullanarak denklem 27°deki gibi yeni bir doniisiim
matrisi diizenlemistir (13). Bu yontemde doniisiim
matrisi, D-H yonteminin aksine (i+/). eksenden i.
eksene dogru bakilarak olusturulur. ileri yén
kinematik analizde 90° ag¢1 farki D-H doniisiim
matrisi ile Pieper-Roth doniisiim matrisinin ayn1
sonucu iiretmesine neden olur.

uu,(1-cO)+u,so)

1+(ui —ui)(l—cé’)

cd, —sbca;
50,  cOca;
4 =
0 sa,;
0 0

sOsa;, ach,
—cOsa;, a0,
ca s;
0 1

(22)

27

Tleri yoOn kinematik problem A;, A, A; A4 As ve
As matrislerinin yan yana ¢arpilmasiyla bulunur.

Zy

O

A Y,
22 Z3

Z4Y
X1,2,3,4 A—P Xs, Xg

1

Sekil 5. Koordinat gergevelerinin gosterimi.

¢, —s, 0 as,+ b(l - 04) cs 0 —s5 —csg+ b(l - 05) Co
0 —bs,+all- 01 0 0 -
D,= S G 'S4 a( C4) . D= D, = Se
0 0 1 —bs, ss 0 ¢ —bs;—cl-c) 0
0 0 0 1 00 0 1 0
Bu robotun ileri yon kinematigi
D, = D.D,.D;.D,.Ds.D, matrislerinin ¢arpilmasiyla Tablo 3
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S6
G
0
0

0 (a2 +a, +a4)(1—c6)

0 0
1 - (a2 +ay+a, )s6
0 1

Pieper-Roth degiskenleri.

(26)
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1 o; S; a; a
1| 6 0 -90° 0
2 '92 a 0° B
3| 6 0 -90° 0
4| 6, - 90° 0
5 (& 0 -90° 0
c6 0 -s56, 0 (¢, -s6, 0 bcb,
4 = sgl _01 cgl g’ 4 - 56, cb, (1) bsaH2
0 0 0 1 0 1
co, 0 s6, 0 (cO, 0 —s6, 0
R RS
0 0 0 1 L0 0 0 1

6] 66 n 00 o0
Denklem 27°deki 4, genel matrisi kullanilarak
ALA,LALALLAS

sirayla bulunur.Bu robotun ileri yon kinematigi
alt1 doniisiim matrisinin ¢arpilmasiyla bulunur.

ve A donlisim matrisleri

2.5 Tam ve Parametrik Siirekli Yontem

Kisaca TPS olarak isimlendirilen bu
yonteme, robot hata modelinin uygulanmasindan
dolay1r robot kalibrasyonu igin Onemli avantaj
saglar (14), (15). Robotun her tiirlii hareketini
modelleyecek degiskenleri iceren yonteme Tam
kinematik  yontem denir. Robot eklemlerinin
oryantasyonu  veya  konumu  degistiginde
kinematik yontem bag degiskenleri de  bu
degisime cevap verebiliyorsa, bu yonteme de
parametrik olarak siirekli kinematik yontem denir.
Bir robot kalibrasyonu ig¢in uygun olan bir
kinematik yontem hem ‘’tam’’, hem de parametrik
olarak siirekli olmalidir (16), (17).

TPS yonteminin kullandigt doénme matrisi

asagida verilmistir.

1 biz,x - bi,xbi,y
1+b,. (+b.)
- bi xbi y bizv (29)
RI — > s} — 2} bl y
(1+5,.) 1+b, . ’
_bi,x _bi,y bi,:

Ug islevcinin ana koordinat gergevesine gore
oryantasyonu ve konumu 4x4 homojen doniisiim
matrisinin yan yana ¢arpilmasiyla bulunur.

B (30)

Bu kinematik yontemde B; homojen doniisiim
matrisi olusturulurken, Sekil 6’da verilen
{b,.,b;,,,b;, .l .1 .l .,B;} degiskenlerine ek

x> 2 iy Yizotix oty tizo

olarak doner eklem degiskeni 6, veya prizmatik
eklem degiskeni d; kullanilir. Ayrica,

c; 0 -s56, 0
4= s@;, 0 6, O
o -1 0 o0
0 0 0 1 (28)
cldy —s6 0 0
s6, ¢, 0 0
A6 — 6 6
0 1 h
0 0 1
b;: Dénme eksenindeki birim vektdr,
B: : x ekseninin dogrultusuna bagimli a¢i,
[;: Dondiiriilmiis (i-7). cergevesine gore i. bag
eksenidir.
i-1. i %em /$1 :
i-

Sekil 6. a) TPS yonteminin gdsterimi,
b) Koordinat ¢er¢evelerinin gosterimi.
Denklem 20’de verilen R; matrisini belirle-
mek icin i. eksen tlizerindeki k£ vektorii «; kadar
dondiiriilerek, z;_; ekseni ile z, ekseni birbirine
paralel yapilir. Daha sonra z,_, ekseni g, kadar

dondiiriilerek x,_,' ekseni ile x; ekseni birbirine
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paralel yapilir. Bu durumda oryantasyonlar esitle-
nir. Konum  vektoriiniin  belirlenmesi  igin
oryantasyonlarin esit oldugu durumda (i-1). ile i.
eksenlerin arasindaki / ,/;, ve [, uzunluklar
belirlenir. Sonug olarak bir déner eklem igin genel
doniisiim matrisi asagidaki gibi yazilir.

€2))

Koordinat ¢ergeveler arasindaki x bilesen-
lerinin yoniinde herhangi bir degisme olmadigin-
dan ;=0 alnwr. B,,B,,B;,B,,B; ve By donii-
stim matrisleri denklem 31’e Tablo 4’de ki degis-
kenleri koyarak bulunur.

R(z,6.), R;, R(z, ;) Trans(li’x,ll.’y,li’z)

Tablo 4. TPS yontem degiskenleri.

Eklem
no bi,x bi,y bi,z li,x li,y lz ,Z ﬂi
1 0 0 0 0 ll’z 0
2 00 T 7, o 0 o
3 0 10 l3,x 0 _13,2 0
4 0 -1 0 0 0 0 O
5 0 1 0 0 0 0 O
6 0 0 1 0 0 0 o0
ctd 0 -s50, -s6l, cd, —-s6, 0
B = s6, 0  cO —cbl, B = s6, ¢, 0
0 -1 o0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 o0
c, 0 s6, O cld; 0 —s6;
B, = s, 0 —c6, O ’ B, = s6; 0 co
0o 1 0 0 0 -1 0
0 0o o0 1 0 0 0

Bu robotun ileri yon kinematigi B,,B,,B,,B,,B;

ve B¢ doniisim matrislerinin ¢arpilmasiyla

bulunur.

3. ROBOTLARIN KARTONYUM UZAYIN-
DA KINEMATIK MODELININ CIKARIL-
MASI

Kartonyum uzay1 komplex sayilarin genis-
letilmis seklidir. Bu uzay i, j, k& ve s olmak lizere
dort farkl degiskenle ifade edilir. g=s + xi + yj +
zk veya g=(s,v) seklinde gosterilir. Burada s skaler
bir sayi, v=(x, y, z) bir vektordiir. Aslinda
kartonyum vektor ¢ifti ii¢ boyutlu uzaydaki donme
kavramini dort boyutlu uzaydaki donme kavramina
genisletmistir. Bir oryantasyondan digerine gecisde

co)l, .
50,1,

kiiresel yiizeydeki noktalar kiiresel lineer bir
hareket gergeklestirir.

Robot kinematiginin ¢oziilmesinde alterna-
tif bir yontem olan kartonyum uzayi teorik olarak
bir ¢ok robot kinematik analiz problemine uygu-
lanmasina karsin pratikte bu yontem pek tercih
edilmemistir (8,18,19). Kartonyum uzayinda robot
kinematiginin modellenmesi iki farkli gdsterimle
gergeklestirilebilir: birim kartonyum gdsterimi ve
cift say1 kartonyum gosterimi. Cift say1 kartonyum
gosterimi ilk olarak Hamilton (20) tarafindan or-
taya atilmistir. Perwin ve Webb (21) ¢ift say1
kartonyum gosterimi 6zelliklerini agiklarken Tay-
lor (22) ise ¢ift say1 kartonyum gdsterimini robot
kinematigine uygulamigtir. Cift say1 kartonyum
vida yer degistirmesini en kisa ve en iyi sekilde
gosterir. Birim kartonyum gosteriminin bazi avan-
tajlart olmasina ragmen robot kinematiginde
donme ve 6teleme doniistimlerini ifade etmenin en
iyi yolu ¢ift say1 kartonyum gosterimidir. Bu gos-
terimde kartonyum vektdrii g=(s,v), g=(cos(6/2),
sin(@2)k) seR ve veR®  seklinde tanimlanmustir.
Burada 6 ve k swrasiyla ag1 ve birim vektorleri
gostermektedir. Kartonyum vektor cifti ise rotas-

cty 0 —sO, cOl +505;,
3 - s0; 0 cO; sOL . —cOl;,
o [P ]0o -1 o0 0
1 0 0 0 1 (32)
cfg —-s6, 0 0
’ B, - 56, ¢c6; 0 0
0 0 1 0
0 0 01

yon g ve Oteleme p elemanlarindan olusmaktadir
ve asagidaki gibi ifade edilir.

0=(q,p)=[cos(8/2),sin(0/2)(k,,k,.k.),< p, p, p. >] (33)

T=[n o a p] homojen doniisim matrisi,
0 =(g,p) kartonyum vektor ¢ifti ve r rasgele bir

nokta vektordiir. Bu degiskenler arasinda birbirine
karsilik gelen temel matematiksel esitlikler Tablo
5’de verilmistir.

Tablo 5. Karsilikli temel matematiksel ifadeler.

Kartezyen Kartonyum

Bir nokta vektorle gergeklestirilen donme

r=ln o a pllr] F=q*r*q+p
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Iki uzay operatériiniin ¢arpimi

0'=(g.p)*(q".p")

r=[n o a pllv o o p] |a*a.arpratep

Tablo 5.’de kullamlan “*’ kartonyum carpimin
gostermektedir ve agagidaki gibi gerceklestirilir.

(34

G * @y =[] [52,va] = [s15, = v - vyusvy + 5,0 + VX0, ]

g =[s,v] gibi bir kartonyumun bir vokterle
dondiiriilmesiyle olusan denklem asagida veril-

mistir.

q*r*q*‘:r+2s(v><r)+2v><(v><i’)+l] (35)
Z 64196
A —» 0
as
a
6, ’
A % 6
a as
2 > 6,
ais
X‘ ’

Sekil 8. Koordinat ¢ercevelerinin gosterimi.

Kartonyum vektor ¢iftini kullanan PUMA-560 ro-
botunun ileri yon kinematigi denklem 36’da ve-
rilmistir.

Ry, T,)=T(z,a,)R(z,0)T(x,5,a3)T(z,c,a3)R(y,053)T(x,a,)

T(y,a,)T(z,a5)R(z,04)R(y,05)R(z,0) (36)
Denklem 36 kullanilarak esdeger uzaysal iliski
denklem 38’deki gibi yazilir.

_ 7 _ 6,

= c(;l) 5 = s(;‘) (37)
Sip =818y +C18y,  Cpp =€ =SS5 (38)

A =R(z,6)) = ([¢,5,k],0), 4y, =T (x,5,a3)T(z,¢,a5) = (1,< 55a3,0,c,a5 >)
Ay = R(y,053) = ([C23,5371,0), A3 =T (x,a4)T(y,a,)T(z,as)

R(z,04)=([c4,54k],<ay,ay,as >), A5 =R(y,05) = ([c5,55/1,0)

As =R(y,65) = ([¢6,56k],0)
(Ry,.T,,) = A1 Ay A3 A4 A5 g = ([c},5 k1,0)(1, < 52a3,0,c2a3 >)([€23,523/1,0)

(40)

(39)

([cq,54k],<ay,ay,as >)([c5,55/1,0)([cg,56k],0)
AIAZ = ([Elsglk]so)(ls< §2a3 50552a3 >)

= ([El ’ El (070’1)]’0)([52 ’52 (1’171)]7< §2a3 ’05 E2a3 >) (41)

a4, *q, =[ac, —5,5,,¢,(LL1) +5,(0,0,1) + (=5,5,,5,5,,0),

:[5152_3'152751 _513'2,51 +§1§2751§25 (42)
q1* P2 *ql_l + py =< 5,a3 —25\5,,2¢\5,a3,¢a3 > (43)
Ay = ([E — 552,81 — 5152:1 + 5,532,815, 1< 5283 — 25,52, 26,53, 0213 >)

(44)

Matematiksel iglemlerin kolay olmasi i¢in kisalt-
malar yapilacaktir.

813 = G0 = 81535 Vine=C1 81825 Vip, =€+ 51835 Vo, =65y
P2y =524

Py =—2§1§2,2a§203 s Py, =Cray

A1 4y =[512, (V1255 V12y5 V122 ), < Plaxs P12y P12z >]
seklinde daha kisa bir ifade bulunur.
A3 A4 A5 A5 =[C(23)Ca(5(23)5455(23)C45C(23)54)] 5

<ay +2(c(23)523)45 — 5(23)5(23)92)s

ay,as = 2(C(23)5(23)@2 +5(23)5(23)@5) >]*[€5C6, (5556, C655,¢556),< 0,0,0 >]

(46)
Kisaltmalar yaparak islemler basitlestirilebilir.
D3ox = A4 +2(C(23)523)d5 = 5(23)5(23)2) > P36y = 2>
P3sz = as — 2(C(23)5(23)42 + 5(23)5(23)45) (47)

A4y A3 Ay As As =[s5,v, p] = [(512536 = Vi21V36x — Vi2)V36y — V122V362)>
(512V36x 536125 T VizyV36z ~Vi2zV36y> S12V36y +S36V12y T Vi2zV36x ~ Vae:zVizes
(812V362 +S36Vi22 + ViaxV36y ~ Vi2yV36x)>

< P36x +2812(V12, P36z —V12:P36y)

412, (S12V12x P36y — S12V12 P36x)

=122 (S12V122 P36x — S12V12x P362) + Ploxs
D36y T 2512(V22P36x — Vi2xP362)

+4vi5, (S12V12y P36z —S12V12:P36y)

“V12x(S12V12: P36y — S12V12yP36x) + P12y
P36z T 2510(V2x P36y —Vi2yP36x) + AV12x (S12V122 P36x —S12V12xP362)
_V12y(s12V12yp362 _S12V122p36y)+p122)> (48)

bulunur.

4.YONTEMLERIN KARSILASTIRILMASI

Homojen doniisiim ydntemi, sifir referans
konum yontemi, Pieper-Roth yontemi ve tam ve
parametrik siirekli yontem, robot kinematigini dog-
rudan 12 yararli eleman igeren matrislerle ifade
etmektedir. Ussel yontem 3 vyararli elemanla
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donme hareketini en iyi sekilde ifade etmektedir.
Kartonyum yontemi ise 4 yararli elemanla donme
ve Oteleme hareketini ifade etmektedir. Pratikte
robotla ugrasan insanlar matris islemlerine daha
yatkin, diger yontemlerde kullanilan operatdrlere
de aliskin olmadiklarindan dolayr homojen donii-
sim yontemi gibi matrisleri kullanarak kinematik
model c¢ikaran yontemler daha sik kullanmakta-
dirlar. Oysaki, bilgisayar ortaminda hesaplama
yiikli gbz Oniine alindiginda, kartonyum yontemi,
iissel yontem ve matrisleri kullanan yontemlerin-
den daha hizli galismaktadir. Yontemlerin hesap
yiikiinli daha ayrmtili gosteren veriler Tablo 6°da
verilmistir. Bu tablo (1)’den alinmustir.

Tablo 6. Ug ydntemin hesap yiikii

Hesap Yiiki
Yontem +, - * 0/ Toplama sa-
yist
Homojen 36n-36 | 54n-48 126n-120
doniisiim
Lie cebri 33n-18 | 36+18 115n-48
Kartonyum 22n+3 | 39n-12 80n+12

Tablo 6’da her bir yontemin bilgisayar or-
taminda meydana getirdikleri hesap yiikii goriil-
mektedir. Bilgisayarda her bir ¢arpma iglemi top-
lama igleminin iki katt zamanda gergeklestigi var-
sayllmistir. Tablo 6’nin son kolonunda bilgisa-
yarda gergeklesen esdeger toplama miktart veril-
mistir. Tablo 6’dan da goriildigi gibi 6zgiirliik de-
recesi 3’den fazla olan robotlar igin ¢ift say1
kartonyum gosterimi bilgisayar ortaminda daha
hizli kogsmaktadir.

5. SONUC

Bu calismada iki farkli uzayda alt1 robot ki-
nematik modelleme yontemi anlatilmigtir. Bu
yontemler arasindaki farkliliklari gormek igin
PUMA-560 robotunun her bir yontem i¢in kine-
matik modeli ¢ikarilmigtir. Biitiin bu yontemlere
kinematik ac¢idan bakildiginda; kartezyen uzay
icinde incelenen {lissel yontem, robotun ileri yon
kinematigini iki agamada ¢ikarmasina karsin agir
trigonometrik ifadeler kullanmak yerine, islenmesi
daha basit olan iissel donme matris tabanli cebir
kullanir. Pieper-Roth ve SRK yontemi ise daha ¢ok
ters kinematik problemlerde avantaj saglayan
yontemlerdir. TPS yontemi biitlin robot hareketle-
rini modelleyerek kiiciik hata degiskenleri icermek
suretiyle robotun tekil noktalardan ge¢mesini en-

geller. Yukarida anlatilan yontemler birbirleriyle
karsilastirildiginda, D-H yontemi ileri yon kine-
matigini dogrudan ¢ikaran ve daha basit gdsterime
sahip oldugundan en ¢ok tercih edilen ydntem-
dir.

Insanlarin aliskin olmadig1 operatérleri kul-
lanan kartonyum yontemi bilgisayar ortaminda
daha hizli ¢alismasina karsin pratikte daha az ter-
cih edilmistir.
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