Diizlemsel Bezier Egrilerinin S(2) Denklik Sartlar
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Bu ¢aligmada R? de vektérlerden olusan iki sistemin, yine R? de tiim benzerlik déniisiimlerinin grubu olan G=S(2)

grubuna gore denklik sartlarinin;

bu vektorlerin G-invaryant

rasyonel fonksiyonlar cismi olan

R(X1, X3, ..., X)5®  cisminin iiretegleri cinsinden ifade edilmesi calisiimistir. Boylece R? de verilen diizlemsel Bezier
egrilerinin S(2) grubuna gore denklik sartlar1 da ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Benzerlik doniisiimleri, Bezier egrileri, denklik kosullar1, invaryantlar, iiretegler

The S(2) equivalence Conditions of Planar Bezier Curves

ABSTRACT

In this paper it is studied that the equivalence conditions of two systems consisted of vectors according to the group
G=S(2) of similarity transformations in R? in terms of the generator invariants of the field G-invariant rational
functions R(x4, X5, ..., x,)5@. So the equivalence conditions of two splanar Bezier curves are expressed.
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GIRIS

Uygulamada Kursun [1], Yaprak [2] gibi 6rneklerden de
anlasilacagi gibi 6zellikle haritalarin elde edilmesi igin,
NAVSTAR GPS sisteminden elde edilen datalarin tilke
koordinatlarina ~ déniistiiriilmesinde; S. Ozer [3]
ornegindeki  gibi nonlineer dagilan  dalgalarin
incelenmesi i¢in Korteweg-de Vries denkleminin adi
diferensiyel denkleme indirgen-mesinde; Kai tai Fang
[4], L X Wang [5] calismalarina gore parmak izlerinin
analizinde; Martin Dresner [6] den goriilebilecegi gibi,
ucakla seyahat eden yolcularin tercih ve profillerinin
benzerliklerinde; Horikawa [7, 8] Orneklerinde oldugu
gibi goriintii isleme ve Pattern Recognition siireglerinde
ve daha pek ¢ok alanda benzerlik doniisiimleri kullanil-
maktadir. Invaryant teori agisindan O(n) grubunu 1897
de E. Study incelemis, daha sonra O(n) grubu igin
noktalarin tam invaryant sistemini Hermann Weyl [9]
1946 da vermistir. 1988 de, D. Khadjiev ve R. Aripov
[10] tiim 6klid hareketlerinin grubu E(n) i¢in bu problemi
¢ozmiistiir. Invaryant teori agisindan bu problem
Minkowski space time grubu igin 1.Oren [11], GL(n,R)
de diferensiyel egriler i¢in Y. Sagiroglu [12], GL(n,C)
deki tensor alt cebiri ve O(n,C) igin Schrijver [13]
tarafindan ¢alisilmistir. Bundan 6nceki ¢alismalarimizda
Benzerlik doniisiimleri ve bu doniigiimlere gore invaryant
rasyonel fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin {ireteg
kiimeleri [14] de, noktalarin lineer olan benzerlik
doniistimlerine gore denklik sartlari [15] de verilmistir.
Bu c¢alismada da diizlemde benzerlik doniisiimlerinin
lineer olmayanlar1 da kapsayacak sekilde tamaminin

grubu olan S(2) grubuna gore
genisletilmektedir.

Tamm 1.1. G bir grup ve G : X etkisi verilmis olsun.
Eger, 39 € G dyleki x, = gx, ise x,,x, e X noktalarina
G-denk noktalar denir. =, ile gosterilir [15].

denklik sartlari

Tamm 1.2. X de {X,%,... X} V& {y, V¥, Y]

noktalar sistemi ve G : X etkisi verilmis olsun. Eger her
i=12,..k icin bir geG, Y, = 0X, olacak bigimde

bulunabilirse  {x,x,,..,x.} V& {y,,¥,....y,} noktalar
sistemine G- denk sistem denir ve

G
(X X oo X} A Vis Voo Y} sKlinde gosterilir [15].

Tanmim 1.3. iki vektor arasinda tanimlanan i¢ carpim <,>

olmak tizere,
(Xlﬁ Xl)

<X1' Xk)
Gr(xq, .., Xg) = | : l

Q)
matrisine {Xl,...,Xk} sisteminin Gram matrisi denir
[16].

(Xk:Xl) (Xk:xk)

Teorem 1.1. F bir benzerlik doniisiimii ise her x € R?
icin AL € R, g € 0(2), b € R? dyle ki

F(x) =Agx+b 1)
yazilabilir [14].
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Teorem 1.2. k tane vektor i¢in S(2) invaryant rasyonel
fonksiyonlar cisminin iiretegleri

1. k<2 ise {1} dir.

2. k=3 ise (%= %% =%} | dir.Burada

<X2 =X, X, — X1>
i=2,..,k,j=2,.,k ve i< j dir[14].
Tammm 1.4. Kontrol noktalar1 by, b, ...
Bezier egrisi, t € [0,1] olmak tizere
n

B() = ) biB()
i=0
ile tanimlanir. Burada
n s
BrH = (}) 1 -prie
olarak tanimlanan Bernstein taban polinomlaridir.
Teorem 1.3. B(t), Kontrol noktalar1 by, b4, ..., b, olan bir
Bezier egrisi ve F herhangi bir afin doniisiim ise
F(SIo biBI(D) = X1, F(b)BR (D dir[17].
Bu teorem Bezier egrileri i¢in ¢ok énemli bir teoremdir.
Bunun nedeni bir Bezier egrisini afin doniisiimler altinda
incelemek i¢in yalnizca kontrol noktalarini incelemek
yeterlidir. Invaryant teori acisindan da bir Bezier
egrisinin  invaryantint  ¢alismak, onun  kontrol
noktalarinin invaryantlarini ¢aligmak anlamindadir. Buna
gore caligmamizda Once noktalar sisteminin denklik
sartlarini inceleyecegiz.

Noktalarin S(2)-Denklik Sartlar:

,b, olan bir

Onerme 2.1. R? de keyfi x ve y vektorleri her zaman
S(2)- denkdir.

Ispat. 1=1, 10(2) ve y—-x=beR’segilirse denk
olduklar: goriiliir. ¢

Teorem 2.1.

1 X, # X Ve Y, # Yy ise {1, %. Py, ya)

2-X, #X vey, =Y, veyaX, =X vey, #Y,ise
{xl,xz}s(;){yl,yz} dir. Yani, denk olamazlar.

Ispat.l. X, #X, ve Y,#Y, olsun. Bu durumda

”X2 - X1|| #0 drr. = % secilirse
||y2 - y1|| = ”/I(XZ - Xl)” yazilabilir. Buradan

3g € O(2) dyle ki, Y, —AQX, =Yy, — 40X
elde edilir. Bu elde edilen Yy, —AQX, vektdriini b
vektorii olarak alirsak,

Y, = lgxl +b
Y, =AgX, +b
o $(2) o
olur ki buise {x;,x,}"-"/{y1,y,} olduklarin1 gosterir

2. x, 2% Vey,=y, Ve {Xl,XZ}Sg){yl,yz} olsun. Bu
(X, =%, %, =X ) #0 ,
<y2 Y. Yo~ y1> =0 dir. Ayrica bir A>0,
ge0(2) ve beR’
Y, = Y1 =A9(X, =X, ) dir.

(V2 = Y1, Y2 = Y1) = XXz — Xq, X, — Xq)
dir. Buradan >0 ve (x,—X,X,—X)#0 oldugundan

durumda

vardir  oyle  Ki,

(Y, = Y1, ¥, = Y,)#0 olur ki buradan y, =y, geliskisi

elde edilir. boylece {Xl,xz}s(j){yl,yz} dir, yani denk

olamazlar.
Ikinci durumda benzer sekilde gosterilir. ¢

Teorem 2.2. R? de {X,%,,.. X} V& {¥, Yy, Yy}
sistemleri igin

1- 3Ji=2,..,k
XK #X, Y=Y ise

{xq, e, xk}sg){yl, ..., Y} denk olamazlar.

icin X=X, Y;#Y, Vveya

2-  3Ji=2, k i¢in x=x, y =y, Iise
(X X0 X} V& {y,,y,,..,y,) denklik sarti R® de k-1
vektoriin denklik sartina indirgenir. Yani,
X=X, Y=Y, ise

{xl,...,xk}S(f){yl,...,yk} dir ancak ve ancak,

S(2 .
{X1; !Xi—1!Xi+1l 'Xk} (z ){Yp 'yi—lﬂ yi+1! JYk}Ise

- X EX, Yy, o i=2,..k ise
rank(||X; —X; X3 —X; Xk —X1)) = rl}
rank(|ly2 —V1 Ys— V1 Ye= Y1) =1,

olmak tizere

|) 1‘1 = 1'2 = 2 iSE
S(2) .
1, oxid My, oy dir ancak  ve  ancak

(oxx=x) (v -%) i< i j=2,.k dir.

<X2_X11X2_X1> <yz_y1ryz_y1>
|i) I‘l = I‘2 =1 iSG,

{xl,...,xk}s(f){yl,...,yk} dir ancak ve ancak

(=X =%) (Ya=¥i¥i=%); =23k dir.
(% =% % =X) (Yo=Y Yo = Vi)

iii) r; #r, ise

{x4, o) xk}s(j){yl, ..., Vi denk olamazlar.

ispat.2.

1-Bir &nceki teoremin genelenmis halidir. 3i = 2,...,K
icin X, =X, Y, #Y, ise

{x1, oor) Xk}s(j){yl, ..., Vi} denk olamadiklarini
gosterelim. Varsayalim ki bunlar denk olsunlar. Bu

durumda 3g €0(2), 2>0 ve beR’ iin,
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Yy, = A0x, +Db dir. Burada X, = X  ise Yy, =Y, olur
ki bu hipotezle ¢elisir. Benzer sekilde Y, =Y, ,
X; # X, ise,
S(2)

{X1, oo Xi} - {y1, .., yi} denk olamadiklarini
gosterelim. Varsayalim ki bunlar denk olsunlar. Bu
durumda 3g € 0(2), 1 >0 ve be R’ igin,
Y = /ngi +b dir. g ortogonal déniisiim oldugundan

1
X =—g'
A

elde edilir ki, bu da yine hipotezle ¢elisir. O halde
Ji=2,...,k i¢in yi = yl , Xi * X1 veya x =x, y, #VY,

(yi —b) dir. y; =Y, oldugundan X; = X;

ise {xq, ...,xk}SS){yl, ..., Vi } dir, yani denk olamazlar.
2- 3Ji=2,..,k

igin Y, =V, , X =% ve

{xl,...,xk}S(f){yl,...,yk} olsun.  Bu  durumda

3ge0(2), A>0 ve beR® igin y,=Agx,+b ;
j=1,2,...,k dir. Buradan

y; =A0X;+b} j=12,.i-1i+1..k oldudu gorilir.
Boylece,

X1 s Xim1, Xig 1) ---;Xk}sg){}’p e Yiew Viers o Yick
dir. Tersine,

{X1) 0 Xi21, Xig 1) ---'Xk}s(j){}ﬁ: e Yien Yidn - Vi)
olsun. O halde 3g €0(2), A>0 ve be R? igin,

y, =Agx; +b ; i=12,...,i-Li+1. .k dir. y =y, ,
X, = X, oldugundan y;=A40x; 1=12,...k dir.
Boylece,

{xq, ) xk}s(:){yl, ..., Vi} elde edilmis olur.

3-0) X #X, Yi#Y,,i=2,.,k olmakiizere r; =
=2 Ve {xy.,x Oy, .y olsun. O halde
31eR",ge0(2) ve beR?® dyleki, s=1,2,..,k igin
y, = Agx, +b dir. Buradan, i< j ; i, j=2,..,k igin
(V= Yoy, - W)
(Vo= Y2 ¥z = Vi)
y, = Agx, +b esitlikleri yerlerine konulursa

Vi—yoyi—yi) _
(Y2 =yuy2 —y1) (X2 — Xy, X3 — Xq)
elde edilir. Tersine, ry=r,=2 ve ancak
Coox=%) (n=vdi=%) i< i j=2..k

(%=X, %=%) (Yo=Y Yo~ Vi)

ifadelerinde s=12,..,k igin

(Xi — Xq, % — Xq)

esitlikleri verilsin. {x4, ..., Xk}SEZ){yl’ w, Yk} olduklarini
i,j=2,..,k

gosterelim. Verilen esitliklerden 1 < j;
. . AVi—yLyj—ya) 2

Divivivo _
1m (X2—X1,X2—X1)

(Y2 =Y Y2 — Y1) = 2%y — Xq,Xp — Xq)

olmak tizere

veya <Yi —Yu¥Yj— y1> = <2’(xi —Xl),i(X]- _X1)> (2)
elde {X2 =Xy X, _xl} ve

{¥, = Yo Y = Yy} vektor sistemleri lineer bagimli ve

esitlikleri edilir.

rp=r,=2 oldugundan Varsayalim

{X2 = Xy Xy —Xl} sisteminde lineer bagimsiz olan
vektorler {x, —x,x; x| olsun. Budurumda
(2(x=%), 2 (x = %)) <ﬂ(xi—xi)vﬂ(xj—x1)>¢0
<’1(Xi =% ).A(x, ‘X1)> <A(Xj =% ).4(x, ‘X1)>
dir. Buna gore verilen (2) esitliklerinden
Vi-vovi-v) (=Y y,-w)
(Vi=vovi=¥) (V,=¥uy,-¥)
V2= Yo Y= Vi)
{yi “Yn Y- yl} vektorleri lineer bagimsizdir. Bu

olur.  Bdylece sisteminde

durumda

Xz_X1=“2i(Xi_X1)+a2j(Xj_X1) ve

X =% = 0 (% _X1)+“kj(xi _Xl)

Vo= Y2 = Bu (Vi =¥+ By (Y, - Vs
:2 i ( ) 2‘( ] ) (3)yazilabilir.

Ve Yo=Ba (Y= v)+ B (¥, - v1)
Simdi (206 =%), 206 =% ) Y= vy - v

vektorlerini
]’(Xi_Xl):(ﬂ'(xil_xll)'/l(xm_Xlz))
20 =) = (A (0= x) 2 (52 = %))
Y= Y= (Y = Yaur iz = Vo)
Y=Y =(Yiu—Yi Yiz = Yio)
bi¢iminde yazarsak,
l2(x=x) ﬂ(xj—x1)||=[ﬂ(xn_xu) l(le—xn)]
A% =%)  A(X—%,)
Y~ Yu

yjl_ Vi
Yio = Yo yjz ~ Vi

matrislerini g6z 6niine aldigimizda

Ivi-v: ;- ylll{

ftx-x) 2(s-sf Jatx-x) 4(5,-%)

[0 200-x) (23020 -x))
<ﬂ(xj—x1),i(x,—x1)> <i(xj—x1) A(xj—xl)>
yazabiliriz.
Benzer sekilde
T yi_ylryi_yl yi_yl’yj_yl
Ivi=ve vi=vi| |- y,-—y1H=< ) )
<Yj_Y1'yi_y1> <yj_y1‘yj_y1>

dir. ( 2) esitliklerinden
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206 -x) (g% Jae %) 206 -x)=[vi-v v,y vi-v v, Y|~ Yo ¥s =y = Bsilyi = yu¥i = ya) + Bsiyi —yu, ¥ — y1)
esitligi  elde edilir. {ﬂ(xf-@),ﬂ(xr_&)} ¥ = yu¥s —y1) = Bsily; = yuyi —y1) + By —yuy —y1)
vektorleri lineer bagimsiz oldugundan  yazilabilir. Bu lineer denklemlerin ¢éziimiinden
||/1(Xi - X,) l(xj —xl)" determinant: sifirdan farkli ve ) T W IRV
tersinirdir. Benzer sekilde {yi —V Y- yl} vektorleride (A% =%) A (% -% ><,1( %) A(x, - X1)> < BT
lineer bagimsiz olduklarindan ”yi -y, Y- Y1|| de <<j(>< “x) A =x)) (206 =%).A(x - %))

L . o (% =% ) 2 =%)) (2% =) 4(x, 1))
tersinir-dir. Bu durumda bir g matrisi mevcut ve = e (205 1) ()]
Ivi-v: vi=vil=gfa(x-x) 2(x;-x)|dr
Bu esitligi bir onceki esitlikte yerine yazarsak, o A=) 200 x)){A(x =% 406 %)) = {206 =x) (% = x)) A (%, =% ) 2 (5 =)

T A% =% ), A (% =X ) (A% =% ), A(X; =% )= (A (X% = %), A(X; =%
IAxi —x1)  A(x;—x0)|| [AGi —x1) Az —x0)|| = <4(x—x1)<,l((x—xi))> (</I(x )_>£1)F/1(x5—)x1); (A
= ||)\(x1 X1) )\(xl—xl)” g g||7\(x,—x1) A(x] —X1)|| </1(xl—x1),/1(x,—x1)> (A(x =), 2%, =x))
elde edilir. Burada esltllgln her iki tarafim , soldan detGr (4 (% —x),4(x; - %))
("i % %) XJ—X1 " ) Yile sagdan da
ve
(J(x~x) i(xj_xi)")’l ile carparsak, | =g"g ﬂSi:<yi—yl.ys—y1><yj—yl,yj—y1>—<yi—y1,yj—y1><yj—yl,ys—y1>

2
elde edilir ki bu, g nin ortogonal oldugunu gosterir. (= Y0 % =)V =YYy =)= (V= v ¥, = 93)
Dolayisiyla g € O(2) dir. YYo= ¥) (V=YY - W)

lyi-w yj—y1||:gH/1(xi—xl) A(xj—xl)H (v =vove =y (v, = vy, - )

oldugundan detGr(yi—ypyj —yl)
Yi= Y1 =249(% -x)
yj_y]_:ﬂ’g(xj_xl) (44) _<Yi_Y1lyi_Y1><yj_leysV>_<yi_yl’ys_y1><yj_yl’yi_y1>

s

elde edilir. Buradan ve (3) esitliklerinden

<yi Yo ¥i— y1><y1' -y y]' _y1>_<yi - yl’yj - y1>2
(%, =% )= e A (X —X1)+a2]-ﬂ(xj —x1)

(V=¥ ¥i=v) (Vi=YuYe—W)
vy w) (Y ey v

ﬂ(xk_X1):aki/1(xi_xl)+akj/l(xj_Xl) N detGr(yi_yl’yj_yl)
ve
Az — X1) = i(yi — y1) + azi(y; — v1) esitlikleri elde edilir. (2) esitlikleri kullamlarak ¢, = 3,
: Ve ¢, = . olduklari goriilir. Boylece, s=2,...,k igin
gA(XK — Xq) = oy (y; —y1) + akj(Yj —¥1) b . .
elde edilir. Budurumda s = 2,...,K i¢in Y, —AQx, =y, —Agx olur. (y,—Agx)e R’ Ifadesine
Vo= Yo =By (V= ) + B, (y,» _ yl) b dersek, s=1,...,k i¢in y, =Agx +b elde edilir.
.. S(2 .
Ve Ag(x,—%)=ay(Yi—vi)+ay(y;— V) Buna gore {xy, ..., Xy} i){}ﬁ, ~ Y1t dir.

elde edilmis olur. Bu iki vektoriin birbirine esit olmasi,  jjy r, =r, =1 ve {x,, ---;Xk}S(Z){Yp -V} olsun.
ancak s=2,.. k igin =~

oy =Py Ve o, = f, esitliklerinin var olmasina baglidir. <X2 X, Xy - X1> _ <y2 “YuYi— y1>

= v J=2,3,..k
Simdi bu esitliklerin var oldugunu gdsterelim: (3) <Xz — XX, — X1> <Yz Y Y, — y1>

esitliginden s = 2,...,K igin esitliklerinin mevcut oldugunu gosterelim.
13> Py, mid oldugundan 3g0(2)

A(X —%), A(X, — :lx X; — +og (X =% ~ .. . .
(¢ a0 m)) = {3 “a(n ) v W A>0ve beR?igin, y =Agx +b;i=12,..k dir.
:asl<;“ A(x—x1)>+ <2.(X—>(1),/'L(X,—X1)> I Jo I . . .
(406, %). 2% - %) :</1(x1 () 1y (3, %) r; = r, = 1 oldugundan her iki vektor sisteminde de bir

tane lineer bagimsiz vektor var demektir. O halde lineer
o (l(x, 7x1)v/1(x, =) ey (206 =%), 2 (% - %) agimsiz olan vektorler 3s =2,....k igin {Xs _Xl} ve

ve {Y,— .} olsun. Bu durumda,
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Xz_X1=|2(Xs_X1)

Xk —X1=|k(XS—X1)
ve (4)
Yo = Yo =M, (Y, —Y;)

Ye = Y1 :mk(ys _Y1)
yazilabilir. Buna gore,

(Y2 = yu Y2 — V1) _ mp _ 1_2
Y2=yuy2—y1) my L

(Y2 = ¥1,¥3 — V1) _m3 I3

(Y2 —yu Y2 __}’1> a m; B 1,

V2 =yu¥e—y) _me ke
(Y2=yuy2—y1) mp L

esitlikleri elde edilir.
<X2 — X X; _X1> _ <y2 —Yu ¥~ y1>

<X2_X1’X2_X1>_ 1

Buradan da,

i=2,3..k

<y2 Y Yo~ y1>
bulunur. Ayrica burada,
rp=r,=1 ve

{y2 Yoo Y — yl} vektorleri  (4)  bigiminde
yazildiginda {x4, ... 'Xk}SEZ){yl, e, YiJ IS
Iz_mz. |3_m3. .Ik_mk
l, m, , l, m, S l, m,
elde edilir. Tersine,
r{ =r, = 1 ve
X, — X, X; — X -V, Y. — )
(=% % - %) - (=% ¥, = %) . j=2,3,.k

<X2 — X, X, — X1> <YZ Y ¥, — y1>
esitlikleri mevcut olsun. {xq, ..., Xk}SEZ){yl’ v Vit

oldugunu gosterelim. Yani, {X2 =Xy X — X1} ve

{yz Yo Y~ yl} vektorleri  (4)  bigiminde
L m [, m Il m
yazildigmda 2=—% ; 2=2 . . L_-_k
l, m, l, m, l, m,
: 52) R
iken {xq,...,x1}” " {y1, ...,yx} oldugunu gosterelim:
p=r,=1 ve X =X X =X} ve

{yz Yo Yy — yl} sistemleri igin (4) esitlikleri

verilsin. her zaman

By} dir. Buna gore, 3ge0(2), >0 ve
m, I, m,

beR? icin, Y, =AgX +b dir. L_m L _ My

2
I2 m, Iz m,

b _ M ve (4) esitliklerinden j =2,3,...,k igin
|2 m2

m, :&Ij
|2
elde edilir. Burada M, _ (Y2 = ¥u Yo = ¥1) - dr
Iz <X2_X1'X2_X1>

M, ,_j dersek jso dir. Simdi vy, =Agx +b
|2

oldugundan b =y _—Agx, ve
yz_yl=m2(ys_y1)=%IZ(AQ(XS_Xl))zﬂ‘:g(XZ_Xl)
yk_yl:mk(ys_yl):%lk(/lg(xs_Xl)):ig(xk_xl)
yazilabilir. Buradan j=2,3,...,k icin,

Y=Y, = g (xj - X1) bulunur. Bu ifade acildiginda

j=2,3,...,.k igin yj—}:ngzbzyl—ﬂ:gx1 oldugu
goriiliir. Sonug olarak , j=1,2,3,...,k i¢in

y; =A40x; +b dir. Buna gore
S(2 .
{xq, o, Xi} i){yl, e, Vit dir.
i) ry #r, ise
S(2) .
b{xy, ..., Xk} . {y1, o Vi) denk olamayacagini

gosterelim. Bu ranklar sifir olamaz. Ciinkii ranklardan
% =%[)=0

{x}

vektoriinden ibaret olur ki, bu durum tek vektoriin
denklik sartinda incelenmistir. O halde ranklardan birinin
1 digerinin 2 olmasi durumu séz konusu olabilir.
Oncelikli olarak r; =1 ve r. =2 olsun. Bu durumda

3i, j,s=2,...,k i¢in {X,=X,...% —X]} sisteminde
{Xi_xl}’

{y2 “Yiea Y — yl} sisteminde lineer bagimsiz olan

biri 0 olsa, drnegin rank("x2 - X

olsa, bu durumda {x,,...,X,} vektor sistemi

lineer bagimsiz olan vektor

vektorler de {y; —y,,y, - ¥,} olsunlar. O halde,
Xz_x1:az(xi_X1) ve yz_ylzsz(yj_y1)+b25(y5_y1)

xk_xizak(xi_xi)

®)

yazabiliriz. Varsayalim ki

Ve = Y2 =bg (¥, =) +be (Yo - ¥1)

{x4, ...,xk}S(~2){yl, ., Vxt olsun.  Bu  durumda
3ge0(2) ve A>0 icin, ¥; =A0X; i=12,..,k
dir.

Buna gore

Yo=Y =29 (% =% )= 203, (% = %) =2, (49 (X = %)) =2, (¥, - ;)

Y= Y1 =29 (% —%) =208 (% —%) =23, (29 (% —x)) =2, (¥, V)
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olduklar1 goriiliir ki bunun anlam {y2 = VYirea Y — yl}

vektorleri {y, —y,} vektorii ile ifade edilebilmektedir.

Bu ise r, =2 olmas1 ile ¢elisir O halde
{x4, ...,xk}s(j){yl, ..., i} denk olamazlar.
Ikinci olarak r; =2 ve r; =1 olsun. Ayrica,

Ji, j,s=2,...,k i¢in {X,—X,..,x —X]} sisteminde
lineer bagimsiz olan vektorler {Xi = X1 X —Xl},

{yz —Yiea Yy — yl} sisteminde lineer bagimsiz olan

vektdr de {y —y,} olsun. Bu durumda,

yz_yl:az(ys_yl)

Y=Y =3 (Y= V)
yazilabilir. Varsayalim ki
{x4, ...,xk}S(~2){y1, .,y olsun.  Bu  durumda
3g€0(2) ve 2>0 i¢in, y, = Agx;i=12,...,.k dir. Bu

ifade matrisel formda

Iy, v. Ve|=alAx  Ax, x|
yazilabilir.

Buradan

"ﬂ’xl AX, AX, ": gT ||y1 Y, Yy " olur. Bu

durumda i =1,2,...,k igin Ax, = gTyi dir. Boylece,

A% =%)=0" (¥, =¥)=9" (3, (Y= ¥1)) =3, (9" (Vo= ¥,)) = a,A (%~ %)

A% =%)=0" (ve-v)=0" (a (¥, - %)) =2, (0" (Y. - %)) = a4 (X, - x,)

esitlikleri  elde  edilir. Bu  esitliklere  gore
{X, =X, X — X} vektorleri {x,} vektorii ile ifade
edilebilmektedir. Bu ise
rank (||x, —x, X —x]) =2 olmastyla gelisir. Buna
gore

{X4, ) xk}s(~2){yl, e Vi) varsayimi yanligtir.
Dolay1s1yla,~ rn =2 ve r, =1 durumunda

{x4, ...,xk}s(j){yl, ...,Vi} denk olamazlar. ¢

Bezier Egrilerinin Denklik Sartlar
Linear Bezier Egrileri

Kontrol noktalar1 by, b; olan bir lineer Bezier egrisi, t €
[0,1] olmak iizere

B(t) = (1 —t)by + tb,
olarak tanimlamir. Teorem 1.3 ve Teorem 2.1 den
asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3. Keyfi verilen X(t) ve Y(t) iki lineer Bezier
egrisi her zaman S(2)- denktir.

Kuadratik Bezier Egrileri

Kontrol noktalar1 by, by, b, olan bir kuadratik Bezier
egrisi, t € [0,1] olmak iizere

B(t) = (1 — t)?by + t(1 — )by + t°b,
olarak tanimlanir. Kuadratik Bezier egrilerinin kontrol
noktalarinin ranklari 2 oldugundan dolay1 Teorem 1.3 ve
Teorem 2.2 den asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.2. Kontrol noktalar1 by, by,b, Ve pg, p1, P2
olan X(t) ve Y(t) iki kuadratik Bezier egrisi S(2)- denktir
ancak ve ancak
(by —bg, by —by) _ (P1 — Po, P2 — Po)
(by —bg, by —bg)  (p1 — Po,P1 — Po)

ve
(b, = bg, b, —by)

(P2 — Po, P2 — Po?
(P1 — Po,P1 — Po)

(b = b, b; — Do)

dir.

Kubik Bezier Egrileri:

Kontrol noktalar1 by, by, b,, b olan bir kubik Bezier
egrisi, t € [0,1] olmak iizere

B(t) = (1 —t)3by + t(1 — t)%b; + t2(1 — t)b, + t3by
olarak tanimlanir. Kubik Bezier egrilerinin kontrol
noktalarinin ranklar1 2 oldugundan dolay1 Teorem 1.3 ve
Teorem 2.2 den asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.3. Kontrol noktalar1 by, by, b,, bz ve
Po, P1, P2, P3 Olan X(t) ve Y(t) iki kubik Bezier egrisi
S(2)- denktir ancak ve ancak

(b; — by, bj —by) _ (pi — Po, Pj — Po)

(b; —bg, by —byg) B (P1 — Po,P1 — Po)
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i<j; i,j=1,23dir.

Genel Bezier Egrileri:

Diizlemsel tim Bezier egrilerinin kontrol noktalarinin
ranklart 2 oldugundan dolay1 Teorem 1.3 ve Teorem 2.2
den asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.3. Kontrol noktalar1 bg,b,,...,b, Ve
Po, P1, > Pn Olan X(t) ve Y(t) iki Bezier egrisi S(2)-
denktir ancak ve ancak

(bi — bo, bj —bo) _ {Pi —Po,Pj ~ Po)
(by —bg, by —=bg)  {(P1 — Po,P1 — Po)

i<j; i,j=12,..,n dir.
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