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Sunulan ¢aligmada, elastik zemine oturan eksenel yiikke maruz homojen olmayan (HO) malzemelerden olusan kirisin serbest
titresimi incelenmistir. Malzemenin homojen olmamasi kalinlik dogrultusunda elastisite modiiliiniin istel fonksiyon seklinde
degisimi ile karakterize edilmis, yogunlugun sabit kaldig1 varsayilmistir. Ayrica, elastik zeminin lineer, homojen ve izotrop oldugu
varsayilmis, zeminin kirise tepkisi iki parametreli Pasternak modeli kullanilarak modellenmistir. {lk olarak Bernoulli-Euler kiris
teorisi kullanilarak Pasternak zemine oturan HO Kirigin hareket denklemleri elde edilmistir. Elde edilen denklemler basit mesnetli
sinir kogullart igin ¢6ziilmiistiir. Sunulan formiilasyonun dogrulugu bir karsilagtirma calismasi yapilarak teyit edilmistir. HO
malzeme 6zelliklerinin, elastik zemin parametrelerinin ve eksenel yiikiin kirisin ilk i¢ moddaki serbest titresim frekans parametresi
degerlerine etkileri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Titresim, Homojen Olmayan Malzeme, Elastik Zemin, Eksenel Yiik, Kiris

Free Vibration of Non-Homogeneous Beam Subjected
to Axial Force Resting on Pasternak Foundation

ABSTRACT

In the present study free vibration of non-homogenous beam subjected to the axial force resting on elastic foundation has been
examined. Non-homogeneity of the material is characterized considering the exponential variation of the Young's modulus along
the thickness direction of the beam while the value of density is assumed to remain constant. The foundation medium is assumed
to be linear, homogenous and isotropic, and it is modeled by the Pasternak model with two parameters for describing the reaction
of the elastic foundation on the beam. Firstly, the equation of motion of non-homogeneous beam subjected to axial force resting
on Pasternak foundation is provided within the frame work of Bernoulli-Euler beam theory. The resulting equation is solved
according to the simply supported boundary conditions. To show the accuracy of the present results, a comparison is performed
and a good agreement is achieved. The effects of non-homogeneous material properties, elastic foundation parameters and axial
load on the values of frequency parameters of the first three modes are examined.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Yapilarin modern tasarimi ve analizinde, {ist yapi-temel-
zemin etkilesimi dogru ve uygulama amaglarina hizmet
edecek basitlige sahip bir gsekilde hesaba katilmalidir. Bu
baglamda, elastik zemine oturan kiris kavrami, yapt,
geoteknik, karayolu ve demiryolu miihendisligi
problemlerinin modellenmesi ve analizi i¢in 6nemli bir
aragtir. Demiryolu hatlari, otoyol asfaltlari, siirekli
mesnetli boru hatlar1 ve serit temeller elastik zemine
oturan kiriglere verilebilecek pratik 6rneklerdendir|1-3].

Zemin ¢ok karmagik bir yapiya sahiptir ve bu nedenle
zemin davranigint modellemek i¢in cesitli yaklagimlar
gelistirilmistir. Bu  yaklagimlar arasinda bilimsel
caligmalarda ve uygulamalarda en fazla benimsenen
varsayim Winkler zemin modelidir [4-11]. Fakat Winkler
tek parametreli modelinde, zeminin siirekli dagiliml
birbirinden bagimsiz dogrusal yaylardan olustugu
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varsayildigindan, zeminin yiiklii ve yiksiiz kisimlari
arasindaki yer degistirme siireksizligi 6nemli bir sorun
olusturur, ¢iinkii gergekte zemin yiizeyi herhangi bir
stireksizlik géstermez. Bu nedenle, fiziksel olarak daha
hassas ve matematiksel a¢idan basit bir model olan
Pasternak iki parametreli zemin modeli gelistirilmistir
[12]. Pasternak modelindeki ilk zemin parametresi
Winkler modelindekiyle ayni olup, ikinci parametre ise
kayma tabakasinin  rijitligidir. Halihazirda, iki
parametreli Pasternak zemine oturan kiriglerin serbest
titresimi literatiirde oldukea ilgi ¢eken konulardan biridir.
[13-26].

Yukarida bahsi gegen tiim ¢aligmalar homojen (H)
kirigler i¢in, yani kirigsin her bir noktasinda mekanik
Ozelliklerinin sabit oldugu varsaymm ile yapilmistir.
Halbuki dogada olduk¢a ¢ok HO malzeme mevcuttur,
ornegin kontrplak, kereste, fiber takviyeli plastik dogal
olarak HO malzeme ve celik alagimlarda yer alan cam
epoksi ve bor epoksi yapay olarak HO malzemedir. Bu
malzemelerin mekanik 6zellikleri uzay koordinatlariyla
stirekli ya da siireksiz olarak keyfi bir bigimde degisebilir
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[27-29]. HO malzemelerin giinlimiiz miihendislik
uygulamalarinda ve teknolojilerinde giderek artan
kullanimi, arastirmacilar1 elastik zemine oturan HO
kiriglerin titresim problemlerini incelemeye yoneltmistir
[30-36].

Yapilan literatlir arastirmasina gore, Pasternak zemine
oturan eksenel yiike maruz ve elastisite modiiliiniin
kalinlik dogrultusunda iistel fonksiyon seklinde degisimi
ile karakterize edilen HO malzeme ozelliklerine sahip
kirigin serbest titresimi heniiz incelenmemistir. Sunulan
¢alismada bu problemin ¢dziimii ele alinmustir.

2. PROBLEMIN FORMULASYONU VE COZUMU
(FORMULATION AND SOLUTION OF THE
PROBLEM)

Uzunlugu L, yiiksekligi h olan Pasternak zemine oturan
kirigi ele alalim (Sekil 1 .)

; APA -

Kw

L

[ |
F 1

Sekil 1. Pasternak zemine oturan kirig (Beam resting on
Pasternak foundation)

Pasternak zemine oturan eksenel basing yiikiine maruz H
kirigin temel denklemi agagidaki sekildedir[16,17,24]:
o'w 0w 62
e
Burada, E elastisite modiili, | atalet momenti, P
eksenel yiik, p yogunluk, A enkesit alani, kW Winkler

El

AL )
P ox?

zemin-katsayisi, K, Pasternak zemin-katsayisi, W

¢c6kme, 1 zamandir. Ayrica, sunulan galismada eksenel
yiikiin basing olmasi hali (+), ¢ekme olmasi ise (-) olarak
dikkate alinmugtir.

HO kiris malzemesi, elastisite modiliiniin kalinlik
dogrultusunda iistel fonksiyon seklinde degisimiyle
karakterize edilmistir [31,36]:

E, = Ee?¢%Y )
Burada, Z =z/h, a homojen olmama parametresi (
—1<a<1l) olup vyogunlugun sabit kaldig
varsayilmistir.

(2) ifadesi (1)’de dikkate alindiginda Pasternak zemine
oturan eksenel basing yiikiine maruz HO kirisin hareket
denklemi asagidaki sekilde elde edilir:
o'w _o'w  o*w o*w
Aa . +P8x2 +pA8t2 +kWW—kPa—2=O ®)
X X

tanim ge(;erhdlr.

1/2

A=Ebh* [7%e““?dz (@)
-1/2

(3) denkleminin  ¢oziimii  asagidaki  sekilde

aranabilir[37]:

w(x,t) = a(x)b(t) ®)

Buradaa ve b sirasiyla zaman ve konumdan

bagimsizdir.

(5) ifadesi (1) denkleminde dikkate alindiginda agagidaki
denklem elde edilir:

Aa" (x)b(t) + Pa" (xX)b(t) + pAa(x)b" (t) + k, a(x)b(t) —ka" (X)b(t) = 0
(6)

Zamana bagl fonksiyon agagidaki sekildedir:
b(t) =c,cosat +c,sinwt @)

(7) denklemi (6)’da yerine yazilip bazi matematiksel
islem uygulandiktan sonra asagidaki denklem elde edilir:

Ja" (x) + Pa" (x) — pAa(x)o’ +k,a(x) —k.a"(x) =0 (8)
(8) denkleminin ¢6ziimii asagidaki gibi aranir:

a(x) =d,sinh(/x) +d ,cosh(x) +d ,sin(x) +d ,cos(x) (9)

(9) denklemi (8)’te yerine yazildiginda su denklem elde

edilir:

AB*[d, sinh(px)+d, cosh(x) + d, sin(8x) + d, cos(x)]

+[P -k, ]8%[d, sinh(8x)+d, cosh(x) - d, sin(x) - d, cos(x)]

—[pAgw? — K, [d, sinh(x)+ d, cosh(x)+ d, sin(x)+ d, cos(Ax)] = 0
(10)

Incelenen problemde smir kosullart basit mesnetli

oldugundan asagidaki ifadeler gecerlidir:

a(0)=a"(0)=a(L)=a"(L)=0 (11)

(11), sirasiyla (9) ve (10) denklemlerinde dikkate alinip

bazi matematiksel islemlerden sonra Pasternak zemine
oturan eksenel basing yiikiine maruz her iki ucu basit
mesnetli HO kiris igin asagidaki denklem elde edilir:

4 2
1(”{] _[P_kp(”{j “[pAe® =k, ]=0 (12

(12) denkleminden Pasternak zemine oturan eksenel
basing yiikiine maruz basit mesnetli HO kirisin serbest
titregim frekansi agagidaki gibi elde edilir:

- \/ (nz)|A(nz) - PL®

pAL*

+kPL2J+ k,, L* (13)

Burada n, mod say1sidir.

3. SAYISAL HESAPLAMALAR VE TARTISMA
(NUMERICAL COMPUTATIONS AND
DISCUSSION)

Bu boliimde sunulan problemi incelemek igin gesitli
sayisal drnekler verilmistir. Tiim sayisal hesaplamalarda
asagidaki boyutsuz parametreler kullanilmistir:
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2 s k,L?

@ =wl? p—A T= PL ,KW:kWL P:F’i
El (z%E1) El 7°El

(14)

3.1. Karsilastirma Calismas1 (Comparative Study)

Cizelge 1’de, Winkler-Pasternak zemine oturan eksenel
basing yiikiine maruz homojen kirigin ilk ti¢ mod i¢in
elde edilen frekans parametre degerleri Yokoyama[16]
calismasinda sonlu elemanlar yontemiyle sekiz elemanl
model i¢in elde edilmis sonuglarla karsilastirilmistir.
Elde edilen sonuglar sunulan formiilasyonun
dogrulugunu kanitlamaktadir.

Cizelge 1. Winkler-Pasternak zemine oturan eksenel
basing yiikiine maruz homojen Kkirigin
frekans parametre degerlerinin karsilastiril-
mas1 (Comparison of the values of frequency
parameter of homogeneous beam subjected

to axial compressive force resting on
Winkler-Pasternak foundations)
@
Ky =K, =0,T=0 Ky =K, =0,T =06
n Yokoyama | Sunulan | Yokoyam | Sunulan
[16] Calisma a[16] Calisma
1 9.87 9.870 6.24 6.242
2 39.49 39.478 36.41 36.397
3 88.94 88.826 85.93 85.814
0 K, =0.6z* K, =0T =06| K, =06z K, =1T =0.6
(Winkler Zemin) (Pasternak Zemin)
Yokoyama | Sunulan | Yokoyam | Sunulan
[16] Calisma a [16] Calisma
1 9.87 9.870 13.96 13.958
2 37.20 37.192 4211 42.105
3 86.27 86.154 91.21 91.100

3.2. Sayisal Ornekler (Numerical Examples)

Ornek 1. Cizelge 2’de, o homojen olmama
parametresinin eksenel basing yiikiine maruz Winkler-
Pasternak elastik zemine oturan/oturmayan kirigin, @,
serbest titresim frekans parametre degerlerine etkisi
incelenmistir. Burada eksenel basing yiikii parametresi

T=06 olarak dikkate alinmistir. Elde edilen
sonuglardan, & homojen olmama parametresi arttiginda

her ti¢ durumda da, @, frekans parametre degerlerinin

azaldigt goriilmistir. Ayrica, O homojen olmama

parametresinin, @ frekans parametre degerleri lizerinde

en yiiksek etkiye o =—1 oldugunda, en az etkiye

a=05 oldugunda sahip oldugu bulunmustur. Elastik

zemin etkisi dikkate alindiginda, & homojen olmama

parametresinin  degisiminin, kirisin @, frekans

parametre

degerleri iizerindeki etkisinin azaldig:
gorilmiistiir.

Gizelge 2. Winkler-Pasternak zemine oturan eksenel
basing ylikiine maruz kirisin @ frekans
parametre degerlerinin & homojen olmama
parametresine gore degisimi (Variation of
the values of frequency parameter, @, of
beam subjected to axial compressive force
resting on Winkler-Pasternak foundations

versus non-homogeneity parameter, <)

w
Zeminsiz( Ky =0.K, = O)

na=-1a=-05|a=0|a=05]| a=1
1]10.695 |8.306 6.242 |4.341 2.266
2150.313 |42.486 36.397 | 31.668 27.991
31116.073 |98.974 85.814 | 75.726 67.999

Winkler Zemin (K, =0.67*,K, =0)
na=-1la=-05|a=0]a=05| a=1
1]13.146 |11.288 9.870 |8.791 7.974
2150.891 |43.169 37.192 | 32.578 29.016
31116.324 |99.269 86.154 | 76.111 68.428

Pasternak Zemin (K,, =0.67*,K, =1)
na=-1a=-05|a=0|a=05]| a=1
1]16.439 |14.995 13.958 | 13.217 12.688
2154585 |47.468 42.105 | 38.091 35.094
31120.033 |103.590 91.100 |81.668 74.559

Ornek 2. Cizelge 3’te, Kw ve K, zemin parametrelerinin
eksenel basing yiikiine maruz Winkler-Pasternak elastik
zemine oturan H ve HO kirisin,w . titresim frekansi

parametre degerlerine etkisi incelenmistir. Burada

homojen olmama parametresi, & =1 ¢ cksenel basing
parametresi T=0.6 olarak dikkate alinmistir. Elde edilen
sonuglardan, Ky ve K, zemin parametreleri arttikca H ve
HO kirisin @~ frekans parametre geserlerinin arttign
gorilmiistiir. Elastik zemin parametrelerinin
degisiminin, H ve HO kirisin, @ , frekans parametre
degerlerine olan etkisinin temel modda (n=1) en yiiksek
oldugu, fakat mod sayisi arttikga bu etkinin giderek
azaldigi  saptanmustir.  Ayrica, elastik  zemin
parametrelerinin degisiminin, HO kirisin , @ ,frekans
parametre degerlerine olan etkisi, H kirisin, @ , frekans
parametre degerlerine olan etkisine kiyasla daha fazla
oldugu bulunmustur. Bunlarla birlikte, Pasternak
zeminin H ve HO kirisin, @, frekans parametre
degerlerine etkisi Winkler zeminden daha yiiksek oldugu
gorilmiistiir.
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Cizelge 3. Winkler-Pasternak zemine oturan eksenel basing yiikiine maruz kirisin @ frekans parametre
degerlerinin Kw ve Ky zemin parametrelerine gore degisimi (Variation of the values of frequency
parameter, @, of beam subjected to axial compressive force resting on Winkler-Pasternak
foundations versus elastic foundation parameters, Kw and Kp)

@
K K H Durum HO Durum
" PIn=1 [ n=2 [ n=3 [ n=1 | n=2 | n=3
Zeminsiz
0 0 |6.242 |36.397[85.814]2.266 |27.991 | 67.999
Winkler Zemin
0.4r* 8.828 |36.929|86.041|6.641 |28.678|68.285
0.67%| 0 |9.870 |37.192|86.154 |7.974 |29.016 | 68.428
o 11.678|37.712 | 86.380 | 10.126 | 29.680 | 68.712
Pasternak Zemin
0.47* 11.253 | 39.478 | 88.552 | 9.633 |31.895 | 71.423
0.6 |0.5]12.088 | 39.724 | 88.662 | 10.596 | 32.199 | 71.559
o 13.604 | 40.212 | 88.881 | 12.298 | 32.798 | 71.831
0.4r* 13.241|41.873 | 90.993 | 11.896 | 34.815 | 74.428
0.67%| 1 |13.958|42.105|91.100 | 12.688 | 35.094 | 74.559
i 15.290 | 42.565 | 91.314 | 14.140 | 35.644 | 74.820

Cizelge 4. Winkler-Pasternak zemine oturan H ve HO Kirislerin frekans parametre degerlerinin T eksenel yiik
parametresine gore degisimi (Variation of the values of frequency parameter, @7 , of beam resting on Winkler-

Pasternak foundations versus axial load parameter, T )

()
H Durum HO Durum

n Zeminsiz( Ky =0.Kp = 0) Zeminsiz( Ky =0.Kp = 0)

T=-06 | T=-03|T=0| T=03 T=06 T=-06 | T=-03| T=0 | T=03 T=06
1 12.484 11.253 9.870 8.258 6.242 15.208 14214 | 13.146 | 11.983 10.695
2 42.336 40.932 | 39.478 | 37.969 36.397 54.763 53.685 | 52.585 | 51.462 50.313
3 91.740 90.295 | 88.826 | 87.333 85.814 120.519 | 119.423 |118.317| 117.200 | 116.073
n Winkler Zemin( KW =0.67Z'4, Kp =0) Winkler Zemin( KW =0.67Z'4, Kp =0)

T=-06 T=-03 | T=0|T=03| T=06 |T=-06|T=-03|T=0|T=03| T=06
1 14.639 13.604 | 12.484 | 11.253 9.870 17.021 16.140 | 15.208 | 14.214 13.146
2 43.021 41.640 | 40.212 | 38.731 37.192 55.294 54.227 | 53.138 | 52.027 50.891
3 92.058 90.618 | 89.155 | 87.667 86.154 120.762 | 119.668 |118.564 | 117.449 | 116.324
n Pasternak Zemin ( KW =0.672'4, KP =1) Pasternak Zemin ( KW =0.672'4, KP =1)

T=-06 T=-03 | T=0| T=03 T=06 T=206 |T=-03|T=0|T=03| T=06
1 17.655 16.807 15.914 | 14.968 13.958 19.676 18.918 | 18.130 | 17.305 16.439
2 47.333 46.082 | 44.795 | 43.471 42.105 58.712 57.708 | 56.686 | 55.645 54.585
3 96.702 95.332 | 93.943 | 92,532 91.100 124338 | 123.276 |122.205| 121.124 | 120.033

Ornek 3. Cizelge 4’te, eksenel yiikiin yonii ve siddetinin
Winkler-Pasternak elastik zemine oturan/oturmayan H
ve HO kirisin, @ , titresim frekans1 parametre degerlerine
etkisi  incelenmistir. Burada homojen olmama

parametresi & = -1 olarak dikkate alinmistir. Elde

edilen sonuglardan, T eksenel yik parametresinin
¢ekme olmasi durumda kirigin frekans parametrelerinin
arttigl, basing oldugunda ise azaldif1 gorilmektedir.
Eksenel yiikiin degisiminin H ve HO kirisin , @ ,frekans
parametre degerlerine etkisi, yiikiin basing olmasi
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durumunda ¢ekmeye kiyasla daha fazla oldugu ve
gozlemlenmistir. Eksenel  yiik  parametresinin
degisiminin kirisin , @ | frekans parametre degerlerine
etkisi artan mod sayisi elastik zemin parametrelerinin ve
HO malzeme 6zelliklerinin dikkate alinmasiyla azaldig:
gorilmiistiir.

4. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Sunulan ¢aligmada, elastik zemine oturan eksenel yiike
maruz HO malzemelerden olusan kirigin serbest titresimi
incelenmistir. HO malzeme 6zelliklerinin, elastik zemin
parametrelerinin ve eksenel yiikiin kirisin ilk ti¢ moddaki
serbest titresim frekans parametre degerlerine olan
etkilerini gostermek icin {i¢ sayisal 6rnek sunulmustur.

Kisaca asagidaki sonuglara ulasilmistir:

® HO malzeme 6zelliklerinin, kirisin frekans

parametre degerlerine olan etkisi, homojen
olmama parametresinin se¢imine bagli olarak
degismektedir

Elastik zemin parametrelerinin degisiminin,
kirigin frekans parametre degerlerine olan etkisi,
temel modda ve HO durumda en yiiksek etkiye
sahiptir

e Pasternak zemin, Winkler zemine kiyasla kirigin
frekans parametre degerleri iizerinde daha
biiyiik etkiye sahiptir

*  Eksenel yiik basing oldugunda, yirigin frekans

parametrele degerlerine olan etkisi ¢ekmeye
kiyasla daha fazladir.

Eksenel yiikiin degerinin degisiminin frekans
parametre degerlerine olan etkisi, artan mod
sayisi, elastik zemin katsayillart ve HO
malzemelerin dikkate alinmasiyla azalmaktadir.

Sonug olarak, HO malzeme 6zelliklerinin, eksenel yiikiin
ve elastik zeminin kirisin serbest titresim frekans
parametre degerleri lizerinde 6nemli etkiye sahip oldugu
goriilmiistiir. Ayrica, bu makalede analitik olarak elde
edilen ¢oziimler, ileriki ¢aligmalarda sonlu elemanlar
veya farkli ¢6ziim yontemleri ile elde edilecek sonuglarla
kiyaslanabilir.
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