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Anahtar Kelimeler Ozet
FDM, Bu c¢alismada, Winkler zemine oturan Fonksiyonel Derecelendirilmis
Winkler Zemin, Malzemelerden (FDM) olusan kirisin serbest titresimi incelenmistir. Malzeme

Titresim, ozelliklerinin kiris kalinhigr dogrultusunda siirekli olarak kuvvet kuralina goére

Kiris, degistigi varsayillmistir. Bernoulli-Euler kiris teorisi cercevesinde, Winkler zemine

Ozdeger. oturan FD kirisin serbest titresiminin yonetici denklemi tiiretilmistir. Yonetici
denklem degiskenlerine ayrilarak ¢oziilmiistiir. Ankastre-basit mesnetli sinir kosulu
icin ilk li¢c moda ait 6z degerler Newton-Raphson yontemi uygulanarak elde
edilmistir. Boyutsuz frekans parametre degerlerine malzeme 6zelliklerinin
degisiminin ve Winkler zeminin etkileri incelenmistir. Ayrica, elde edilen sonuglarin
dogrulugunu gostermek icin bir karsilastirma ¢alismasi yapilmistir.

EXAMINATION OF THE EFFECTS OF WINKLER FOUNDATION AND FUNCTIONALLY
GRADED MATERIAL PROPERTIES ON THE FREQUENCY PARAMETERS OF BEAM

Keywords Abstract

FGM,, In the present study, free vibration of the beam composed of functionally graded
Winkler Foundation, materials (FGM) resting on Winkler foundation is investigated. The material
Vibration, properties are assumed to vary continuously through the thickness direction. The
Beam, governing equation of the free vibration of the FG beam resting on Winkler

Eigen-value. foundation is derived in the framework of Bernoulli-Euler beam theory. The
governing equation is solved using separation of variables. The eigenvalues of the
first three modes for clamped-simply supported boundary conditions are found
employing Newton-Raphson Method. The effects of the Winkler foundation and
varying material properties on the values of dimensionless frequency parameters

are examined. Furthermore, to show the accuracy of the present results, a

comparison study is performed.
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1. Giris

Giinimiiz teknolojisinde, malzemelerde homojen
olmayan kademeli veya devamli degisen bir yapiya
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle, bilim insanlari

birbirleri ile birlestirilmis, fiziksel ve kimyasal olarak
farkl 6zellikler tasiyan, iki madde arasinda, farkl 1sil
genlesme katsayilarindan kaynaklanan 1sil gerilmeleri
derecelendirilmis yapilariyla azaltan; iki madde
arasindaki fiziksel ve kimyasal o6zelliklerdeki ani
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degisimlerden dolayr meydana gelebilecek diger
olumsuzluklar1 da en aza indiren yeni nesil bir
malzeme olan FDM’leri gelistirmistir. FDM tipik olarak
bir seramik ve bir metalin karisimidir, bu sekilde
seramik termal ortamlarda yiiksek sicakliklara karsi
koyabilecek bununla birlikte metal de sogutmanin ilk
asamalarinda seramik yiizeyde olusacak ¢ekme
gerilmelerini azaltacaktir. FDM’ler makine, uzay,
niikleer ve insaat miihendisliginde yiiksek sicakliga
maruz yap1 elemanlarinda, uzay araglarinda, mikro-
elektronik ve endiistriyel uygulamalarinda ¢ok yaygin
olarak kullanilmaktadir. (Wakashima vd. 1990;
Koizumi, 1993; Suresh ve Mortensen, 1998; Dimitoka
ve Yildirnm, 2003; Akgoéz ve Civalek, 2013;
Chakraverty ve Pradhan, 2016).

Elastik zemine oturan kiris kavramai, yapi, geoteknik,
karayolu ve demiryolu mihendisligi problemlerinin
modellenmesi ve analizi i¢in 6nemli bir aractir
(Hetenyi, 1946; Kerr, 1964; Selvadurai, 1979, Avcar,
2016; Mohammed,2017). Demiryollari, karayollari,
boru hatlari ve siirekli temeller elastik zemine oturan
kirislere  verilebilecek  drneklerden birkagidir.
Zeminin karmasik bir yapiya sahip olmasi, modelleme
asamasl i¢in farkl yaklasimlar gelistirilmesine neden
olmustur. Bu yaklasimlar arasinda en fazla
benimsenen varsayim Winkler zemin modelidir.
Winkler zemin modelinde elastik zeminin bir
noktasindaki diisey yer degistirmenin sadece o
noktada uygulanan basing kuvvetiyle orantili oldugu
ve komsu noktalarda uygulanan basing
kuvvetlerinden bagimsiz oldugu varsayilir. Boylece,
zeminin diisey yer degistirme 6zellikleri, birbirinden
bagimsiz dogrusal siirekli yaylarla tanimlanir
(Winkler, 1867; Filonenko-Borodich, 1940; Teodoru
ve Musat, 2008).

Winkler zemine oturan kirislerin serbest titresiminin
incelenmesi agik literatiirtin ilgi ¢eken konularindan
birisidir (Eisenberger ve Clastornik, 1987; Issa 1988;
Zhou, 1993; Coskun 2000; Ruge ve Birk, 2007; Civalek
ve Demir, 2009; Avcar 2010; Calim ve Akkurt, 2011;
Oztiirk ve Bozkurt, 2013; Yanik ve Yayh 2015).

Yapilan literatlir ¢alismasinin sonucunda, Winkler
zemine oturan FD Kirislerin serbest titresiminin
incelenmesine ait ¢calisma sayisinin az oldugu 6zellikle
de 6z deger analizi sayisinin son derece kisith oldugu
goriilmiistiir. Bu nedenle de ilgili problemin ¢éziimii
icin bir girisimde bulunulmustur. Bu baglamda,
sunulan c¢alismada, Winkler zemine oturan
FDM’lerden olusan Kkirisin serbest titresimi
incelenmistir. Malzeme 06zelliklerinin kiris kalinlig:
dogrultusunda siirekli olarak kuvvet kuralina gore
degistigi varsayilmistir. Bernoulli-Euler kiris teorisi
cercevesinde, Winkler zemine oturan FD Kkirisin
serbest titresiminin yonetici denklemi tiiretilmistir.
Yonetici denklem degiskenlerine ayrilarak
cozlilmiistlir. Ankastre-basit mesnetli sinir kosulu i¢in
ilk ti¢ moda ait 6z degerler Newton-Raphson yontemi
uygulanarak elde edilmistir. Boyutsuz frekans

parametre degerlerine malzeme 06zelliklerinin
degisiminin ve Winkler zeminin etkileri incelenmistir.
Ayrica, elde edilen sonuglarin dogrulugunu géstermek
icin bir karsilastirma calismasi yapilmistir.

2. FDM’lerin Etkin Malzeme Ozelliklerinin

Tanimlanmasi

Uzunlugu L, yliksekligi h olan Winkler zemine oturan
bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli olan FD kirisi
ele alalim. Orijin FD kirisin orta diizleminin
merkezinde, x, y ve z eksenleri ise sirasiyla kirisin

uzunlugu, eni ve kalinhigi  dogrultusunda
yonelmektedir.
Az
! L .
X
— -
7 A

Sekil 1. Winkler zemine oturan bir ucu ankastre diger ucu
basit mesnetli FD Kiris ve koordinat sistemi

Karisim kuralina gore, P, etkin malzeme ozellikleri
asagidaki sekilde tanimlanir:

P=P_ V. +P.V, 1

burada P,, P, V,

s, V,, ve V, sirasiyla metal ve

seramigin malzeme 6zellikleri ve hacim oranlar1 olup
asagidaki baginti ile ifade edilir:

V, +V,=1 (2)

Kirisin seramik bileseninin hacim orani asagidaki
sekilde tamimlanmistir:

d
z 1
Vs _(E"'Ej (3)

Burada d negatif olmayan bir degisken olup kalinlik
boyunca malzeme dagilimini karakterize eder.

FD kiris kalinligi boyunca seramik bilesenin hacim
oraninin degisimi Sekil 2’de sunulmustur.
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Sekil 2. FD kiris kalinlig1 boyunca seramik bilesenin hacim
oraninin degisimi

(1)-(3) denklemleri kullanilarak FDM kirisin etkin

malzeme o6zelleri seramik malzemenin hacim oranina
gore asagidaki gibi ifade edilir:

z 1)
P(Z) = [Ps - l:)m )(E + E) + Pm (4)

Denklem (4) incelediginde su sonuca varilir:
z=-h/2, oldugunda E=E_;v=v;G=G,;p=p,
z=h/2, oldugundaE=E_, v=v_,G=G.,p=p..

Burada, E,v vepsirasiyla elastisite modiilii, Poisson
orani ve yogunluktur.

3. Yonetici Denklemler

Euler-Bernoulli kiris teorisine gore, x ve z eksenleri
boyunca kiriste herhangi bir noktanin koordinatlari
asagidaki gibi ifade edilebilir:

ow,

u(x,z,t)=uy(x,t)-z

(5)

w(x,z,t)=w,(x,t)

Burada u, ve w sirasiyla orta yiizeyin eksenel ve
diisey yer degistirmesidir. (5) denkleminden
yararlanarak kirisin herhangi bir noktasindaki sekil
degistirme asagidaki sekilde ifade edilir:

du Ou o*w
S(X,Z,t)zazgo—zax—zo (6)

Hooke kanuna gore normal gerilme asagidaki sekilde
tanimlanir:

2
o(x,z,t)=E(z)e = E(Z)[?_XO_Z 6@::;0 ] ™

(7) denkleminden, kiris en-kesitinde gerilmelerin
neden oldugu N normal kuvvet ve M egilme momenti
ve Q kesme kuvveti sirasiyla asagidaki sekilde elde
edilir:

o 02
N, =[o,dA=A, ;X“ B, L0
A o ®)
o 0?
M, = [o,2dA=B, <% D, “°
X X 6x 1 aXZ
A (9
M 2 3
Qx:a X:Blauzo_ 18‘/\;0
ox OX OX (10)

burada A;,B; ve D; swrasiyla FD Kkirisin uzama,
uzama-egilme birlesik ve egilme rijitlikleri olup
asagidaki sekilde tanimlanir:

h/2

(A,,B,,D, )= J'E(z)(Lz,zZ)iz (11)
_h/2

Winkler zemin i¢in basing-yer degistirme bagintisi su
sekildedir (Hetenyi, 1946):

p(x,t)=kyw(xt) (12)

Burada, p(x,t) zeminin tepki kuvveti, w(x,t) zeminin
diisey yer degistirmesinin fonksiyonu, k, Winkler
zemin katsayisidir.

FD Kkirisin denge kosullar1 ve yukarida verilen
bagintilar dikkate alinarak, bazi matematiksel islemler
ve sadelestirmelerden sonra asagidaki denklem elde
edilir:

o*w o*w

A o +1, 2

+k,w=0 (13)

(13) denklemi Winkler zemine oturan FD Kirisin
hareketini tanimlayan doérdiincii dereceden kismi

diferansiyel denklemdir. Burada Iy, FD kirisin kiitle

eylemsizlik momenti olup asagidaki sekilde
tanimlanir:
Iy = [ pz)dA (14)
A
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4. Yonetici Denklemlerinin Genel Céziimii:

(14) denkleminin ¢oéziimiini degiskenlerine ayirma
yontemiyle arayalim (Rao, 2007):
w(x,t) =a(x)(Acosot +Bsinot) (15)
(15) ifadesi (14) denkleminde dikkate alindiginda
asagidaki denklem elde edilir:

d4a 2
(16) denkleminin ¢6zlimii su sekilde aranir:
a(x) =d sinh(Bx)+d, cosh(px
(x) =d; sinh(p,x)+d;, cosh(B;x) (a7

+d;sin(B,x)+d, cos(B,x)

(17) denklemi (16)'da yerine yazilip bazi
matematiksel islemler uygulandiktan sonra serbest
titresim frekansi i¢in su ifade elde edilir:

e AoB* +k,,
I0

Burada, bilinmeyen olan B degeri sinir kosullarina

(18)

bagli olarak belirlenir.

5. Yonetici Denklemlerin Ozel Céziimii

Winkler zemine oturan bir ucu ankastre diger ucu
basit mesnetli FD kiris i¢in asagidaki sinir kosullari
gecerlidir:

a 0 ve d_a =0 19
- (19)
=0 dx|,_,
d%a
al =0 ve 2 =0 (20)
x=L

(19) ve (20) sinir kosullar1 (17) denkleminde dikkate
alinip bazi matematiksel islemlerden sonra asagidaki
katsayilar matrisi elde edilir:

sinh(A)-sin(A) cosh(A)-cosh(A) | d;

=0 (21
sinh(A)+sin(A) cosh(A)+cosh(A)| d,

Burada su tanim gegerlidir:

A=pBL (22)
(21) Kkatsayilar matrisinin determinantini alirsak
asagidaki baginti elde edilir:
tanh(A)—tan(A)=0 (23)
(35) denkleminin ¢6ziimiinii Newton-Raphson

yontemiyle arayalim. (23) denklemine ait grafiksel
gosterim Sekil 3'de sunulmustur.

[— - y=tan(x) = = y=-tanh(x)|
+

|
|
|/
II/
|
|
|
I

0,5 f

filzy 0 —(

f
|
|
|
3
|
\
|
|

i

|

|

1

1
05—y 1‘ /

r

N I
-l_l '-!._I._._Il._l._l ''''' J-'l-'-'ll-'L'l-'- ll J'-l
0 T EL3 im Sx im n 4 9
2 2 2 2

#(radyan)

Sekil 3. Bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli kirisin
serbest titresimine ait fonksiyonun degisimi

Yukaridaki sekilde iki egrinin kesistigi sifirdan farkl
olan noktalarda, aranan kokler elde edilir. Buna gore
kokler yaklasik olarak asagidaki ifadeyi saglar:

Bl’l :%|:%+n:|;n = 1;253:-" (24]

(24) denklemini tekrar ele alalim ve onu asagidaki
sekilde bir fonksiyon olarak tanimlayalim:

f(A)=tanh(A)—tan(A) (25)
Bilindigi gibi, degiskenin bir kok olabilmesi igin
fonksiyon sifira esit olmalhdir.

Newton-Raphson yontemine gore asagidaki tanim
gecerlidir:
f(C
A= (26)
f'(C)
(25) ifadesi (26)’'da dikkate alindiginda asagidaki
sonug elde edilir:

tanh(C)—tan(C)

A=C- 2 2
—tanh “(C)—tan“(C)

(27)

(27) denkleminde iterasyon isleminin uygulanmasi ve
elde edilen ilk ¢ kokiin degerleri Tablo 1'de
sunulmustur.
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Tablo 1. Bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli
kiris icin A degerinin elde edilisi

, Ik kék(B;)
[terasyon
C A
3.927 3.926602470
3.926602470 | 3.926602312
3 3.926602312 | 3.926602312
Ikinci kok(B,)
7.069 7.068582920
7.068582920 | 7.068582746
3 7.068582746 | 7.068582746
Ugtincii kok(B3)
10.210 10.21017615
10.21017615 | 10.21017612
10.21017612 | 10.21017612

6. Arastirma Bulgular ve Tartisma

Bu béliimde sunulan problemi incelemek i¢in bir dizi
sayisal ornek verilmistir.

6.1. Karsilastirma Calismasi
Tablo 2’de bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli
sinir kosuluna sahip zeminsiz, Winkler zemine oturan

homojen kiris elde edilen ilk li¢ moda ait @ ve @,
boyutsuz frekans parametre degerleri Obara (2014)
calismas1 ile karsilastirilmistir. Burada, asagidaki
boyutsuz parametreler kullanilmistir:

4
Ao Ao
(28)
Ayrica, burada su tanimlar gegerlidir:

k, =0.6n*d=0 (29)
Tablo 2. Boyutsuz frekans parametre degerlerinin
karsilastirilmasi
n Obara(2014) Sunulan Calisma

w© 3.927 3.927

1
Wy 4.148 4.149
© 7.069 7.069

2
Dy 7.109 7.110
3| @ 10.210 10.210

(A 10.224 10.224

Tablo 2’de elde edilen sonuglarin ilgili calisma ile
cakismasi elde edilen formilasyonun dogrulugunu
teyit etmektedir.

6.2. Sayisal Ornekler

Sayisal o6rneklerde Winkler zemine oturan FD Kirisin
Aliimina(Al;03) ve Aliminyum(Al)’dan olustugu
varsayllmistir ve buna gore asagidaki malzeme
ozellikleri dikkate alinmistir:

E,, =70GPa; p,, =2702 kg /m>

(32)
E. =380GPa; p, =3960 kg /m?
Ayrica burada boyutsuz frekans su sekilde
tanimlanmistir:
kWL4 L2 [pp 66
VT (66)
Ornek 1

Sekil 4’te bir ucu ankastre mesnetli diger ucu basit
mesnetli simir kosullarinda Winkler zemine
oturan/oturmayan FD kirisin boyutsuz frekans
parametre degerlerinin d katsayisina bagh degisimi
sunulmustur. Elde edilen sonuglardan d katsayisi
arttikca yani malzeme o6zellikleri seramikten metale
dogru degistiginde, @, boyutsuz frekans degerlerinin
azaldigr gorilmistiir. Ayrica, elastik zemin dikkate
alindiginda d katsayisinin degisiminin, @, boyutsuz

frekans degerleri iizerindeki etkisinin azaldig1
gozlemlenmistir.

60 - o

Zeminsiz Durum (K,,=0)

50 - s
—0— AI203 L
—e—d=01 L »

40 { - ®= d=05 ‘e

7 //.

- @ —-d=1
B
30

20

10
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60 -

50 Winkler Zemin (K,,=10)
—o— AI203 .

40 A —f—(=0.1 ) , /,..
- ®-= d=05 ‘ ad
. ) —d:l . .

330 —8 -d=2
20
10
0 T T 1
1 2 3
n

Sekil 4. Winkler zemine oturan/oturmayan bir ucu
ankastre diger ucu basit mesnetli FD kirisin boyutsuz
frekans parametre degerlerinin d katsayisina bagh degisimi

Ornek 2

Sekil 5'te Winkler zemine oturan/oturmayan bir ucu
ankastre diger ucu basit mesnetli kirisin boyutsuz
frekans degerlerinin zemin sertlik katsayisina, K,,
bagl degisimi sunulmustur. Burada d=2 olarak hesaba
katilmistir. Elde edilen sonuglardan zemin sertlik
katsayisi arttikca @, boyutsuz frekans parametre
degerlerinin arttigl goérilmiustiir. Burada en yiliksek
etki temel frekans tizerinde olup, artan mod sayisi ile
birlikte zemin sertlik katsayisinin degisiminin etkisi
giderek azaldig1 gorilmistiir.

50

45 - e
40 -
35 -
3071 _.--
825_

20 -
—@— Kw=0
—— Kw=1000

- ®— Kw=10000

15

10

n

Sekil 5. Winkler zemine oturan/oturmayan bir ucu
ankastre mesnetli diger ucu basit mesnetli FD kirisin
boyutsuz frekans parametre degerlerinin zemin sertlik
katsayisina bagl degisimi

6. Sonug

Sunulan g¢alismada, Winkler zemine oturan
fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerden olusan
kirisin serbest titresimi incelenmistir. Malzeme
ozelliklerinin kiris kalinligi dogrultusunda siirekli
olarak kuvvet kuralina goére degistigi varsayilmistir.
Bernoulli-Euler kiris teorisi cercevesinde, Winkler
zemine oturan FD Kirisin serbest titresiminin yonetici
denklemi tliretilmistir. Yonetici denklem
degiskenlerine ayrilarak ¢6ziilmiistiir. Ankastre-basit
mesnetli sinir kosulu i¢in ilk ii¢ moda ait 6z degerler
Newton-Raphson  yontemi  uygulanarak elde
edilmistir. Boyutsuz frekans parametre degerlerine
malzeme o6zelliklerinin degisiminin ve Wainkler
zeminin etkileri incelenmistir.

Kisaca su sonuglar elde edilmistir

e Malzeme o6zellikleri seramikten metale dogru
degistiginde, boyutsuz frekans parametre
degerleri azalmaktadir

e Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda d
katsayisinin degisiminin boyutsuz frekans
parametre degerleri lizerindeki etkisi
azalmaktadir

e Zemin sertlik katsayis1 arttikca boyutsuz
frekans parametre degerleri artmaktadir

e Zemin sertlik katsayisi en yliksek etkiye temel
frekans iizerinde sahip olup, artan mod sayisi

ile birlikte s6z konu etkisi giderek
azalmaktadir
Elde edilen sonuclardan, fonksiyonel

derecelendirilmis malzeme 6zelliklerinin ve Winkler
zeminin kirisin serbest frekansi degerleri {lizerinde
onemli etkilere sahip olduklar1 gériilmiistiir.
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