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ÖZET 

Bu çalışmada, iki değişkenli Farlie·Cumbel-Morgenstem 
(FCM) dağılımlan için sıra istatistiklerinin eşlenikierinin dağılımlan 
ve momentleri çalışılmıştır. İlk olarak, FCM dağılımlan ve bu 
dağılımlann birliktelik parametresi için kabul edilebilir sınırlar 
verilmiştir. iki değişkenli FCM dağılımlan için pozitif kadran 
bağımlılık özelliğinin sağlandığı gösterilmiş ve sıra istatistiklerinin 
eşleniklerinin dağılımlan sunulmuştur. Düzgün ve Üstel tip iki 
değişkenli FCM dağılımlan için sıra istatistiklerinin eşlenikierinin 
dağılımlan, momentleri ve moment çıkaran fonksiyonlan 
bulunmuştur. Sıra istatistiklerinin eşleniklerinin moment/eri ve 
moment çıkaran fonksiyonlan için indirgeme bağıntılan elde 
edilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: FGM Dağılımları, indirgeme Bağıntısı, 
Kabul Edilebilir Aralık, Moment, Moment 
Çıkaran Fonksiyon, Pozitif Kadran 
Bağımlılık, Sıra istatistikleri, Sıra 
istatistiklerinin Eşlenikleri. 

Çok değişkenli dağılımlarda değişkenlerin birbirine bağımlı olması hali 
doğadaki gerçek problemlere daha yatkın olan durumdur. Bu nedenle, bağımlı 

değişkenlerin olasılık dağılımlanmn modellenmesi konusu üzerinde çalışılması gereken 
bir sahadır. Bu sahada ele alınan çok değişken1i dağılım modellerinden birisi olan ve 
literatürde Farlie-Oumbel·Morgenstern (O OM) dağılımlan olarak yer alan bu konudaki 
ilk çal ışmalar olarak Morgenstern (1956), Oumbel (1960) ve Farlie (1960)'nin 
çalışmalan temel yapı taşı oluşturmaktadır. Bu yapımn üzerine inşa edilmi ş çok değerli 
çalışmalar mevcuttur. 

Çok değişkenli dağılımlarda sıra istatistiklerinin eşlenikIerinin dağılımlanm 
karakterize etme problemi İstatistik bilimi açısından kuramsal bir değer taşımanın yanı 
sıra; tıp, biyoloji , jeoloji, hidroloji, ekonomi ve ziraat gibi pek çok uygulama alanlan 
açısından da önem taşımaktadır . 
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Bu bağlamda. FGM dağılım modelleri ele alınarak birliktelik parametresi için 
kabul edilebilir sınırlar veri lmiştir. İki değişkenli FGM dağılımlan ele alınarak 
birliktelik parametresi için kabul edilebilir sınırlar bulunmuştur. Değişkenler arasındaki 

korelasyon katsayısı birliktelik parametresinin bir fonksiyonu olmaktadır. Dolayısıyla. 

değişkenler arasındaki korelasyonu artırabilmek için iki değişkenli FGM dağı lımlar 
ailesi genelleştirilmeye çalı şılnuştır. 

Bunun yanı sıra, iki değişkenl i FGM dağılımlan için pozitif kadran bağımlık 
özelliğinin sağladığı gösterilmiş ve sıra istatistiklerinin eşleniklerinin dağılımlan ile 
onak dağılımJan sunulmuştur. Sıra istatistiklerinin eşleniklerinin dağılımlan , 
momentleri, moment çıkaran fonksiyonları ve bunlar arasındaki indirgeme bağıntılan 
Düzgün ve Üstel dağılımlar için elde edilmiştir. Böylece elde edilen sonuçlar bazı özel 
dağılım modellerinde kullanılarak bir çeşit uygulamaya gidilmiştir. 

FGM dağılımlan ve sıra istatistiklerinin eşlenikleri konusunda; JOhn,son ve Kotz 
(1975). (1977). David (1981). Bhattacharya (1984). Huang ve Kotz (1984). (1999). 
Balasubramanian ve Beg (1997). (1998). Bairamov ve Bekçi (1999) ile Bairamov. Kotz 
ve Bekçi (ZOOI) yapılan bazı çalışmalar olarak yer almaktadır. 

2. FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN DAGILIMLARI 

Bağımlı rasgele değişkenlerin olası l ık dağılımlanmn modellenmesinde 
kullanılan çok değişkenli dağılımlardan birisi olan Farlie-Oumbel-Morgenstem (FGM) 
dağılımının n boyutlu halde dağılım fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımianmaktadır: 

F(xı .x, •.. .• x.) = LLp, (X,){I + I,a.(j.k)Fj(Xj )F.(X.)} (I) 
j_i ISjd$n 

olup burada F(x) = 1- F(x) ve a.(j.k) ' Iar F(x .. x, •...• x.). n boyutlu dağılım 

fonksiyonu olacak şekilde seçilen uygun parametrelerdir. 

F(x .. x2 • . • .• x,,) ortak dağılım fonksiyonu için maıjinallerin mutlak sürekli 
olması durumunda bu dağılıma karşılık gelen ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu 

f(x,.x, •...• x.) = llf,(X,){I + I,a.(j.k)[I - ZFj(Xj) ][I -ZF,(x,)]l (Z) 
i-i ISj<k:S" T 

olarak bulunur. 

X i' X, •...• X. rasgele değişkenlerinin ortak dağılım fonksiyonu (I) eşitliğinde 

an (j ,k) = an olarak alınması durumunda 
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olur. 

(3) 

Teorem ı. X" X 2 , ... , X n rasgele değişkenleri (3) eşitliği ile verilen ortak 

dağı lım fonksiyonuna sahip olması durumunda an ,n> 1 birliktelik parametresi için 
kabul edilebi lir sınırlar 

şeklindedir. Burada ~~] ,x'in tam lasroını göstermektedir. 
(Bairamov ve Eryılmaz, 2003) 

2,1 İki Değişkenli Farlie-Gumbel-Morgeostem Dağılımları 

X ve Y rasgele değişkenlerini n maıjinal dağılımlan sı rasıyla F(x) veF(y) 
olmak üzere, 

F(x, y) = F(x)F(y){1 + a4.[F(x)]B[F(yiD (4) 

şeklinde verilen ortak dağılıma iki değişkenli FGM dağlhmı denir. 

Burada A(x) ve B(y) , X, YE (0,1) için limA(x) = O , limB(y) = O koşullanm 
x-+l y-+I 

sağlayan diferensi yellenebilir fonksiyonlardır. 

(4) eşitliğinde A(x) = I-x ve B(y) = 1- yolarak alınırsa, 

F(x,y)=F(x)F(y){I+a[I-F(x)][I-F(y)D ' -1"a,,1 (5) 

olarak elde edilir. Eğer F(x) veF(y) maıjinal dağı lımlan mutlak sürekli ve bunlara 
karşılık gelen olasılık yoğunluk fonksiyonlan sırası ile f(x) ve f(y) ise, o zaman X 
ve Y rasgele değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu 

f(x, y) = f(x)f(y){ı + a[ı- 2F(x)][I- 2F(y)D ' -I" a" i (6) 

olarak elde edilir. Burada - 1 ~ a ~ 1 olup [-1,1] ara1lğı a birliktelik parametresi için 
kabul edilebilir aralık olarak adlandınhr. 

X ve Y rasgele değişkenleri arasındaki korelasyon ise, F(x) ve F(y) 

maıjinal1erinin seçimine göre değişmekte ve a birliktelik parametresinin bir 
fonksiyonu olmaktadır. Marj inallerin (0,1) aralığında düzgün dağılım olarak alınması 

durumunda p = a/3 olup - 1/3 " P " 1/3 olmakıadır. Maıjinaller standart normal 
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dağılım" olarak alınırsa X ve Y rasgele değişkenleri arasındaki korelasyon p = altı 

olup aE [-I,IJ olduğundan - 0,318 S P S 0,318 'dir. Maıjinalletin listel dağılım olarak 

alınması durumunda ise Prmı = 1/4 olmaktadır (Schucany vd., 1978). Eğer birliktelik 
parametresi a = O ise bağımsızlık durumu elde edilmektedir. 

(X, Y) iki değişkenli rasgele vektörü için maıjinaller (0,1) aralığında düzgün 

dağılım olarak alınması durumunda ortak dağılım fonksiyonu 

F(x,y)=xy{l+a(l-x)(I-y)} , O<x,y< l , - I S a S ! (7) 

olur. (7) eşitliği ile veri len dağılıma iki değişkenli FGM tip düzgün dağılım adı verilir. 
Bu dağılım üzetinde Morgenstern (1956), Gumbel (1960) ve Farlie (1960) çalışınıştır. 

X ve Y rasgele değişkenleri arasındaki korelasyon ise 1/3 değerini geçmernektedir. 

Çok değişkenli halde, Johnson ve Kotz (1975), (!977) çalışınış lardır. 
Değişkenlere ait ortak dağıbmm FGM tip dağılım olarak modellenmesi ve korelasyonu 
artıracak şekilde Huang ve Kotz (1984), (1999), Balasubramanian ve Beg (1997), 
(1998), Bairamov ve Bekçi (1999) ile Bairamov, Kotz ve Bekçi (2001) bu konu 
üzerinde çalışmalar yapnuşlardır. 

Eğer X ve Y rasgele değişkenleri için 

p{XSx,YSy}~p{XSx}p{Y Sy}, '1x,y için (8) 

ise X ve Y rasgele değişkenleti pozitif kadran bağımlılık (PQD) özelliği göstetir 
(Lehmann, 1966). O zaman (7) eşitliği ile vetilen dağılım OS a S i için PQD'dir. 

Teorem 2. X ve Y rasgele değişkenlerinin ortak dağılımı 

F(x,y) = xy{l+a(l -x,, )q,(l -yP, )', } , O<x,y<l, ppp, ~ I, qpq, > 1 (9) 

olması durumunda a birliktelik parametresi için kabul edilebilir sınırlar 

(ıo) 

dır. Burada, 

a = -mın 1 -- --;,=", . { i (I+P,q, )q,-,( I+p,q, )q,-,} 
L 'p,p, p,(q, - I) p,(q, - I) 

(ll) 

ve 

. 1 l+Pıql 1 l+Pıqı . 
{ ( )

q,-, ( )"-'} 
au = mın;: p,(q, -I) ,p; p,(q, -I) (12) 
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ifadelerini göstennektedir. Eğer 

ise X ve Y rasgele değişkenleri PQD'dir denir. X ve Y rasgele değişkenleri 

arasındaki korelasyon katsayısı p için sınırlar 

12t(q" p, )t(q" p, )a L ,; P ,; 12t(q" p, )t(q" p, )a" (14) 

, 
d B d ( b) .::B-,=(a:...+~I::::,2c..1 b;:.c) 

ıf. ura ata, = 
b 

B(a,b): f x'-' (l - x)'-'dx fonksiyonlanm 
o 

göstennektedir. Eğer a = O ise X 
(Bairamov, Kotz ve Bekçi, 2001) 

ve Y rasgele değişkenleri bağımsızdır. 

3, SIRA İSTATİSTİKLERİNİN EŞLENİKLERİ 

(X"Y,),(X"Y,),:",(X • .Y.) rasgele vektörü bağımsız ve aynı F(x,y) 

dağılımına sahip n birimlik bir örneklem olsun. X 1:1. :5: X:bı .:5: 0.0 ::5 X"", örneklernin ilk 

koordinau olan X 'in s ıra istatistikleri olmak: üzere,I ::5 r .:5: n için X r .JI ile r - inci sıra 

istatistiği gösterilsin. Eğer 

Yı ....... ] = Yj 3 X,-JI = X j . j = 1.2, ... ,n (15) 

ise Y(rJl] 'ye r - inci sıra istatistiğinin eşleniği denir. 

Teorem 3. (X"Y,), (X" Y, ),.", (X., Y.) rasgele vektörü bağımsız ve aynı 

F(x,y) sürekli dağı lımına sahip n birimlik bir ömeklem olmak üzere r-İnci sıra 

istaristiğini n eşleniği olan Yi,..JI] 'nin dağılım fonksiyonu 

-G".ı(y): f F(y/x)f" (x)dx (16) 

ve olasılık yoğunluk fonksiyonu 

-8". I(y): f f(y/x)f" (x)dx (17) 

dir (Bhattacharya, 1984). Burada Jr", (x) , r - inci sı ra istatisıiğinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonudur, yani 

, 
f (x) : n, [F(x)Y-'[I - F(x)t' f(x) 

, . (r - I)!(n - rı! 
(18) 
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dir (David. 1981). 
Teorem 4. (XI>y,).(X ,.Y, ) ..... (X •• Y.) rasgele vektörü bağımsız ve aynı 

F(x, y) sürekli dağılımına sahip n birimlik bir örnekleın olmak. üzere,l :S: r < s $; 11 

için r - İnci ve s - inci sıra istatistiklerinin eşlenilderi olan YırJlI ve Yrı",] 'nin ortak 

dağılım fonksiyonu 

-Gı..,.I(YI>Y,) = f f F(yı!x,)F(y,/x,)f,.,.(x"x,)dx,dx, (19) 

ve olasılık yoğunluk fonksiyonu 

-gl, ... I(YI> y,) = f f f(Yı! X , )f(y,/ x,)f,~. (xi> x, )dx,dx, (20) 

dir (Bhattacharya, 1984). Burada fr,s:ıı (xpxı ) , r - İnci ve s-İnci sıra istatistiklerinin 

eşIeniklerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonudur, yani 

n! 
f (xx) = x '." 1>, (r-I)!(s-r-I)!(n-r)! 

dir. 

3.1 İki Değişkenli FGM Tip Düzgün Dağılımlarm EşlenikIeri, Momentleri, 
Moment Çıkaran Fonksiyonlan ve İndirgeme Bağıntdan 

X ve Y rasgele değişkenleIinin maıjinal dağılımlan (0.1) aralığında düzgün 
dağılım olarak alınırsa . FGM tip ortak dağılım fonksiyonu 

F(x,y)= xy{I+a(l -x)(I -y)} • O';x,y';l. - 1'; a'; l (22) 

ve ortak. olasılık yoğunluk fonksiyonu 

f(x.y)=I+a(I-2x)(1-2y) • O';x.y'; l , - 1';a'; l (23) 

olarak yazılı r. O zaman, r - inci sıra istatistiğinin eşleniğinin dağılım fonksiyonu 

(24) 

ve ol asılı k yoğunluk fonksiyonu 
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gı..I ( Y) = i + Jı _ 2_r_](I _ 2y) uL n+l 
(25) 

olarak elde edilir. 1[,... .... 1 'nin k -ıncı momenti 

, t) • i {{ rlk)} il =E(Y1 1) = - 1- 1- 2- --
rA .-.11 k+l n+l k+2 • k = 1.2.3 •... (26) 

dır. Yı ........ ! 'nin beklenen değeri ve varyansı ise, 

(27) 

ve 

Var(l[r.l) = _1 {i-a' [1_4_
r (ı __ r 

)]} 
12 3 n+1 n+1 

(28) 

olarak bulunur. a = O için bilinen sonuçlar elde edili r. 

l'trJl } 'nin moment çıkaran fonksiyonu 

(29) 

dir (Bairamav ve Bekçi, 1999). 

1 ~ i. < iı ~ n - r ve 1:::;; iı < iı :::;; r - 1 için; 

Sıra istatistiklerinin eşIeniklerinin olasılık yoğunluk fonksiyonlan arasında, 

(30) 

indirgeme bağıntı sı vardır. Momentleri arasında, 

r - j, ] k 

n-i, +1 (k +I)(k+2) 
(31) 

ve moment çıkaran fonksiyonlan arasında, 
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indirgeme bağıntılan vardır. 

3.2 İki Değişkenli FGM Tip Üstel Dağılımların Eşlenikleri, Momentleri, Moment 
Çıkaran Fonksiyonları ve İndirgeme Bağıntıları 

X ve Y rasgele değişkenlerinin maıjinal dağılımlan üstel dağılım olarak 
alınırsa , FGM tip ortak dağılım fonksiyonu 

(33) 

ve ortak olası lık yoğunluk fonksiyonu 

(34) 

olarak yazılır. O zaman, r - inci sıra istatistiğinin eşleniğinin dağılım fonksiyonu 

ve olasılık yoğunluk fonksiyonu 

(36) 

olarak. elde edilir. Y[r.lll 'nin k - ıncı momenti 

Jı~'j = E(l[~.ı) = k{ı-a(ı -ı n: Jı-;. )] , k = l,ı,3, ... (37) 

dır. Yır.lll 'nin beklenen değeri ve varyansı ise. 

E(Y.ı i) = 1- a(ı_ı_'_) 
rJl 2 n+l 

(38) 

ve 

Va,(l["ı ) = 1-J 1-ı-' )[1 + a (1-ı-' )] <.4l n+l 4 n+ l 
(39) 
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olarak bulunur. a = O için bilinen sonuçlar elde edilir. 

Y[,-.... ) 'nin moment çıkaran fonksiyonu 

M[" I (I) = E(e~"' )=(I-Iı-'--11-2-r_)( X )' 1< 1 ~L n+1 I - I 2 - 1 
(40) 

dir. 

Sıra istatistik.1erinin eşleniklerinin olasılık yoğunluk fonksiyonları arasında, 

(41) 

indirgeme bağıntısı vardır. Momentleri arasında, 

(42) 

ve moment çıkaran fonksi yanlan arasında, 

M - M . =oJ r-j, 
(r- ) ,:'' - 1, ı Ir- h:n-'ı) ....... l n - i, + 1 

r- j,] i 

( X ) ,1 < 1 
n - i, +1 I - ı 2 - 1 

(43) 

indirgeme bağıntılan vardır. 
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İki Değişkenli Farlie·Cumbel.Morgenstern Dağılımları için Sıra İstatistiklerinin Eşleniklerinin 
Dağılımları ve Momentleri 

THE DlSTRIBUTIONS AND THE MOMENTS OF 
CONCOMITANTS OF ORDER STATISTICS FOR 
BIVARIATE FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN 

DlSTRIBUTIONS 

ABSTRACT 

In this paper, the distributions and the moments of 
concomilants of ordu sıatisties for bivoriare Farlie-Gumbel­
Morgenstern (FGM) distribuıions are studied. Firstly, FGM 
distribuıions and thejr admissible range of additional parameter are 
given. lt is s"hown thal posiıive quadrant dependence property is 
proved for bivoriare FGM disıributio1U, and the distribuıions of 
concomitants of order sla/is/fes are presented. The disıributions, the 
momen/s and the moment generating Junctions of concomitants of 
order statistics are found for unifomı and exponenıial bivariate FGM 
distributions. 1}ıe reCUTTenee relatiom are obtained for the moments 
and the moment generating functions of concomitants of order 
statisties. 
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