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iKi DEGISKENLI FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN
DAGILIMLARI iCiN SIRA ISTATISTIKLERININ
ESLENIKLERININ DAGILIMLARI VE MOMENTLERI

Muhammet BEKCI"

OZET

Bu ¢aligmada, iki degiskenli Farlie-Gumbel-Morgenstern
(FGM) dagilimlan igin sira istatistiklerinin egleniklerinin dagilimlan
ve momentleri ¢ahsimigtr. Ik olarak, FGM dagihmlart ve bu
dagihimlanin  birliktelik parametresi icin kabul edilebilir simirlar
verilmistir. Iki degiskenli FGM dagilimlan icin pozitif kadran
bagimlilik ézelliginin saglandigr gosterilmis ve sira istatistiklerinin
esleniklerinin dagilimlar sunulmugstur. Diizgiin ve Ustel tip  iki
degiskenli FGM dagihimlan igin sira istatistiklerinin egleniklerinin
dagilimlar, momentleri ve moment ¢ikaran fonksiyonlart
bulunmugtur. Sira istatistiklerinin egleniklerinin momentleri ve
moment ¢ikaran fonksiyonlart igin indirgeme bagintilant elde
edilmigtir.

Anahtar Kelimeler : FGM Dagilimlari, Indirgeme Bagintist,
Kabul Edilebilir Aralik, Moment, Moment
Cikaran  Fonksiyon,  Pozitif Kadran
Bagimlilik, Swra  Istatistikleri, Stra
Istatistiklerinin Eglenikleri.

1. GiRIS

Cok degiskenli dagilimlarda degiskenlerin birbirine bagimli olmas: hali
dogadaki gercek problemlere daha yatkin olan durumdur. Bu nedenle, bagimh
degiskenlerin olasilik dagilimlarinin modellenmesi konusu iizerinde ¢aligilmas: gereken
bir sahadir. Bu sahada ele alinan ¢ok degiskenli dagilim modellerinden birisi olan ve
literatiirde Farlie-Gumbel-Morgenstern (0 JJM) dagilimlan olarak yer alan bu konudaki
ilk caligmalar olarak Morgenstern (1956), Gumbel (1960) ve Farlie (1960)nin
caligmalari temel yap: tag1 olusturmaktadir. Bu yapinin iizerine inga edilmis ¢ok degerli
caligmalar mevcuttur.

Cok degiskenli dagilimlarda sira istatistiklerinin esleniklerinin dagilimlanm
karakterize etme problemi istatistik bilimi agisindan kuramsal bir deger tagimanin yani
sira; tip, biyoloji, jeoloji, hidroloji, ekonomi ve ziraat gibi pek ¢cok uygulama alanlan
acisindan da 6nem tagimaktadir.

* Ege Universitesi, Fen Fakiiltesi, istatistik Béliimii, 35100, Bornova, izmir, Tiirkiye.
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Bu baglamda, FGM dagilim modelleri ele alinarak birliktelik parametresi icin
kabul edilebilir sirlar verilmigtir. ki degiskenli FGM dagilimlan ele alinarak
birliktelik parametresi igin kabul edilebilir sinirlar bulunmustur. Degiskenler arasindaki
korelasyon katsayisi birliktelik parametresinin bir fonksiyonu olmaktadir. Dolayisiyla,
degiskenler arasindaki korelasyonu artirabilmek icin iki degiskenli FGM dagilimlar
ailesi genellestirilmeye caligilmigtir.

Bunun yam sira, iki degiskenli FGM dagilimlan i¢in pozitif kadran bagimlik
ozelliginin sagladify gosterilmis ve sira istatistiklerinin egleniklerinin dagilimlan ile
ortak dagilimlari sunulmustur. Sira istatistiklerinin esleniklerinin dagilimlari,
momentleri, moment ¢ikaran fonksiyonlar1 ve bunlar arasindaki indirgeme bagintilan
Diizgiin ve Ustel dagilimlar icin elde edilmistir. Boylece elde edilen sonuglar baz1 dzel
dagilim modellerinde kullanilarak bir gegit uygulamaya gidilmisgtir.

FGM dagilimlan ve sira istatistiklerinin eglenikleri konusunda; Johnson ve Kotz
(1975), (1977), David (1981), Bhattacharya (1984), Huang ve Kotz (1984), (1999),
Balasubramanian ve Beg (1997), (1998), Bairamov ve Bekg¢i (1999) ile Bairamov, Kotz
ve Bekgi (2001) yapilan bazi galigmalar olarak yer almaktadr.

2. FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN DA GILIMLARI
Bagimli rasgele degiskenlerin olasithk dagilimlarimin  modellenmesinde

kullanilan ¢ok degiskenli dagilimlardan birisi olan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)
dagiliminin 7 boyutlu halde dagilim fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanmaktadir:

Xy, Xy, X, € R olmak iizere

F(X,, X0 X,) = f[F,.(x,. ){1+ > @, (j.k)F j(x,)F i (x, )} (1)

i=l 1S jeksn

olup burada f(x) =1-F(x) ve a,(j,k)’lar F(x,,x,,.,x,), n boyutlu dagilim
fonksiyonu olacak gekilde segilen uygun parametrelerdir.

F(x,,X5,...,x,) ortak dagihm fonksiyonu i¢in marjinallerin mutlak siirekli
olmasi durumunda bu dagilima kargilik gelen ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

F XXy X,) = 1’[ f.(x, ){1+ 3 a, (bt 2F, (x))1-2F, (=, )]} @)

i=l 1< j<ksn
olarak bulunur.

X, X, X
a,(j,k) = &, olarak alinmasi durumunda

rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu (1) esitliginde

n
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By X sy ) 55 ﬁ F, (x,.){l +a, ZE;(xj )F & {x )} 3)
i=]

1< j<ksn
olur.
Teorem 1. X,,X,,....,X, rasgele degiskenleri (3) esitligi ile verilen ortak

dagilim fonksiyonuna sahip olmas: durumunda ¢, ,n>1 birliktelik parametresi icin
kabul edilebilir sinirlar

g e !
n
2

seklindedir. Burada ﬂx]] , X’in tam kismuni gﬁstemektcdir.
(Bairamov ve Eryilmaz, 2003)

n

2

2.1 iki Degiskenli Farlie-Gumbel-Morgenstern Dagilimlari

X ve Y rasgele degiskenlerinin marjinal dagilimlan sirasiyla F(x) ve F(y)
olmak iizere,

F(x,y) = F)F (y){1+cA[F )] B[F ()]} @)
seklinde verilen ortak dagilima iki degiskenli FGM dagilimi denir.

Burada A(x) ve B(y) , x,y€ (0,1) igin linllA(x) =0, IinllB(y) =0 kosullarini
X y=

saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(4) esitliginde A(x)=1-x ve B(y)=1-y olarak alimrsa,

F(x,y)=FFO{l+afl-Fli-F»} , -1ga<1 )

olarak elde edilir. Eger F(x) ve F(y) marjinal dagilimlarn mutlak siirekli ve bunlara
karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonlar sirasi ile f(x) ve f(y) ise, o zaman X
ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

fn=fOfO+all-2F@i-2F»]} , -1<a<1 ©6)

olarak elde edilir. Burada —1<a <1 olup [-1]1] arahig: « birliktelik parametresi icin
kabul edilebilir aralik olarak adlandirlir.

X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki korelasyon ise, F(x) veF(y)

marjinallerinin se¢imine gore degismekte ve « Dbirliktelik parametresinin bir
fonksiyonu olmaktadir. Marjinallerin (0,1) araliginda diizgiin dagilim olarak alinmasi

durumunda p=¢/3 olup -1/3<p<1/3 olmaktadir. Marjinaller standart normal
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dagilim olarak alimrsa X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki korelasyon p=a/z
olup @€ [-L]] oldugundan —0,318 < p <0,318 ’dir. Marjinallerin tistel dagilim olarak
alinmas: durumunda ise o, =1/4 olmaktadir (Schucany vd., 1978). Eger birliktelik
parametresi & =0 ise bagimsizlik durumu elde edilmektedir.

(X,Y) iki degiskenli rasgele vektorii i¢cin marjinaller (0,1) araliginda diizgiin
dagilim olarak alinmas: durumunda ortak dagilim fonksiyonu

F(x,y)=xy{l+a(l-x)1-y)} , 0<x,y<l, -1<a<l (7)
olur. (7) esitligi ile verilen dagilima iki degiskenli FGM tip diizgiin dagilim adi verilir.

Bu dagilim iizerinde Morgenstern (1956), Gumbel (1960) ve Farlie (1960) ¢aligmugtir.
X ve Y rasgele degigkenleri arasindaki korelasyon ise 1/3 degerini gegmemektedir.

Cok degiskenli halde, Johnson ve Kotz (1975), (1977) caligmuslardir.
Degiskenlere ait ortak dagilimin FGM tip dagilim olarak modellenmesi ve korelasyonu
artiracak sekilde Huang ve Kotz (1984), (1999), Balasubramanian ve Beg (1997),
(1998), Bairamov ve Bekgi (1999) ile Bairamov, Kotz ve Bek¢i (2001) bu konu
tizerinde ¢aligmalar yapmuglardir.

Eger X ve Y rasgele degiskenleri icin

P{X <x,Y <y}= P{X <x}P{r <y}, Vx,y icin ®)

ise X ve Y rasgele degiskenleri pozitif kadran bagimlilhik (PQD) o6zelligi gosterir
(Lehmann, 1966). O zaman (7) esitligi ile verilen dagilim 0 < <1 i¢in PQD’dir.

Teorem 2. X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak dagilim
F(x,y)=xy{l+0:(1-—x*°‘)""(1-y“’=)"‘} . 0<x%y<1, pipael , §:q,>1 @)

olmasi durumunda ¢ birliktelik parametresi i¢in kabul edilebilir sinirlar

a La<a, (10)
dir. Burada,
q-l q2~1
@, =-min{l, 1 [ 1+ pgq, ] [1+P242 ] (11)
pip.\pla-1)) \p,lg,-1)
ve
1( 1+ " 1 1 14 o
@, =min —(—-—-———'p‘q' J ,__(_____pzqz J (12)
P\ P (‘?| "‘I) P2 P:(‘h '“l)
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ifadelerini gostermektedir. Eger
0<a<q, (13)

ise X ve Y rasgele degiskenleri PQD’dir denir. X ve Y rasgele degiskenleri
arasindaki korelasyon katsayis1 p igin sinirlar

12(g,, p)1(q,, P,)ex, < p =121(q,, p)1(q,, P2) 0ty (14)

B(a+1,2/b)
b

gostermektedir. Eger @ =0 ise X ve Y rasgele degiskenleri bagimsizdir.
(Bairamov, Kotz ve Bekei, 2001)

1
dir. Burada t(a,b)= . B(a,b)=[x*'(1-x)""dx fonksiyonlarmi
0

3. SIRA ISTATISTIKLERININ ESLENIKLERI

(X,,%,),(X,,Y,),..(X,.Y,) rasgele vektorii bagimsiz ve aym F(x,y)
dagilimina sahip n birimlik bir 6meklem olsun. X, <X, <..<X, £ o6meklemin ilk
koordinati olan X ’in sira istatistikleri olmak iizere, 1<r<n i¢in X, ile r —inci sira
istatistigi gosterilsin. Eger

Y[nn]=Yj 2 er:X‘

J

, J=12,...n (15)
ise ¥},,)’ye r—inci sira istatistiginin eslenigi denir.
Teorem 3. (X,.Y).(X,.Y,),..(X,.Y,) rasgele vektorii bagimsiz ve aym

F(x,y) siirekli dagilimina sahip n birimlik bir 6rneklem olmak iizere r —inci sira
istatistiginin eglenigi olan ¥{,_,;’nin dagilim fonksiyonu

Gl ) = [F(3/)f,, () (16)
ve olasilik yogunluk fonksiyonu

8L = [ F(/) 0 ()lx (17

dir (Bhattacharya, 1984). Burada f,, (x) , r—inci sira istatistiginin olasilik yogunluk
fonksiyonudur, yani

@)= [P - FI™ £ a8)

r=Din—r
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dir (David, 1981).

Teorem 4. (X,.Y)),(X,,Y;),....(X,,Y,) rasgele vektori bagimsiz ve aym
F(x,y) siirekli dagilimina sahip n birimlik bir 6rneklem olmak iizere, 1<r<s<n
igin r—inci ve s—inci sira istatistiklerinin eslenikleri olan Y, ve Y, 'nin ortak
dagilim fonksiyonu

G[r.s:n](y]’yZ) -~ JlIF(yI/x])F(yZ/xz)fr.s:n(xl’xz)dxldxz (19)

ve olasilik yogunluk fonksiyonu
8lrsn) (V15 ¥2) = I j.f(}’1/x| V[ (32 /%) fr n (3%, ), d, (20)

dir (Bhattacharya, 1984). Burada f, ., (x,,x,) , r—inci ve s—inci sira istatistiklerinin
esleniklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonudur, yani

n!
(r=-Di(s—r=-Di(n—-r)! :

fr.m (xl 'xz) =

X[FO)I ' [FO) = Fa)I 1= Fo,)I™ fx)f(xy) , x <x,  (21)
dir.

3.1 iki Degiskenli FGM Tip Diizgiin Dagihmlarm Eslenikleri, Momentleri,
Moment Cikaran Fonksiyonlar ve Indirgeme Bagintilar

X ve Y rasgele degiskenlerinin marjinal dagilimlan (0,1) aralifinda diizgiin
dagilim olarak alinirsa, FGM tip ortak dagilim fonksiyonu

F(x,y)=x{l+a(l-x)1-y)} , 0Sx,y<1, ~1<a<1 (22)
ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
fxy)=1+al-2x)1-2y) , 0<x,y<1, -1<a<l1 (23)

olarak yazilir. O zaman, r —inci sira istatistiginin esleniginin dagilim fonksiyonu

G} () = y{lw[l—z—’—]a—y)} 24)
n+l

ve olasilik yogunluk fonksiyonu
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r
g[r.n](y) = 1+a{1—2mi|(l_2y)

olarak elde edilir. ¥, 'nin &k —inc1 momenti

1 r k
“’:EY" = e— 1—0{1—2_— [—'—
Hen = EWa) =377 n+l |\ k+2

dir. Y}, 'nin beklenen degeri ve varyanst ise,

1 a r
E(Y[m]) = 5{1 —E[l - 2m]}

ve

J} » k=123,

Var(Y,,,) = -l—{i —“—2[1 —4-’—(1 = —i-l.]]}
n

12 3 n+1

olarak bulunur. @ =0 i¢in bilinen sonuglar elde edilir.

¥|,.,)'nin moment ¢ikaran fonksiyonu

M= B )= r_l{lm[h 2%][1 ' 2{%- e'ellJ]}

dir (Bairamov ve Bekgi, 1999).

1<i <i,<n-r vel<j <j,<r-1igin;

Sira istatistiklerinin egleniklerinin olasilik yogunluk fonksiyonlan arasinda,

r—

jz r_jl
coms - 8l =M{ - 1-2
g["JlJ’ l‘l](y) g[ Ja ;:I()") n__i2 +1 n__il +1]( y)

indirgeme bagintis1 vardir. Momentleri arasinda,

r=J,

k

) (k) — r—J
ﬂ["‘f&“"‘l]"ﬂ["k""‘:] -za|:n_i +1_
1

ve moment ¢ikaran fonksiyonlan arasinda,

|

(k+1)(k+2)

(25)

(26)

27)

(28)

(29)

(30)

@31
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r—Js O 1__¢
My . =M . 1= = 1+2 - o
[r=jin-iy] [r=jain=is] 20{,1_52.,.1 n._il+1j| t l: 2(: e —1 G4

indirgeme bagintilar1 vardur.

3.2 iki Degiskenli FGM Tip Ustel Dagilimlarin Eslenikleri, Momentleri, Moment
Cikaran Fonksiyonlar: ve Indirgeme Bagntilar:

X ve Y rasgele degiskenlerinin marjinal dagilimlan iistel dagilim olarak
alimirsa, FGM tip ortak dagilim fonksiyonu

F(x,y)=(1-e*f1-e? fl+ae™} , x,y20, -1<a<l (33)
ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
fy=efi+afze™ -1|2e -1} , x,y20, -1<a<1 (34)

olarak yazilir. O zaman, r —inci sira istatistiginin egleniginin dagilim fonksiyonu

r - r -2
G =l-|1-a|1-2—— Y- 1-2—— e , y20 35
(ra) (¥) [ G( N J]e 0{ . 1]8 y (35)

ve olasilik yogunluk fonksiyonu

r -y r 3
=|1-af 1- §i3 y .,y
81 (¥) [I c{l 2n+1ﬂe +2cz[ n+1Je y20 (36)

olarak elde edilir. ¥,_,;’nin k —1nc1 momenti

1
& = Bt ) =k! 1-a{1—2 g J[l-———) , k=123,... 37
Hpn ( [r.n]) n41 2.& ( )

dir. ¥,,,)'nin beklenen degeri ve varyansi ise,

(24 r
E(Y,.) = 1—5(1 - 2m] (38)

ve

r a r
Var(Y[m])—l—a[l—-2n+l)|:1+z[l—2n+l]] (39)
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olarak bulunur. @ = 0 igin bilinen sonuglar elde edilir.

¥|,.,)'nin moment ¢ikaran fonksiyonu

= Y] | _ -l == r !
M, () E(e )—(l—t) a{l 2:: l](l—r)(Z—t) . 1<l
dir.

1 <i;Sn-r ve 15 j, < j, Sr-1 igin;

Sira istatistiklerinin esleniklerinin olasilik yogunluk fonksiyonlar: arasinda,

gl,_,-.,.-f,](y)—gi,_,,m.i,l<y)=z‘z{ —h__ Tk ]e"f(x—ze-r)

n=5'¥F1. =i, ¥l

indirgeme bagintisi vardir. Momentleri arasinda,

(k) (k) 2&1‘ r—Js r—J 1
~hin=i] = Pr-jain-i] = = k! 1-
#[’ Jin=ig] ﬂ[ Jain=is) n—i2+1 n—i, +1] [ 2k)

ve moment ¢ikaran fonksiyonlar arasinda,

r_j] r—j?. ?
M, —-M . - " , 1<l
[r=jyin=i] lr=sn=iy] m[n—fl +1 n—fz +]:|(1—tx2'—f)

indirgeme bagntilan vardur.
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Dagihimlari ve Momentleri
b e i B N T 3R S SO s & 0 o e PP 0 S0 LR - )0 SR b QoG5 0 B Vs o0 3

THE DISTRIBUTIONS AND THE MOMENTS OF

CONCOMITANTS OF ORDER STATISTICS FOR

BIVARIATE FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN
DISTRIBUTIONS

ABSTRACT

In this paper, the distributions and the moments of
concomitants of order statistics for bivariate Farlie-Gumbel-
Morgenstern (FGM) distributions are studied. Firstly, FGM
distributions and their admissible range of additional parameter are
given. It is shown that positive quadrant dependence property is
proved for bivariate FGM distributions, and the distributions of
concomitants of order statistics are presented. The distributions, the
moments and the moment generating functions of concomitants of
order statistics are found for uniform and exponential bivariate FGM
distributions. The recurrence relations are obtained for the moments
and the moment generating functions of concomitants of order
statistics.

Key Words : Admissible Range, Concomitants Of Order Statistics,
FGM Distributions, Moment, Moment Generating
Function,  Positive  Quadrant  Dependence,
Recurrence Relation, Order Statistics.
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