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ı. GİRİş 

OLABİLİRLİK KURAMINA 
DAYALı REGRESYON ANALİzİ 

Alper BAŞARAN- Süleyman GÜNA Y-

ÖZET 

Bulanık Doğrusal Regresyon literatürde çok çeşitli 

disiplinlerde modellerne çalışmalannda kullanılan bir yöntemdir. Bu 
çalışmada literatürdeki modelleme yöntemleri olan Tanaka yöntemi ve 
bulanık en küçük kareler yönemi ve on/ann çeşitli değiştirilmiş 

yönleri ele alınmıştır. 

AnaJıuır Kelime/er : Bulanık Doğrusal Regresyon, Bulanık Küme, 
Bulanık Sayı. 

Klasik regresyonun varsayımlanmn sağlanınaması durumunda elde edilen model 
ve bu modelden yapılan kestirimlerin çok sağlıklı olmayacağı açıktır. Bu gibi 
durumlarda literatürde olasılık kuramı baz alınarak geliştirilmiş bir çok yöntemle 
olumsuzluklar en aza indirgenmeye çalışılmıştır. Tanaka (1980) ilk olarak söz konusu 
varsayımlann sağlanmaması durumunda olasılık kuramı değilolabilirlik (possibility) 
kuramına dayanarak yeni bir yöntem önermiştir. Bu yöntem klasik regresyondaki 
varsayımlann sağlanmaması yanında eldeki veri kümesinin bağımlı değişkenle 
bağımsız değişken arasındaki ilişkiyi tam olarak belirlemesine yardımcı olmadığı 

durumlarda da kullanılmaktadır. Aynca uygulamada ölçümler sadece reel sayılar 

olmayabilir. Bunun yerine yaklaşık ifadeler ya da sözel ifadeler olabilir. Örneğin, 
'yaklaşık 5 ya da orta, geniş • gibi ifadelerle karşılaşabiliriz. Bulanık Doğrusal 

Regresyon (BDR) literatürde değişik disiplinlerde rastlanan ve geniş uygulama alanı 
elde etmiş bir yöntemdir. BDR Zadeh (1975) tarafından kuranu oluşturulan bulanık 
küme kuramına dayanmaktadır. BDR'ye geçmeden önce bulanık küme kuramı ile ilgili 
bazı tanımlar aşağıda verilmektedir. 

2, BULANıK KÜME 

Klasik küme kuramında bir elemanın bir kümeye ait olması karakteristik fonksiyon 
yardımıyla yapılır. 

{
1,aE A 

Q,(a); 
O,ai' A 

(I) 

Bu durum esas olarak bulanık kümenin özel bir durumudur. Zadeh (1975) tarafından 
ortaya konulan bulanık küme kuramı ise her elemanın kümeye belirli üyelik değerleri 
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ile ait olduğunu ifade eder. Örneğin tam sayılar kümesi ele alınırsa ve tek sayı larla 
ilgileniliyorsa pozitif tek sayılar için karakteristik fonksiyon aşağıdaki gibi ifade edilir. 

{ı,a =2n+1 
I, = nE N (2) 

O,a = 2n 
Yukanda ifade edilen 'yaklaşık 5 ya da orta, geniş gibi ifadeler bulanık ifadelerdir. Bu 
ifadeleri matematikselolarak kullanışlı hale getinnek için üyelik fonksiyonlarından 
faydalanıhr. Örneğin yaşa bağlı gençlik kavramını ele aldığımızda bu aşağıdaki 
matematiksel ifade ile gösterilir. 

Y(x) = 

l,x<40 

80 - x ,40:S x:S 60 
40 

70-x ,60 < x:S70 
20 

0,70<x 

Bulanık küme ile ilgili bazı tannnJar aşağıdadır: 

(3) 

Tanım 1: Bir U kümesinin bulanık alt kümesi bu kümeden [0,1] aralığına bir 
fonksiyondur. }Lu (x) : U ~ [o,ı] . .ı: burada U kümesinin genel terimini göstermektedir. 

Tanım 2: Bir A bulanık kümesinin a(h)kesit kümesi üyeliği en az a(h) olan 

elemanlann kUmesidir. [A], = {a l.u, (a) 2: h }\thE [0,1] 

Tanım 3: Eğer en az bir eleman bu kümede üyelik derecesi olarak: 1 değerini veriyorsa 
bu bulanık küme nonnaldir.(3x,.u, (x) = i). 

Tanım 4: Bir bulanık alt küme konvekstir. \tAE [0,1] 

Yukanda verilen genel U kümesi yerine reel sayılar 9t kUmesi kullanılırsa ve bu 
kümenin bulanık alt kümelerinde İşlemler yapilirsa o zaman bulanık kümenin özel bir 
tUru olan bulanık sayılara ul~ılır. Dubois ve Prade (1980) bulanık sayılann detaylı 
çalışmasını yapnuşlardır. Bu sayılar genel biçimiyle L-R sayı lan olarak ifade edilir ve 
~ağıdaki gibi gösterilir. M bulanık alt kUme olsun. 

.u" (x) = 

m-x 
L(--),x :S m 

a 
x-m 

R(p),X 2: m 

(4) 

Burada L bulanık sayı sının sol taraf biçimini R de sağ taraf biçimini 
göstennektedir. L-R sayı l annın özel bir durumu üçgensel bulanık sayılandır. Üçgensel 
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bulanık sayı lar simetrik ya da simetrik olmayan olmak üzere ikiye aynIıdar. Aynca 
yamuk(trapezoidal) bul anık sayı lan BDR da kullanılmaktadıriar. Bulanık üçgensel 
simetrik sayılar parametrik olarak aşağıdaki gibi ifade edilir. 

Ai =(aj • Ci)' i=L ... m 

Y, = (y"e,) ,i=l... ... m 

Yi = (yı, e) . i=l.. .... m 

Eldeki verileri (Yı,xı ) şeklinde gösteriyoruz. 

Burada ai' ler çekirdek değerler Ci ' ler yayılım değerleridir. Yi ler ve eı ler de 

sırasıyla çekirdek ve yayılım değerlerini göstennektedider. 

3. BULANıK DOGRUSAL REGRESYON 

3.1 Tanaka Yöntemi 

BDR bulanık küme kuramı baz alınarak Tanaka (1980) tarafından önerilmiştir. 
BDR çözüm yöntemi olarak. iki ana yönde ilerlemektedir. Birincisi doğrusal 

programlama yöntemne dayanıl arak regresyon denklemindeki parametrelerin 
tahminidir (Tanaka, 1980). Diğeri ise Diamond (1980) tarafından önerilen bulanık en 
küçük kareler yöntemidir. Birinci yöntem araştırmacılar tarafından eleştiriler almış ve 
zaman içinde geliştirilmiştir. Bu yöntemin sakıncalan uç değerlere karşı aşın hassastır. 
Ne kadar çok gözlem işleme dahil edi lirse tahmin edilen aralık genişler buda iyi tahmin 
yapmayı zorlaştınr. İkinci yöntem ise klasik en küçük kareler yönteminin bir uzantısı 
olup daha iyi sonuçlar vermektedir. BDR geçmeden önce literatürde karşılaşılan veri 
türleri aşağıdaki tabloda gösterilir. 

Tablo 1. Veri türleri 

Yı Xi 

Reel Reel 
Bulanık Reel 
Bulanık Bulanık 

Bir BDR aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

Y,=A"+AıX,, +A,X" + ...... +A"X'" (5) 

Bu denkelernde (Y" X,) bağımlı ve bağımsız değişkenler olmak üzere eldeki veri 

kümesini göstermektedir. ~ ler ise bulanık sayılan göstermektedirler. BOR 

formülasyonunda tahmin edilen değerler ile gözlemlenen değerler arasındaki karşılıklı 
ilşki ye göre üç farklı formülasyon geli ştirilmiştir. Bu formülasyonlara geçmeden önce 
kısaca bu ilişkiler fonksiyonelolarak şöyle yazılabilir. 
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Y; !:: h Yj = A,X ıı + .... . +A"X in 

1'; ~h Yj = A1X1L + .... .. + AııX iIı 
[Y, J, rı ll', = A,X" + ..... + A.X.L ,, 121 

(6) 

(7) 

(8) 

Birinci denklem gözlemlerin bulanık sayı tahminleri tarafından kapsandığım , 

ikinci denklem gözlemlerin bulanık sayılan kapsadığını ve son denklemde bulanık sayı 
tahminleri ile gözlemlerin kesişiminin boş küme olamadığını ifade eder. İlk yöntem 
olarak ifade edilen ve doğrusal programlama yöntemi ile parametrelerin tahmininİn 
yapılmasında kullanılan üç formül aşağıdaki gibidir (Tanaka, 1980). 

Min l(c) = L:9x,ı 
• 

1 1 
Y +--e <ro: + __ .Jx i , IL(h)l ' - , IL(hf" 

1 · 1 
y, -IL(h)1 e, " ro:, -IL(h{IX' i 
Ci ~ O.i = l.. ... n 

Max l(c) = L:9x,ı 
• 

1 1 
Y +--e " ro: +-_.Jx i , IL(h)l' 'lL(hf" 

1 1 
y, -IL(h)1 e, :> ro:, -IL(h)1 9x,1 
Ci ~ O.i = l.. ... n 

Min l(c) = L:9x, ı 
• 

Y _ _ I_e :> ro: +_ I_ .Jx i 
, IL(h~ ' 'IL(hf' , 
> 0 ·-1 Ci _ , I - ..... n 

(9) 

(ıo) 

(ll) 

Burada c, değerleri bulanık sayılann yayılım değerleridir. L(h) = i - h olup, bulanık 

regresyonda uyum iyiliğini göstennektedir. 
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Genelde Max problemi ve Birleştirme problemleri için optimal 
bulunamadığı ve yorumlamada bazı zorluklarla karşılaşıldığından dolayı 
problemleri literatürde en sık kullanılan problem türüdür. 

yazı lır. Burada Y'nin üyelik fonksiyonunun açık biçimi , 

u(y,)= I, X = O, y>,O,\fi=ı...m 

O,X =O,y = O 

çözüm 
Min 

(12) 

(13) 

Buradan amaç, kısıtı altında yayılınun minimize 

edilmesidir. En son olarak Min problemi aşağıdaki doğrusal programlama problemi 
olarak ifade edilir: 

, , 
MINDcıLlx.1 

)-0 ı_ ı 

, . 
Laıx, +(I-h)Lcilx,l" y, +(I-h)e, 
ja{) j .. (14) . , 
Laıx, -(l-h)Lc11x,1,;; y, - (l - h)e, 
j.(J J-O 

Cı "O,ae R,x" = I,(O :!: h';; I;\fj = l, ... ,n) 

3.2 Çok Amaçlı Programlama İle Bulanık Doğrusal Regresyon 

Tanaka (1980) tarafından önerilen yöntemin en büyük sakıncası uç değerler 
karşı duyarlı olmasıdır. Bu yöntemin uç değerlere karşı duyarlı olması (Redden, 1996; 
Woodall, 1996) tarafından belirtilmiştir. Bu yöntemin daha güvenli sonuçlar vennesi ve 
bu sakıncalardan etkilenmesini aza indinnek için çok amaçlı programlama yöntemine 
dayanan yeni bir formülasyan önerilmiştir (Özelkan. 2000. Ouckstein. 2000). Bu 
yöntem sayesinde uç değerlerin model üzereindeki etkileyici gücü azalmış ve tahminler 
daha iyi olmuştur. Bu yötem aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

Min-Oominate {V.EP} (IS) 

(ji, - (I -h) + eJ - y, :!: Eı., 

y, -(ji, - (l-h)+e, :!:ER., 
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BLI ,BRi ~ O "r:In . . 
EP=""(E'+E P) ~ L,. R,I ı S p:5 oo 

" 
" 

V = L(P.(a)-PL(a)} 

Buradan elde edilen uzlaşma çözümünde karan karar verici belirler, 

3.3 Bulanık Doğrusal Regresyonda Bulanık En Küçük Kareler Yöntemi 

İkinci yöntem olarak bulanık en küçUk kareler yöntemi önerilmiştir (Diamond, 
1980). Bu yöntem en küçük kareler yönteminin genelleştirilmiş hali olup birinci 
yönteme göre daha iyi sonuçlar vennektedir. Bu problem için formülasyon aşağıdaki 
gibidir. 

r(An + AıXiI' YI ) = (ao + Co + aı XiI + cıX ı , - Yı - el)2 + (ao + a, X ı - Yı - el )2 (16) 

~(ao - co + alX ıı - cıX" - Yi + e;) 2 

3.4 H Kesit Yöntemi İle Min Problem Çözümü 

Tablo 1 'de gÖlÜldüğü üzere hem Y hem de X değişkeninin bulanık olduğu 

durumlarda yukanda ifade edilen formülasyonlar problemi çözmede b,*anlı 
olmamaktadıdar. Bunun sebebi iki bulanık sayının çarpınu tam olarak ifade edilen 
üçgensel ya da yarnuk bulanık sayıyı vermemektedir ve Zadeh (1975) tarafından 

önerilen genişletme prensibiyle Y değişkenin üyelik fonksiyonu yazılamaınaktadır. 

Sakawa ve Yano (1992) Tanaka'run (1980) de önerdiği Min problemine karşılık olarak 
,*ağıdaki formülasyonu önerdiler. 

[A ®x, l. =lyL'",y", j (17) 

yL', = L(aı -L-'(h)cı)(x. -C'(h)d,)+ L(aı - Cl (h)cı)(xu + Ci (h)d.) (18) 

y", = L (aı + Ci (h)cı )(x. + L- i (h)d.) + L(aı + Ci (h)cı)(x, - Cl (h)d. ) 
jEJ,vJ, ]eJ, 

Kapalı biçimde ifade edilemeyen üyelik fonksiyonu h kesiti şeklinde yukandaki gibi 
ifade edilir. Buradan Tanaka'run (1980) Min problemindeki gibi yayılım değerlerini 
minimize edecek şekilde problem ,*ağıdaki gibi ifade edilir. 

Min (19) 
'·1 

yR- ;h ~ Yı + L-' (h)eı 
- y LOih ~-Yi + DI (h)e i ' i=l...n 
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4. SONUÇ 

Liteeatürde başka varsayımlar altında BDR konusunda çeşitli sayıda makale 
mevcuttur. Burada kısaca BDR deki değişkenlerin türlerine göre önerilen ve 
uygulamada ve daha sonra çı kan çeşitli problemlere göre yeniden düzenlenen 
fonnü1asyonlardan bahsedilmektedir. 
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REGRESSION ANAL YSIS 
BASED ON POSSIBIUTY THEORY 

ABSTRACf 

In thLs study, regression analysis based on possibiliry theory 
has been rewieved.11ıis modelling tool helps researchers gain iRSigth 
abaut their subjects under the circumsıances that classical statistical 
modelling ıools does not help much. This modelling technique is widely 
used in many areas.This review;s restricted to the cases thaı consist 
of only Tanaka's method and fuzzy least squares method and their 
modifled versions based on defined variables. 

Key Words: Fuzzy Linear Regression • • Fuzzy Number, Fuzzy Set. 
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