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Paketimsi ve Kirinmayan Isinlarin Atmosferde
Bir Engel Tarafindan Kirinmasi
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Ozet. Bu caligma homojen dalga denkleminin iki ¢6ziimiinii incelemektedir. Bu ¢oziimler
paketimsi ¢oziim ve kirillmayan 1gin olarak adlandirilabilir. 11k olarak bu dalgalarin atmos-
ferdeki yayihm incelenmistir. Ikinci adimda bir engel (bigak sirt1) 1gmin yayihm yoluna
yerlestirilip kirilma etkileri incelenmistir. Sonuglar sayisal olarak MATLAB yardimiyla
¢izilmigtir.

Anahtar Kelimeler. Kirilma, paketimsi dalga, Gauss 1gin1.

Abstract. This study takes two different solutions of homogenous wave equation into
consideration. These solutions are named as packet-like solution and non-diffracting beam.
First of all the propagation of these waves in the atmosphere is investigated. As a second
step, an obstacle (a knife edge) is located on the propagation path of the diffracting beam
and the diffraction effects are examined. The results are plotted numerically by using
MATLAB.
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1. Giris

Farklh frekanslardaki dalgalarin toplami olarak ifade edilebilen bir dalga paketi dal-
ga hareketinin 6zel bir durumudur [1]. Bu tip dalga yayilminin 1gin ve pargacik
optigi, elektromanyetik ve kuantum mekaniginde genig uygulama alanlar1 vardir.
Schrodinger denkleminin de dalga paketleri formunda ¢oziimleri vardir. Bir dal-
ga paketi lokalize olmus bir dalgaformu bi¢ciminde modiile edilmis yiiksek frekansh
bir dalga olarak ifade edilebilir. ~Daha oOnce Bélanger tarafindan belirtildigi
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gibi belirli paketimsi 1ginlar homojen Maxwell denklemlerininin c¢oziimleridir.
Brittingham bu ¢oziimlerin homojen Maxwell denklemlerini saglayan o6zel elektro-
manyetik darbeler oldugunu ortaya atmigtir. Bunlar yayilim yolunda her zaman
belli alanlarda yogunlagmig iginlar olarak bilinirler.  Bu o6zellikleri yiiziinden
Brittingham bunlar1 “focus wave modes” (odakli dalga modlar1) olarak adlandirarak
bazi matematiksel formiilasyonlarla bunlarin siirekli, tekil olmayan, sacilmayan ve
ii¢ boyutlu yapida dogrusal olarak 1sik hizinda ilerleyen ozellikte olduklari sonu-
cuna varmugtir [2,3]. Sonraki galigmalarda bazi yazarlar Maxwell denklemleri veya
kompleks kaynak kavramini kullanarak bu modlar i¢in kesin ifadeler elde etmeye
caligmuglardir [4,5]. Ik olarak Brittingham tarafindan 6éne siiriilen dalga denklemi-
nin odakli dalga mod ¢oziimii uzayda lokalize olmus bir dalgay1 temsil eder [6]. Bu
dalga z1t yonde yayilan iki dalgadan olusur. Brittingham odakli dalga modu yapisina
dayali bir formil onererek paraksiyel dalgaformuyla ayni bir denklem cikarmistir.
Ayrica paraksiyel dalga denkleminin ¢Oztimiiniin kendisinin ¢ikardigr diferansiyel
denklem icin de gecgerli oldugunu gostermistir. Literatiirdeki biitiin bu c¢aligmalar
151k hizinda ilerleyen elektromanyetik ve optik dalgalar i¢in yiiriitiilmiigtir [7-9].
Odakli dalga modlar1 Gauss 1gin1 bigimindedir. Fakat bunlarin 1gin parametreleri
uzay ve zamana bagliyken Gauss 1g1ninin parametreleri sadece uzaya baghdir. Gauss
1ginlar1 paraksiyel dalga denkleminin ¢oziimiiyken, odakl dalga modlar1 dalga denk-
leminin ¢oztimiine sahiptir [10]. Odakh dalga modlar1 uzay ve zamana bagh olarak
distorsiyonsuz profile sahip olduklari i¢in sonsuz enerjili ve bozulmadan ilerleyen
diizlem dalgalar1 andirirlar. Paketimsi (odakl) dalgalar belirli zaman araliklarinda

odaklanmig olarak kalirlar ve bunlarin zarfi Gauss 1ginidir.

2. Dalga Paketlerinin Diferansiyel Denklemi

2.1. Teori. Bu boliimde paraksiyel yaklagim ve Bélanger [2] yontemini kullanarak
odakli dalga modlari i¢in bir diferansiyel denklem ¢ikaracagiz. Bunun igin grup ve
faz hizlar1 egit olan bir dalga yayilimini varsayacagiz. Bu dalganin zarfinin odaklh
dalga modu olmasi beklenir. Tagiyict dalganin homojen dalga denklemi Eg.1’deki
gibi verilebilir: )

VG, y.n) — 5 e () = 0 (1)
Burada V7 enine koordinatlara bagh Laplace operatoridiir ve = 2z — ct. Bu denk-

lemin paketimsi ¢ozlimlerini elde etmek i¢in agagidaki formiilasyon ile baglayabiliriz
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3]:

Gla,y,m) = Ulz,y,me 731+, (2)
Bu denklem, zarfi U(z,y,n) fonksiyonuyla belirlenen bir dalga paketini temsil eder
ve bunu Eg.1’de yerine yazarsak agagida verilen paraksiyel dalga denklemine benzer

bir ifade elde ederiz:

ou
ViU — 2jk— = 0. 3
2
Burada — = 0 bagintisim1 paraksiyel yaklagiklik olarak diigtintiyoruz.

on?

2.2. Paraksiyel dalga paketi denkleminin spektral ¢oziimii. Fourier dontisii-
miiyle Es.3’teki diferansiyel denklemi ¢ozebiliriz ve konvoliisyon 6zelligini kullanarak

sagilma integralini elde edebiliriz. U(x,y,n) fonksiyonu

U(z,9,1) / / W(e. Bom) expl—iaz + Bu)ldads ()

olarak tanimlanabilir ve bu W(a, B,n)’nin ters Fourier integral doniigtimudiir. Eg.4’i

Es.3te yerine yazarsak

oW
2 _ j(ax+By) —
27r / / [ o + AW — 2jk 8771 dadB =0 (5)

elde ederiz. Eg.5 agagidaki sonucu verir:

oW _j(a2 + 3?)

W =0. 6
on 2k (6)

Es.6’daki diferansiyel denklemi ¢ozmek igin
W = C(a, B) exp(rn) (7)

yazabiliriz. Es.7’yi Es.6’da yerine yazarsak

_ je?+ 5
T ok (®)
elde ederiz. Sonug olarak W agagidaki gibi elde edilir:
o242

W = (e, )" = Cla, )57, (9)

Burada C(«, ), n’ye gére sabittir. Sonugta U(z,y,n) asagidaki bi¢ime doniigiir:

o242

B)ed 2k MemIewtBY) 4o 43, (10)

Ulx,y,n) =
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C(a, f)'nin degeri n’ye bagh sartlarla belirlenebilir. n = 0’da U(z,y,n) nun degeri
U(x,y,0) = Up(z,y) olarak kabul edilirse Uy(x,y)

Uo(z,v) e / / Cla, Be e +BY) do, d, (11)

n = 0 icin Es.10’dan elde edilir. Es.11’deki denklem, kendisinden Eg.12'nin elde

edildigi ters Fourier doniigtimii ve Eg.12, Uy(x, y) nin Fourier doniigiimiidiir.

1 o[ A
Clap)= s | [ U@ azay, (12)

2.3. Kirilma integrali. Simdi dalga paketi ¢oztimii i¢in bir kirilma integrali elde
etmemiz gerekiyor. [11]’dekine benzer bir yaklasim kullanacagiz. Eg.10’daki ifade

Es.13’teki ifadenin ters Fourier doniigimiudiir.

02452
Cla, B)e i, (13)

Bu yiizden U(x,y,n) Es.14’teki gibi yazlabilir:
Ut = £ {Cla,p)e 50, (1)

Burada F~{} ters Fourier doniigiimiinii ifade etmektedir. Es.14 konvoliisyon isle-

mine yol agar:

Ulz,y,n) = F{C(a, 8)} + F~! {ej“2£ﬂ2’7} . (15)

C(«, #)'nin ters Fourier dontigiimii Eg.11°de Uy(z, y) olarak elde edilmistir. Eg.15’te-

ki tislii terimin ters Fourier doniigtimiini bulmak igin Es.16’daki ifadeyi yazabiliriz:

1 o o ‘M — A(Oél‘-i-ﬁ )
M(xay7n) - el 2k e Ydo dﬁ (16)
2 ) )
Es.16’daki bu ifade Eg.17’deki gibi ayrigtirilabilir:
1 i * i(n g
M(z,y,n) = e /_OO el (3k" o) g /_OO IR g, (17)

Es.17°deki integraller aym formdadir. Ik integrali diizenlemek icin

nm o2 _n oo 2 2
op® Tar=gra ar+ A°—A (18)
7 2
= La—A) — A2 1
( ok ) (19)

2
_ n - n 2 42
= ( 2]{:a) 21/2kaA+A A (20)
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U Ui
= —a — 24/ —aA 21
2k 2k (1)
islemleri yapilarak
2
AL [k (22)
2\ m

elde edilir. Ikinci integral i¢in de benzer sekilde

2
%52—5%32—32:(\/%5—3) - B’ (23)

egitligi kullanilirsa
p-Y % (24)
2\ n

elde edilir. Bu diizenlemelerle Es.17’yi tekrar yazarsak Eg.26’daki ifadeyi elde ederiz:

1 L I
M(Ly,n) = (27?)2 {/ o %a—A)2_A2da/ o %B_B)2_B2d5] (25)

_ (A2+B2) 00 [e's)
=~ ](2 g [ / dWVEA 4o / eﬂ@ﬁ—mzdﬁ} . (26)
™ oo _

[e.9]

Es.26’da benzer formdaki integraller icin degisken doniisiimii yapacagiz. Ilk integral

i¢in,
2
. n t?
Ta—A) == 2
i(yfapa-a) =5, (27)
2 2
5 (g a) =l 2
e’z ( T ) " (28)
ve sonucta
da = et Edzf (29)
n
elde ederiz. Ayni yolla ikinci integral i¢in,
1 ¢
; T3 _B) =+ 30
i(\fao-8) =5 (30)
dontigiimiini kullanarak
[k
df =e’14 | —dq (31)
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buluruz. Bu sonuclari Eg.26’da yerine yazarak Es.32’deki ifadeye ulagiriz:
e_j(A2+Bz) kK & t2 oo a2
_ J5 -5 — 5
M(z,y,n) = 2r)2 625|:/_006 2dt/_ooe 2dq]. (32)

Burada

/OO e 5 dp = vor (33)

oo

bilinen integral bagintisini kullanarak Es.32, Eg.34’teki gibi yazilabilir:

b o a2 +y2
jh e
M = 34
(@) = 32— (34)
Esg.34teki
k
A+ B = (2 + ) (35)
n
ifadesi Eg.22 ve Eg.24 kullanilarak elde edilir. Eg.34’i Eg.15’te yerine yazarsak
jkm2+92
gke " 2
U = U G 36
<I7yan) 0(x7y>2ﬂ_ n ( )
ifadesini elde ederiz ki bu Bélanger [2] tarafindan agsagidaki bigimde belirtilen Gauss
profilidir:
FO 0= 20 e_jg ZijzO . (37)
7 Ze + ij

Eg.37°deki p, enine silindirik koordinattir ve (2% + y?)"/?ye esittir. 2 = kw?/2
ve wy ve 1ginin 2z, = 2z — ct = 0 noktasindaki bel kismudir. U’daki n, n; ve 1
parametrelerini icerir ve bunlar sirasiyla Fp o’daki z. and zy’a karsilik gelir. Asagidaki
sekiller U'nun degisik parametre degerleri i¢in elde edilmistir ve dalgaboyu 0,1 metre
olarak alinmgtir (k = 27/\):

GAUSS PROFILININ ¥OGUNLUGU

o
=)

o
m

Z (Y AYININ Y AN
o o
[T

=
M

SEKIL 1. Gauss g1 k, ny = —5 ve g = —1.
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GAUSS PROFILININ YOGUNLUGU

I (YAYINIM YON)

SEKIL 2. Gauss igini; ky = 2k, 9y = =5 ve g = —1.

GAUSS PROFILININ YOGUNLUGU

.

I (rAYININ Y AN

SEKIL 3. Gauss 151n1; ko = bk, n; = =5 ve g = —1.

GALSE PROFILININ YOGUNLUGL

T (YAYINIM YOND

SEKIL 4. Gauss 15m1; k3 = 10k, 5y = —5 ve g = —1.

Yukaridaki sekillerden “k” degeri arttikca Gauss profilinin keskinlegtigini gormek-
teyiz.
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GAUSS PROFILININ ¥OGUNLUGU

)

I (YAYINIM Y ONU)

SEKIL 5. Gauss 1gin1; ky = 10k, ny = —7 ve g = —1.

GAUSS PROFILININ ¥OGUNLUGU

A

I (YAYINIM Y AN

SEKIL 6. Gauss 1sin1; ks = 10k, 9y = =9 ve o = —1.

Sekil 5 ve Sekil 6’da gortildiigii gibi, diger parametrelerin sabit tutulup, n’in arttirilmasi

durumunda Gauss profili geniglemektedir.

GAUSS PROFILININ ¥OGUNLUGU

I (Y AYININ ¥ AN

SEKIL 7. Gauss 1sin1; kg = 10k, 9y = =9 ve g = —1.
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Sekil 7, x ve y araliklarinin artmasi durumunda Gauss profilinin keskinliginin artti-
g1 gostermektedir. Bu degigim apartiir alaninin artigindan kaynaklanir ve bunun

sonucu Gauss profilinde daha az dispersiyon gozlenir.

GAUSS PROFILININ YOGUNLUGU

I (YAYININ Y AN
o o o
= m @

.

=}
X

SEKIL 8. Gauss 1gmn1; ky = 10k, n; = —9 ve g = —5.

Sekil 8, bir onceki sekilde ny = —5 yapilarak elde edilmistir. Bu durumda, profilin
tekrar keskinlegtigi goriilmektedir.

=<

Yayirm Yanl ------- > 4 s

FPEC *an Dozlemi

SEKIL 9. y-ekseninde yerlegtirilmig bir PEC (mitkemmel elektriksel
iletken) yari diizlemi.

Problemimiz icin kirilma integrali Es.38’deki gibi yazilabilir:

ik o0 0 ) , ,

U(x’ v, 7]) — v / / Uo(x/, y/)e—J%[(w—x )24+ (y—y )Z]dy/dl‘/. (38)
271 J 00 J oo

Burada Uy(z',y’) birim genliklidir. Alan yar1 diizlemde tiniform olarak dagilmistir.

Paraksiyel kirilma integrali, herhangi bir z diizlemindeki alan genliklerinin z = 0

diizlemindekilerle dogrusal, 6telemeden bagimsiz, Es.34’te buldugumuz M (z,y,n)

impuls tepkisi olan filtreleme iglemiyle iligkilendirilebilecegini ifade eder. Bu impuls
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tepkisinin orijindeki kaynaktan z kadar uzakta olan bir diizlemdeki genligi verdigi

anlamina gelir. Eg.2’ye donersek, bunu su sekilde tekrar yazabiliriz:
. [e'S) 0
G(z,y,n) = k. e‘jg(z_“)/ / e—j%,[(x—w’)2+(y—y’)2]dy/dx/' (39)
o 21 I
Es.39"u soyle ayrigtirabiliriz:

k’ ' e’} ) , 0 ) ,
G(:c,y,n):;r—nwé(zcw / e 2@ gyt / e gy (40)

—00

Es.40’taki birinci integrali ¢ozmek icin
k t?

—j%(:c—x’)zz —3 (41)

do' = e 7% \/%dt (42)

elde ederiz. Eg.41 ve Eg.42’yi kullanarak birinci integral igin Eg.43’teki sonucu bu-

doniigiminii yaparsak

luruz:

/ eI gyt — o3 27%7 (43)

[e.9]

Es.40’taki ikinci integral igin de

ko
%(y —y)? =t (44)

2
dy = /%dt (45)

ifadelerini yazarak bu ifadeyi Eg.46’daki bigime doniistiiriiriiz:

0 . / -y % )
/ eI gy = / \/?e_ﬁ dt. (46)
Bu ifade asagidaki bicimde yazilabilir:

o0

eI dt. (47)
e

Fresnel integrali Es.48’deki gibi tanimlanmigtir:

(&

Flx] = \;; /00 eI dg. (48)
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Bundan dolay1 Eg.47’deki ifade Fresnel integrali cinsinden Es.49’daki gibi yazilabilir:

2 .

Vre i F
2n

Es.49 ve Es.43’1 E5.40'ta yerlerine yazarsak G(z,y,n)’yi asagidaki bi¢ime dontigtiir-

[k e, k
G(z,y,m) = 2mn° 7 t)F[y 2

Es.50, sacilan alanin nihai ifadesi olarak kabul edilebilir. Kirilan alan Sekil 10’da

miig oluruz:

(50)

gosterilmistir. Bu gekil Bessel fonksiyonu [12] yardimiyla da elde edilebilir. Sunu be-
lirtmek gerekir ki kirman alanin bi¢imi Mohinsky [13] tarafindan geligtirilen kirilma

fonksiyonuyla benzerlik tagimaktadir.

KIRINAN ALAMIN ¥OGUNLUGU

oot { YAYINIM YOND )

SEKIL 10. Kirinan alan.

Paket dalgay tekrar yazmak icin Uy(z, y) = 1 alarak Eg.36"y1 Eg.2’de yerine yazarsak
Es.51°deki ifadeyi elde ederiz ve bu ifadeden Sekil 11’deki paket dalgay1 ¢izebiliriz.

2,2
P % e ik
gke T
G = - JZ(Z Ct)_ 51
(rom) = S (51

Burada, n = z — ¢t — jb ve Gauss 1g51minin beli 20’dir. Sekil 11’de ¢ = 1 sn., t = 2 sn.
olarak zaman (¢ parametresi) degistik¢e dalganin z ekseninde bulundugu konumlar
goriilmektedir.
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0.8

— tsn |
“=+ 2sn

i 3sn
06 '

H

o4f

oz}

Vv ( GENLIK )
=
1
|

02}

0.4

SEKIL 11. Paket dalga.

Sonug

Bu caligmada dalga denkleminin odakli dalga mod ¢oziimiiniin paraksiyel yakla-

siklikla birlikte diigintilmesiyle bir diferansiyel denklem elde edilmigtir. Denklem

Fourier integral doniigiimiiyle ve paket dalgalarin bir PEC yarim diizlemi tarafindan

sacilmasinin aragtirilmasina imkan saglayan kirilma integraliyle spektral tanim ala-

ninda ¢ozillmiigtiir. Sonuclarin teori ile uyumluluk tasidigr gozlenmistir.
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