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Oz

Diferansiyel veya integral denklem seklinde modellenen bazi problemler i¢cin énem arz eden
nicel ve nitel ayrintilar sabit nokta iterasyon yontemleri araciligiyla daha belirgin hale getirilebilir.
CozUmU incelenen bir denklemi belirli sartlar altinda bir operatér sinifina dahil etmek ve bu operatér
yardimiyla sz konusu denklemin ¢ézUmUne ulasmak icin iterasyon yontemleri etkin bir ara¢ olarak
kullanilmaktadir. Bu ¢alismada yeni doért adimli bir iterasyon yénteminin yakinsakhdi ispatlanmis ve
gecikmeli diferansiyel denklemler belirli sartlari saglamak kaydiyla daraltan dontstim sinifina dahil
edilebildiginden bu denklemler yardimiyla yeniden insa edilen dort adimli iterasyon yénteminden
elde edilen dizinin bu denklemlerin ¢ézimUne yakinsadigi gésterilmistir.

Anahtar Kelimeler: iterasyon yéntemi, Daraltan dénisim, Yakinsaklik

Abstract

Quantitative and qualitative details that are important for some problems modeled as differential or
integral equations can be made more explicit through fixed point iteration methods. Iteration meth-
ods are used as an effective tool to include an equation whose solution is under investigation into a
class of operators under certain conditions and to obtain the solution of the equation with the help
of this operator. In this study, the convergence of a new four-step iteration method is proved and it
is shown that since delay differential equations can be included in the class of contraction mappings
under certain conditions, the sequence obtained from the reconstructed four-step iteration method
with the help of these equations converges to the solution of these equations.

Keywordes: Iteration method, Contraction mapping, Convergence.
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GIRIS
Sabit nokta teorisi, giinluk yasamda gesitli sekillerde ortaya gikan prob-

lemlerin incelenmesi igin bir yontem sunmakla birlikte, uygun degisiklikler
yoluyla bu problemlere ¢oziim bulmay1 amaglamaktadir.

Sabit nokta teorisinin kokenleri, diferansiyel denklemler tizerine galig-
malariyla taninan matematikgiler Picard ve Poincaré’ye kadar uzanmakta-
dir. Ancak Polonyali matematik¢i Banach, sabit nokta kavraminin uygun
cergevede genis bir uygulamaya sahip olmasini saglamaya 6nemli bir kat-
kida bulunmustur. Banach Daralma ilkesi olarak bilinen teorem, tam met-
rik uzayda bir daraltan doniisim kullanilarak olusturulan Picard yineleme
dizisinin, bu doniigtimiin bir tek olan sabit noktasina yakinsadigini belirt-
mektedir (Banach, 1922). Banach Daralma Ilkesi hem uygulamali mate-
matik hem de diger gcalisma alanlar tizerinde etkili olmus ve birgok aras-
tirmacinin bu teoremi diger yapilara genisgletmesine olanak taniyan hizh
gelismelerin 6ntinii agmigtir. (Hardy ve Rogers, 1973; Kannan, 1968; Nadler,
1969; Zamfirescu, 1972).

Sabit nokta iterasyon siiregleri dinamik bir literatiire sahip olmakla bir-
likte modellenen problemlerin ¢éziimiine agamali bir sekilde ulagmaya ola-
nak saglar. Bu baglamda birgok sabit nokta iterasyonu tanimlanmis ve bu
yontemlerin yakinsaklik, kararlilik, veri baghligi1 ve yakinsama hizlari ince-
lenmistir (Atalan ve Karakaya, 2019; Karakaya vd., 2016; Maldar vd; 2020).

Bir problem modellenirken adi diferansiyel denklemlerin kullanilmas:
durumunda sistemdeki gecikmeler g6z ardi edilir. Ancak kiigiik gecikme-
ler sistem davranisinda buyiik degisikliklere yol acabileceginden, karsila-
silan problemleri modellerken gecikmeli diferansiyel denklemleri kullan-
mak daha pratik bir yaklagim olacaktir. Bu nedenle bu denklemler temel
ve uygulamali bilimlerde kargilagilan problemlerin modellenmesinde sik-
likla kullanilir. Dolayisiyla modellenen problemin ¢oéziimii, s6zii edilen ge-
cikmeli diferansiyel denklemin ¢oztimiine kargilik gelecektir. Sabit nokta
iterasyon yontemleri bu tiir denklemleri gozmek igin etkin bir arag olarak
kullanilir. Bu yaklagimin temel hedefi, belirli kosullar altinda bir operatér
sinifina dahil edilen gecikmeli diferansiyel denklemi kullanarak bir iteras-
yon yontem inga etmek ve bu yontemden elde edilen dizinin, operatoriin
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sabit noktasina -gecikmeli diferansiyel denklemin goziimiine-yakinsamasi-
n1 saglamaktir.

Bu galismada dort adimli sabit nokta iterasyon yontemi kullanilarak bu
yontemden elde edilen dizinin Banach uzaylarinda yakinsakligi incelenmis
ve gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢éztiimiine sozii edilen iterasyon
yontemi kullanilarak ulagilabilecegi gosterilmistir.

MATERYAL VE YONTEM

Cla,b] ile [a,b] araligi tizerinde tanimli, reel veya kompleks deger-
li tim stirekli fonksiyonlarin kiimesi gosterilsin. Bu kiime tizerinde
llxll = tfgaa‘fﬂx(tﬂ normu tammlanirsa (C[a, b], ||. ||,) bir normlu uzay olur.

x'(t) = f(t,x(t), x(t — 1)), t € [to,b] ve baslangig kosulu
x(t) = ¢(t),t € [ty — 7,tp] olan gecikmeli diferansiyel denklem igin agagida
verilen kosullar saglansin:

(1) to,b ER,T> 0,

) f € (C[to, b] X R4, R),

) ¢ € C([to —7,b],R)

@ Her upv; ERi=12vet € [ty,b] icin
If (&, ug, up) — f(t,vy,v,)| < Lg X2, lu; — v;| olacak sekilde Ly >0 mevcuttur,

(5)0< 2L, (b—t,) < 1.

Bu problem integral formda asagidaki sekilde yazilabilir:

3 o).t €[ty —7,t0]
xo = {‘i)(to) + ftto f(s,x(s),x(s —1))ds, t € [to, b] (1)

Teorem 1. (1)- (5) kosullar1 altinda  verilen  problem
x, € C([ty — 7, b], R) N C* ([t,, b], R) gibi bir tek goéziime sahiptir ve herhangi
bir x € C([ty, — 7,b], R) igin x, = 1112730 T™ (x) (Coman vd; 1976)

Bu teorem ile yukarida verilen gecikmeli diferansiyel denklemin (1) — (5)
sartlar1 altinda bir tek ¢oztime sahip oldugu ve Picard iterasyon yéntemin-
den elde edilen dizinin bu ¢6ztime yakinsak oldugu sonucuna ulagilir. Do-
layisiyla asagidaki soru dogal olarak ortaya gikmaktadir:

Bu denklemin ¢oziimiine daha hizli yakinsayacak baska bir iterasyon al-
goritmasi segmek miimkiin muidiir?
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Atalan ve Giindogdu tarafindan 2023 yilinda tanimlanan asagidaki yon-
temle bu soruyu cevaplamak miimkiin olmaktadir (Gtindogdu, 2023):

X bir Banach uzayi, T: X - X bir déniistim ve
{an}, {Bn} (v}, {un} € [0,1] (n € N) olmak tizere,

Xn+1 = (1 - an)Tyn + anTZn
Yn = (1 - ﬁn)Txn + ﬁnTZn
Zn = (1 - yn)Wn + ynTWn (@)
Wn = (1 - :un)xn + tunTxn

Tanim 1. X bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisim olsun. Eger her
%,y € X icin
d(Tx,Ty) <6 -d(x,y)

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 mevcut ise T’ye bir Lipschitzian déntisim
denir (Berinde, 2007).

Tanim 2.. X bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitzian déniisiim olsun.
Eger her %, ¥ € X icin,

d(Tx,Ty) <6 -d(x,y)

esitsizligi en az bir § € [0,1) sayis1 igin saglaniyorsa T’ye daraltan doniisim
denir (Berinde, 2007).

BULGULAR VE TARTISMA

Galigmanin bu bolimunde (2) ile verilen iterasyon yonteminin daraltan
dontusumler igin kuvvetli yakinsakligi ispatlanmig ve bu yontem ile bazi
iterasyon yontemlerinin yakinsama davraniglar1 niimerik bir 6rnek tizerin-
den kargilagtirilmigtir. Ayrica (2) ile verilen yontem kullanilarak (1) denkle-
minin ¢bziimiine uygun kosullar altinda ulagilabilecegi gosterilmigtir.

Teorem 2. X bir Banach uzay1 ve C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks
bir alt kiitmesi olmak tizere T : C — C x, gibi bir sabit noktaya sahip daraltan
doniisiim olsun. Bu takdirde (2) ile verilen iterasyon yonteminden elde edi-
len {Xn}n=o dizisi X. sabit noktasina yakinsar.
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ispat.

lwy, — .l = [I(1 = )2y + 0 Txy — T, |
< (A =p)llxy = 2l + pllTx, — Tx, ||
< (1= p)llxn — 2. + p Sl — .|
=[1 = up, (1 = )llx,, — 2.l

ve

lz, — x.1l = [[(1 = v )wn + ¥ Tw, — T, ||
< (A =yllw, = x|l + v lITw, — T, ||
< (A =yllwy, = x|l + v 61wy, — .|
=[1 =¥ (1 = ®)]llw, — x|

elde edilir. Yukarida elde edilen iki esitsizlik i¢ ige yazilir ve
1-u,1-8]<1, [1-y,(1-08)] <1 oldugu goz ontine alinarak gerekli
sadelestirmeler yapilirsa

lz, — x|l < llx, — x.ll elde edilir. Benzer sekilde

lyn = 2.l = 11 = B)Txy + BTz, — Tx. ||
< (A= BITxy = Tx|l + ByllTz, — Tl
< (A= B)bllxn — x|l + Bnbllzy, — x.|]

olup 6 € [0,1) ve ||z, — x|l < |lx,, — x.]l oldugu g6z 6niine alinirsa

lyn — 2.l < |2y — .|l

yazilabilir. Ayrica
%41 — %0l = (X — )Ty, + @n Tz, — Tl
<A —-a)ITy, — Tx || + a,||Tz, — Tx.||
< (A - a)bllyn — x.ll + abllz, — x.||
< 6llxp — .l
olur.d € [0,1) oldugundan n — o i¢in limit alinirsa x,, = x, oldugu goriiliir.

Ornek 1.X = R ve € = [0.5,2] olmak tizere T: C — C operatérii her x € C
igin T(x) = %(X + }C seklinde tanimlansin. T°nin sabit noktasinin
x. = 1,732051 oldugu agiktir. Baslangic degeri Xo = 0,99 olmak iizere
kontrol dizilerini a, = 8, = v, = U, = % seklinde segelim. MATLABR-
2015a programi kullanilarak elde edilen asagidaki tablo, (2) ile verilen
iterasyon yonteminin CR (Chugh vd., 2012), S* (Karahan & Ozdemir,
2013) ve Picard-Mann (Khan, 2013) iterasyon yontemlerinden daha hizl
oldugunu gostermektedir:
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Xn CR S* Picard-Mann (2) nolu iterasyon
%o 0,99 0,99 0,99 0,99
% 1,533278 1,531554 1,509269 1,603175
% 1,653559 1,650753 1,641654 1,698759
12 1,731973 1,731950 1,731935 1,732050
X13 1,732018 1,732007 1,732000 1,732051
X1 1,732050 1,732050 1,732050
%10 1,732051 1,732051 1,732050
1,732051
Teorem 3. (1)- (5) kosullarn altinda  verilen  problem

x, € C([to — 7,b], R) N C* ([to, D], R) gibi bir tek ¢oziime sahiptir ve (2) ile
verilen iterasyon yénteminden elde edilen dizi Xn=o0 @ = % gart1 alinda X.
noktasina yakinsar.

Ispat. @(t),t € [to — 7, 8]
TX® =1 pt0) + f £(5,%(5), x(s — ))ds, t € [to, b]

doniisimii altinda (2) ile verilen iterasyon yontemi insa edilerek olus-
turulan dizi {Xn}n=o ile gosterilsin.. X., bu déniistimtin sabit noktas1 olsun.
n — oo igin x, = x, oldugu gosterilmelidir. Eger t € [t, — T, t,] ise ispat agik-
tir. t € [t,, b] olsun. Bu durumda
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lw,

Ve

_x*”oo

= ”(1 = U)Xy + Uy Ty, — Tx. |l

< (1 - :un)”xn - x*”oo + #n”Txn - Tx*”oo

=1 = u)llxn — x.l, + untrer[lta:lg]lTxn(t) —Tx.(0)
0

=1 = pmw)llx, = x*lloot
(o) + | f(5,xn(5), xn(s — 1))ds

to
t
_¢(t0) - f(Sl x*(s)ﬁ x*(s - T))dS
to
= (1 - l’ln)”xn - x*”oo

t

f (s, xn(8), xn(s — 7))ds
to

+u, max
H ™ ee[tob]

+u

nte to b] t
f(s,x.(5), x.(s — 1))ds
to
S (1 l’ln)”x ”oo
ity max f 75 (5), s = ) = 5, 2.(5), 2.5 = 0)lds

=1- lln)llﬁtc Xl

it max f La(a(s) — 2.(8)] + [xa(s — 1) — x.(s — D)) ds
teltob] Jy,

=( —tun)llxn — Xl
+ L< —x, CD)—x(s— )
unfto d tg[lt‘(f,’é]lxn(s) x(S)I+tg[lgflg]Ixn(s ) —x.(s—1)|)ds
=@ —tun)llxn — Xl
it f La(ln — %1l + 120 — %11 ds
t

0
< (1= w)llxn — x.loo + 205 La (8 — to) 12 — x. I
<1 = up (1= 2L (b — to)]lIxy — 2.l
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- x*”ao = ”(1 - Vn)wn + VnTWn - T‘x*”OO

< (1= )W = %Il + ¥allTw, = T,
= (1= y)llwy = .l + Yo max T (6) = T, ()]
0

=1 =rlw, = x*llo%
¢(to) + | f(5,Wn(s), xn(s —T))ds

to
t
_¢(t0) - f(S, x*(s)' x*(S - T))dS
to
== Yn)llv‘i_n = Xl
f (s, wn(s), xn(s — 7))ds
to

+y,, max
ynte[to,b]

+y,, max
ynte[to,b]

- tf(s, x,(8),x.(s —1))ds

<a- un)ngvf— %,

o max ft (5 (5) (5 = D) = 6.0, 2.5 ~ D)l
<(1- #n)lllt/vn = x.l

o max f Ll (5) = 2 G+ bons =) = x.(s = DD ds

< A =vllwy = x.l

t
+ynf Ly ( max |w, (s) — x,.(s)| + max |w,(s — 1) — x,(s — T)l) ds
to t t€[to,b]

€[to,b]
< (= ylwy — %l
- f LaCllwn = %]l + llwy — .11, ds
t

0
S (1 - Vn)”Wn - x*”oo + ZYnLd(t - tO)”Wn - x*”w
S [1=¥(1 = 2La (b — to))]lIwy — x.ls

olur. Ayrica

lyn — 2.l = 11 = B)Tx, + BTz, — T, |0
< (1 - ﬁn)”Txn - Tx*”oo + ﬁn”TZn - Tx*”oo
=(1- ﬁn)tg[ltcolgg]lT xn () — Tx. (O] + ﬁntz?t%?g]lTZn(t) —Tx,(t)]
t
J. f(s, X (8), X, (s — T))ds
— _ to
=(1 ﬁ")t’e’[lt‘j,’é]

_ f tf(g, %,(s),x.(s — ))ds

0

51



52

Journal of Cihannuma Technology, Engineering and Natural Sciences Academy

J-tf(sr Zn(S),Zn(S - T))ds
+Bnt7g[ltaxb] to ¢
" —f f(s,%.(5), x.(s — 7))ds

< (- max f 1 (5,2 (5), % (s — ) = £ (5,%.(5),x.(s — D) |ds
+B, max ft|f(s, Z,(8), z, (s — ‘r)) - f(s, %.(8), x,(s — T))|ds

te(to,b]
t

s(1- ﬁn)tfer[lgfg]f La(lxn(s) = x.()] + [xp(s = 1) —x.(s = D)) ds

€[to,b]

tnnax [ L2, = .G + 20 = 1) = .65 = D ds
<a-5) L (max 100 = 2.1+ max Ixals =0 = . = 0l ) ds

t
L — — — -
+8 | Lo (et =2 Ol + maxlas -0~ -0l ds

t
S -8 | Lalxn = x.llos + llxn — x.1l,0) ds
to

t
B, f La(lzn = .l + 170 — 2.]1) ds
t

[

< 2(1 = B)La(b — to)llxy — Xl + 2BnLa(b — to)llz, — x|l
=2Lq(b = to)[(1 = B)llxn — Xl + Bullzy — %l

elde edilir. Benzer sekilde

”xn+1 - x*”oo = ”(1 - an)Tyn + anTZn - Tx*”w
<A -a)lITy, — Tx, |l + a, Tz, — Tx.|l,
=(1- an)tg[lgig]lTyn(t) —Tx.(O] + antg[lgflg]szn(t) — Tx,(t)]

[ 163, - 0)as
= (- a e,

_ ftf(s, x,(s),x.(s — 7))ds
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J-tf(s' Zn(s): Zn(s - T))ds

max
te(to,b]

tf (s,2.(5),x.(s —1))ds

< (1 - a,) max f 1 (5,50(8), 95 = D) = £(5,2.(), x.(s = ) |ds

te(to,b]

+a, max f |f(s 2,(8), z, (s —T)) f(s x.(8),x,.(s —‘r))|ds

te[to,b]

< (- a)mar | Lan() = %G1+ s - = x. - DD ds

+a, max. f La(120(5) = 2.9 + 1205 = D) = x. (s DD s

<(-a) f Lo (jmax () = 5. + max (s =0 = .6 =Dl ds
0

t
j; Lo (e 12,9) = 2. )1 + max (s = 0 — x.65 = D) ds

t
S -ap) | Lalllyn — xlloe + Iy — x.ll) ds

to
t
ta, f LaClzn = .l + 170 — %.11,) ds
to
< 201 = a)La(b — to)llyn — %Il + 2anLa(b — t)l12n — .11,
= 2Ly (b — t)[(1 — @iy — Il + 12 — x.11]

olur. Sirasiyla elde edilen bu esitsizlikler yerine yazilirsa;
xns1 = %l S 2La(b = t){1 = @pBn¥nll — 2La(b — t) BlIxn — 2.1l

elde edilir. (5) sart1 kullanilarak 0 < 1 — 2L, (b — t,) < 1 elde edilir.
Dolayisiyla,

“xn+1 - x*“oo < “xn - x*“oo - an“xn - x*“oo + 2Ld(b - to)an“xn - x*“oc

yazilabilir. Bu esitsizlik diizenlenirse,
“xn+1 - x*”m < [1 - an(1 - 2Ld(b - to))]”xn+1 - x*”oo

elde edilir. Son esitsizlikte tiimevarima gegilirse,

53



54

Journal of Cihannuma Technology, Engineering and Natural Sciences Academy €

n
s =0l < [ [0 = @t = 20 = )] o = ..
k=0

olurll — a, (1 —2La(b —tp))] < 1 oldugundan,

n

s = 2.l < llxg = ., | [eti-hate-tolen
k=0
= |lxg — x,||.e"[1~2Lad=to)] Ei=o @i

elde edilir.n — oo igin son esitsizlikte limit alinirsa Tllim”xn - x.|l, = 0 olur.

Sonu¢

Bu calismada yeni dort adiml bir iterasyon yonteminin daraltan do-
niigiimlerin teklikle belirlenen sabit noktasina yakinsadigi ispatlanmastir.
Ayrica gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢éziimiine bu iterasyon yonte-
mi kullanilarak uygun kosullar altinda ulasilabilecegi gosterilmistir. Elde
edilen sonuglar goz 6niine alindiginda bu galigmada kullanilan iterasyon
yonteminin Volterra-Fredholm tipindeki integral denklemlerin ¢oziimleri-
nin incelenmesinde de etkin olarak kullanilabilecegi 6ngoriilmektedir.

Kaynaklar

Atalan, Y. and Karakaya, V., (2019). Investigation of some fixed point theorems
in hyperbolic spaces for a three-step iteration process, Korean J. Math. 27,
929-947.

Banach, S., (1922). “Sur Les Opérations Dans Les Ensembles Abstraits et Leur

Application Aux Equations Intégrales», Fundamenta Mathematicae, 3 (1):
133-181.

Berinde, V. (2007), Iterative Approximation of Fixed Points, Springer-Verlag, Berlin.

Chugh, R. Kumar, V. ve Kumar, S., (2012). Strong convergence of a new three step
iterative scheme in Banach spaces, American Journal of Computational
Mathematics, 2: 345-357.

Coman, G., Pavel, G., Rus, 1. ve Rus, L., (1976). Introduction on the Theory of
Operatorial Equations, Ed, Dacia, Cluj-Napoca.

Gilindogdu, E. (2023). Hiperbolik uzaylarda sabit nokta teorisi lizerine baz sonuglar,
(Yiiksek Lisans Tezi, Aksaray Universitesi), Aksaray Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii.



é CihannUma Teknoloji, Fen ve Mlhendislik Bilimleri Akademi Dergisi

Hardy, G.E. & Rogers, T., (1973). A generalization of a fixed point theorem of Reich,
Canadian Mathematical Bulletin, 16 (2), 201-206.

Kannan, R. (1968). «Some Results on Fixed Points», Bulletin of the Calcutta
Mathematical Society, 60 (1-2): 71-76.

Karahan, I. & Ozdemir, M., (2013). A general iterative method for approximation of
fixed points and their applications, Advances in Fixed Point Theory, 3 (3):
510-526.

Karakaya, V., Atalan, Y., Dogan, K., Bouzara, NEH., (2016). Convergence analysis
for a new faster iteration method, Istanbul Ticaret Universitesi Fen Bilimleri
Dergisi 15(30), 35-53.

Khan, S.H. (2013). «A Picard-Mann Hybrid Iterative Process», Fixed point Theory
and Applications, 2013 (69):

Maldar, S., Atalan, Y., Dogan, K., (2020). Comparison rate of convergence and data
dependence for a new iteration method, Tbilisi Mathematical Journal 13(4),
65-79.

Nadler, S.B. (1969). «Multi-valued Contraction Mappings», Pacific Journal of
Mathematics, 30 (2): 475-488.

Zamfirescu, T. (1972). «Fix Point Theorems in Metric Spaces», Archiv der
Mathematik, 23 (1): 292-298.

1-10.

Yazar Katkilari
Makale tek bir yazar tarafindan ele alinmistir. Dogrudan basgka bir yazar
tarafindan katki saglanmamagtir.

Cikar Catismasi

Yazarlar tarafindan gikar gatismasinin olmadigi rapor edilmigtir.

Fonlama
Herhangi bir fon destegi alinmamigtir.
Etik Bildirim

Bu caligsma igin etik kurul izni gerekmemektedir.
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