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COK DEGISKENLI MARKOV ZiNCiRi MODELI VE BiR
UYGULAMA
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Ozet

Markov  zincirleri pek ¢ok wuygulama alanina sahip olan stokastik
stireclerdir. Markov zincirlerinde incelenen sisteme ait veriler tek kaynaktan
gelmektedir. Cok degiskenli Markov zinciri modeli ise ayni kaynak veya benzer
kaynaklar tarafindan iiretilen ¢oklu kategorik veri dizilerinin davranisini gostermek
amact ile kullanilan bir modeldir. Bu calismada Markov zincirleri tizerine kurulu
olan ¢ok degiskenli Markov zinciri modeli teorik a¢idan detayli bir bigcimde
anlatilmistir.  Uygulama olarak ise dolar kuru als fiyatlarinda olusan aylik
degisimler ile IMKB Ulusal 100 Endeksi degerlerinde olusan ayhik degisimler iki
kategorik dizi olarak ele alimip bu dizilerin birbirlerini ne oranda etkiledikleri ¢ok
degiskenli Markov zinciri modeli ile ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Markov zinciri, Kategorik Veri Dizileri, Cok
Degiskenli Markov Zinciri.

MULTIVARIATE MARKOV CHAIN MODEL AND AN
APPLICATION

Abstract

Markov chains are stochastic processes with a wide range of application
areas. In Markov chains, the examined data that belong to the system comes from a
single source. Multivariate Markov chain model is used to show the behavior of the
multi categorical data sequences that were produced by the same source or by
similar sources. In this study, multivariate Markov chain model, which is based on
Markov chains, is theoretically explained in detail. As the application, the monthly
changes of the US Dollar buying rates and the monthly changes of the ISE National
100 Index values are taken into consideration as two categorical sequences and it is
revealed with multivariate Markov chain model to what degree these sequences
affect each other.
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1. Giris

Markov stirecleri ileride ortaya ¢ikmasi olasi durumlarin gergeklesme
olasiliklarinin, ge¢mis verilerden degil, su anki verilerden yararlanarak hesaplandigi
siireglerdir’.

Bir Markov siireci, kosullu olasilik fonksiyonu “Markovyen Ozellik
(varsayim) 1 saglayan bir stokastik siirectir’.

Markov stireclerinin genel teorisi 1930 ve 1940’11 yillarda gelistirilmistir.
Markov zincirleri hukuk (Stander ve digerleri (1989)), pazarlama (Dura (2006)),
saglik hizmetleri (Romagnuolo (2002)), gelir dagilimi (Dardanoni (1995)), finans
(Aytemiz ve Sengdniil (2004), Riizgar (2003)), bilgisayar yazilimt se¢imi (Poore ve
digerleri (2000), Whittaker ve Poore (1993)), veri madenciligi (Guidici ve Castelo
(2003)), tretim (Gevrek ve Sengiiller (1992), Simkin (1982)), go¢ (Nielsen ve
Wakeley (2001)), meteoroloji (Kocak ve Sen (1998)) basta olmak iizere bir ¢ok
alanda uygulanmakta ve yaygin olarak kullanilmaktadir.

Markov zinciri modellerinin kullanildigi tiim uygulamalarda, veri tipine ve
kurulan modele bagli olarak gelecekte olusacak durum dizisi (uzun dénem denge)
olasiliklari, yutucu Markov zinciri analizleri veya markalarin tercih olasiliklari ile
ilgili sonuglar elde edilmektedir. Elde edilen bu sonuglarin tiimii i¢in kullanilan
veriler tek kaynaktan gelmektedir. Ornegin, tiiketicilerin meyve suyu marka
tercihleri ile ilgili bir ¢alisma sadece tiiketicilerin su anda tercih ettikleri meyve suyu
markalar1 ve bir sonraki tercih edecekleri meyve suyu markalar1 dikkate
alinmaktadir. Cok degiskenli Markov zinciri modelinde ise birbirleri ile iliskili veri
dizileri dikkate alinmaktadir. Yani birbirleri ile bir korelasyona sahip veri dizileri
kullanilmaktadir. Boylece gercege daha yakin tahminler ortaya ¢ikmaktadir.
Yukaridaki 6rnek i¢in, kullanicilarin meyve suyu tercihlerinde, diger iceceklerin de
(soda, gazoz, ayran v.s.) rol oynadig1 dikkate alindiginda daha gergekgi sonuglar
ortaya ¢ikacagi asikardir. Iste bu noktada ¢ok degiskenli Markov zinciri modelinin
kullanilmas: farkli bir bakis agis1 olusturmaktadir.

Cok degiskenli Markov zinciri modelinin teorisi son on yil igerisinde
gelistirilmis olup, uygulama alanindaki ¢alismalarin sayisi oldukca azdir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde dncelikle Markov zinciri tanimlanarak ¢ok
degiskenli Markov zinciri modeli detayli bir bigcimde teorik agidan ele alinacaktir.
Uctincii béliimde kategorik dizi olarak dolar kuru alig fiyatlarinda olusan aylik
degisimler ve IMKB Ulusal 100 Endeksi degerlerinde olusan aylik degisimler
kullanilarak ¢ok degiskenli Markov zinciri modeli olusturulacaktir. Modeli olusturan
iki dizinin aylik olarak izlenen degisim degerlerinin birbirlerini belli bir oranda

' R.I. Levin ve digerleri, Quantitave Approaches to Management, Fifth Edition, Tokyo,
Mc-Graw-Hill, 1982, s.47

% Sheldon M. Ross, Introduction to Probability Models, 10" Edition, United States of
America, Academic Press, 2009, s.192
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etkileyecegi varsayimi ile etkileme oranlar1 belirlenecektir. Son bdliimde ise elde
edilen ¢ok degiskenli Markov zinciri modeli ile ilgili yorumlar yapilacaktir.

2. Cok Degiskenli Markov Zinciri
2.1. Markov Zinciri

Bir tesadiifi deneyin biitiin miimkiin sonuglarini iceren kiimeye 6rnek uzay
denir’. Bir drnek uzayindaki her bir olayi reel sayilara tasvir eden fonksiyona
tesadiifi degisken adi verilir®.

Kesik zamanli bir stokastik siire¢, re N ={0,1,2,...} parametreleri ile
indekslenen ve verilen bir olasilik uzayr iizerinde tanimli tesadiifi degiskenlerin
{X,,t € N} bir ailesidir. Bir Markov siireci bir stokastik siirectir ve kosullu olasilik
dagilim fonksiyonu “Markovyen Ozellik” olarak adlandirilan 6zelligi gergekler.
Markov stirecinin durum uzayi kesikli ise Markov stireci kesik zamanli bir stokastik
stire¢ olur ve bir Markov Zinciri (MZ) olarak adlandirilir.

Genel olarak kategorik bir veri dizisi x,, x,,x;,..., X, vektorlerinin bir dizisi
ile gosterilir. Bu ifadede yer alan 7 indisi dizinin genisligidir. Eger siire¢c &
durumunda ise x; =¢, ’dir (e, Girdi i¢in birim vektordiir). m sayida kesikli
durumlu birinci dereceden kesik zamanli MZ asagida yer alan bagintiy1 saglar:

P(x,, =e |x0 =e X =e¢ ,..x =¢)=Plx, =e

t+1 Xy X,

x=e ). x eM.

.

1)

(@)

(2) ifadesindeki kosullu olasilik MZ’nin tek adim gegis olasiliklar1 olarak
adlandirilir. Bu olasiliklar zaman parametresi n’den n+1’e gectiginde i
durumundan j durumuna gegisin kosullu olasiliklarini verir. Ayrica bu olasiliklar

n zaman parametresinden bagimsizdir ve agagidaki bi¢cimde yazilir:

p; =P, =e¢lx,=¢), Vi, jeM.

3)

* Tuncay Can, Sektérler Arasi iliskilerin Markov Zincirleri ile Analizi ve Tahmini:
Tiirkiye Ornegi, Istanbul, Derin Yaylari, 2006, s.3

* Sheldon M. Ross, Stochastic Processes, Second Edition, New York: Jhon Wiley & Sons
Inc., 1996, s.7
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p; clemanlarindan olusan P matrisi gegis olasiliklart matrisidir ve
asagida yer alan iki 6zelligi saglar:
i 0<p,<LVijeM 4)
ii. Y p,=LVjeM. ©)

i=l1

Oneri 1: P matrisinin 1’e esit bir 6zdegeri vardir ve P 'nin tiim
Ozdegerleri 1’e esit veya kiigtik esittir’.

Oneri 2: A matrisi m dereceli ve indirgenemeyen bir kare matris olsun.
Bu durumda asagida yer alan {i¢ ifade gegerlidir:

i A, A=max, |/1k(A)| olacak sekilde pozitif bir reel Ozdegere

sahiptir. Burada 4, (A), A’nin k. dzdegerini gosterir.

ii. Az = Az olacak bicimde girdileri reel ve pozitif olan bir z vektori
vardir.
iii. A, A’nin basit bir 6zdegeridir.

Yukarida yer alan iki 6neri kullanilarak, Pz =z olacak bi¢cimde pozitif bir
z vektoriinlin oldugu sdylenebilir. z vektdri sabit (duragan) olasilik vektorii olarak
adlandirilir.

z z;=1.
i=1
(6)
Ayrica z;, i durumundaki sistemin sabit durum olasiligidir.
2.2. Cok Degiskenli Markov Zinciri Modelinin Yapisi

Cok degiskenli MZ modeli, ayn1 kaynak veya benzer kaynaklar tarafindan
iretilen ¢oklu kategorik dizilerin davranisini  gostermek icin kullanilan bir

modeldir®. Her biri m adet durum iceren s adet kategorik dizi ve x*

n

n

> Wai-Ki Ching ve digerleri, “A Multivariate Markov Chain Model for Categorical Data
Sequences and Its Applications in Demand Predictions”, IMA Journal of Management
Mathematics, Vol. 13,2002, pp. 187-199.

® Jun-ichi Maskawa, “Multivariate Markov Chain Modeling for Stock Markets”, Physica A,
Vol. 324, 2003, pp. 317-322.
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zamaninda (aninda) k. dizinin durum vektori olsun. Eger k. dizi n zamaninda j
durumunda ise asagida verilen esitlik yazilabilir’:

x® =¢ =(0,..,0,1,0,...,0).

n J

(N

Cok degiskenli MZ modelinde asagida yer alan bagintilar gecerlidir:

20 =S 2P0, =12,

k=1

)

(8) ifadesinde yer alan parametreler agagida verilmistir:

2, 20,1< jk<s ve YA, =1, j=12,..s.

k=1

)

n+1. adimda k. dizinin durum olasilik dagilimi PYx" ’nin agirhkl
ortalamasma baghdir. Burada P, k. dizinin durumlarindan j. dizinin

durumlarina gecis olasiliklaridir ve x*', n. adimda k. dizinin durum olasilik

n

dagilimidir®, Matris formunda asagidaki ifadeler yazilabilir:

M (1) (12) (Is) (0]
xn+1 /,i’llP /’i’lZP T A‘lsP ‘xn
(2) (21) (22) (25) (2)
— ‘xn+l _ ﬂ'ZlP 2’22P e ﬂ’ZsP xn — Q
T =0T : : : : N
(s) (s1) (52) (s5) (s)
‘xn+l ﬂ“slP /ls2P e ﬂ'ssP 'xn

veya x,,, = 0Ox,
(10)

Oneri 3: 1< j,k<s igin eger A, >0 ise O matrisi 1 degerli bir 6zdegere

sahiptir ve Q 'nun 6zdegerleri 1°¢ esit veya kiigiik katsayilara sahiptir.

Oneri 4: 1< j,k<s icin A, >0 ve  PY“’nin indirgenemeyen oldugu

varsayilsin. Bu durumda x = Qx ve

" Wai-Ki Ching ve digerleri, “A New Multivariate Markov Chain Model with Applications to
Sales Demand Forecasting”, International Conference on Industrial Engineering and
Systems Management IESM 2007, Beijing — China, May 30-June 2-2007, pp. 1-8.

¥ Shu-Qin Zhang ve digerleri, “Construction and Control of Genetic Regulatory Networks: A
Multivariate Markov Chain Approach”, J. Biomedical Science and Engineering, Vol. 1,
2008, pp. 15-21.
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Dx =L1<j<s

i=1
(11)

olacak bigimde bir x =[x",x®,...,x”1" vektorii vardir.
2.3. Model Parametrelerinin Tahminleri

Model parametrelerinin hesaplanabilmesi i¢in her bir veri dizisinin gegis
olasiliklar1 matrisi hesaplanmalidir. Bunun i¢in ele alinan veri dizilerinde k.
dizideki durumlardan j. dizideki durumlara gecis frekanslar1 sayilir. Bdylece veri
dizisi icin ge¢is frekansi matrisi olusturulur. Gegis frekanst matrisine normalizasyon
isleminin uygulanmasi sonucunda ise gegis olasiliklari matrisi elde edilir’.

ijiik) . {x(} dizisindeki i, durumundan {x"} dizisindeki i, durumuna

gecis frekansini gostermek lizere gecis frekansi matrisi asagidaki bicimde yazilabilir:

GO pGO L pUD
11 21 ml
GO pUO L pUD
F(jk) — 12 22 m2
GO pUO L pUD
1m 2m mm
(12)
Gegis frekanst matrisi F* kullanilarak gecis olasiliklar1 matrisi P“° elde
edilir.
NV IPNY ) A ()
D Dy vt D
NG PG 9] A ()
puo _| P2 Pt P
NG PG 5] A ()
plm p2m e pmm
(13)
A (k) - P .. - -
burada Piji degerlerinin hesaplanmasi i¢in asagida yer alan bagnti
kullanilir:

? S-Qin Zhang ve digerleri, “A Simplified Multivariate Markov Chain Model for the
Construction and Control of Genetic Regulatory Networks”, Proceedings of the 2nd
International Conference on Bioinformatics and Biomedical Engineering, Shanghai,
China, 2008, pp. 569-572.
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() .
i (jk)
m ’ Zf;ﬂk %0
A (k) _ (jk) i =1
pi/ik - Zf;fik '

i =1

0, geddurumlarda.
(14)

P igin tahminler bulunduktan sonra A, parametrelerinin hesaplanmasi
gerekir. Cok degiskenli MZ, x ile gosterilen bir sabit (duragan) olasilik vektoriine
sahiptir. x vektorl, her bir dizideki her bir durumun meydana gelme oraninin
hesaplanmasi ile tahmin edilebilir ve agagidaki bi¢cimde gosterilir:

F=E&0,2% .30
15)

Ayrica A, parametreleri P matrisleri ve x sabit (duragan) olasilik

vektord ile ilgili uzun dénem denge vektorii ile ilgili olarak (16) ifadesi yazilabilir.

(11 (12) (1s)
],“P A‘IZP ll;P

pa» p® . P>
e " il PO

(s1) (s2) (s5)
/ISIP ﬂ’xZP /l.sxP

(16)

(16) ifadesinden, A={A1,} parametrelerinin tahmininde asagida verilen

optimizasyon probleminin ¢oziimii bir yontem olarak verilebilir':

m
|:Z ﬂka(jk))’e(k) _)'e(/):| ‘
i

k=1

min max
A i

subject toZij =land 1, 20, Vk.
k=1

A7)

Her bir j igin (17) ile ifade edilen problem s sayida lineer programlama
problemine doniistiiriiliir.

B=[P7":" P31 olmak iizere model asagidaki bigimde

pUmzO|

yazilabilir'":

' Dongmei Zhu- Wai-Ki Ching, “A New Estimation Method for Multivariate Markov Chain
Model with Application in Demand Predictions”, The 3rd International Conference on
Business Intelligence and Financial Engineering (BIFE 2010), Hong Kong, August 13-15-
2010, pp. 126-130.

' Wai-Ki Ching- Michael K. Ng, Markov Chains: Models, Algorithms and Applications,
United States of America, Springer Science+Business Media, Inc., 2006, s. 146
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Amag fonksiyonu: minw,

(18)
W A} (v A
M.)j >3 —B| " "y 20 4B A.ﬂ
w, A W, A
Kisitlar: ! ” ! !
w. >0
J
DA, =1, 4,20, Vk.
k=1
19)
3. Uygulama

Markov zincirleri ile uygulamasi yapilan alanlarmn bir kismi i¢in c¢ok
degiskenli MZ modeli kullanilarak da uygulamalar gergeklestirilebilir. Cok
degiskenli MZ modeli ile yapilan uygulamalarin ¢ok az olmasi hatta tilkemizde yok
denecek kadar az olmasi bu alanda bir eksiklik olarak géze carpmaktadir.

Bu kisimda veri olarak Tiirkiye’de dolar kuru alis fiyat degerleri ile IMKB
Ulusal 100 Endeksi degerlerinin Ocak 2009 ile Aralik 2009 tarihleri arasinda bir yil
boyunca aylik olarak olusan degisim degerleri kullanilmstir'”. Degisim degerleri
belirlenirken Markov zincirleri yapist geregi sadece bir dnceki aym verisi dikkate
almarak veri dizileri olusturulmustur. Boylece iki tane kategorik veri dizisi elde
edilmistir. Bu dizilerin sonlu kesikli durumlu ve kesikli zamanli oldugu basit¢e
sOylenebilir.

Dolar kuru alig fiyatlar1 ve IMKB Ulusal 100 Endeksi degerlerinin
degisimleri icin ortalama artma ve ortalama azalma degerleri bulunmustur. Ortalama
artma degerinin {izerindeki artma degerleri D,, ortalama artma degerinin altindaki
artma degerleri D, , ortalama azalma degerinin {izerindeki azalma degerleri D, ve
ortalama azalma degerinin altindaki azalma degerleri D, ile sembolize edilmistir.
Artma ve azalma degerlerine gore veri dizileri S, ve S, ile ifade edilmistir.

S] :{D]’D]’D29D39D4aD49D37D2’D47D2’D27D2}’
S,={D,,D,,D,,D,,D,,D,,D,,D,,D,,D,,D,,D,}.

S, veri dizisi dolar kuru alis fiyatlarinda olusan aylik degisimleri ve S,
veri dizisi IMKB Ulusal 100 Endeksi degerlerinin degisimlerini gostermektedir. Bu

12 Tiirkiye Cumhuriyeti Merkez Bankasi, Elektronik Veri Dagitim Sistemi,
http://evds.tcmb.gov.tr/cbt.html, Erisim tarihi (02.08.2010).
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dizilere gore ¢ok degiskenli MZ modelinin dort durumlu oldugu sdylenebilir. Bu
veri dizilerine gore gecis frekansi matrisleri hesaplanmustir.

1 000 00 01
F<“>=1211 p _ 112
010 1] 020 0/
01 1 1 2100
02 1 1 1 2 0 1
F(zl)zllllveF(zz):2110
1 000 00 0 1]
0101 01 01

Yukarida elde edilen gegis frekansi matrislerinden F“V, S, dizisinin kendi
durumlari arasindaki gegislerden elde edilen gegis frekanslarmi, F* ise S, dizisi
durumlarindan S, dizisi durumlarina gegis ile elde edilen gegis frekanslarim

gostermektedir. F"® matrisinin elde edilmesi igin asagida verilen gdsterim
kullanilmustir.

S| :{Dl9D|9D2,Dg9D4’D49D33D27D4’D29D2’Dz}
o o .. 0
Sz:{D4’D3’D27D1sz’Dz’Dl’Dl’D2’D4’D47D1}

Benzer sekilde F*”, S, dizisinin kendi durumlar arasindaki gegislerden
elde edilen gecis frekanslarim, F©@" ise S, dizisi durumlarindan S, dizisi
durumlarina gecis ile elde edilen gecis frekanslarini gostermektedir.

Gegis frekansit matrislerinin normalizasyonu ile gecis olasiliklart matrisleri
hesaplanmustir.

lOOO 000l
2 3
ISR L2
f,(]]): 2 2 2 3 }3(12): 3 4 3
010l 0100
4 3 2
o L L1 2140
4 2 3 3 4
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o L 11 L
2 2 3 3 2 3

L 21y

1’5(21): 2 4 2 3 ve ﬁ(ZZ): 3 4 )

l000 000l

2 3
1 1

0 — 0 — 0100
4 3 4

S, veri dizisi ile S, veri dizisinde yer alan durumlarin meydana gelme
oranlar1 kullanilarak asagida verilen x vektorleri elde edilmistir.

. (151 1Y . (1Y
xl =TT 7x2 il B et .
612 6 4 33124
Teorik aciklamalarda m degiskeni durum sayisini gosterdiginden dolay1

m=4 ve s degiskeni kategorik dizi sayisin1 gosterdiginden dolayr s =2 ’dir. Bu
durumda j=1 ve j=2 i¢in ayr1 ayr1 ¢cdzliimler yapilmalidir.

(18) ve (19) ifadeleri ile verilen lineer programlama probleminin ¢6ziimii
icin asagidaki islemler gerceklestirilmistir:

j=1 i¢in,

Amag fonksiyonu: minw,

Kisitlar:
Wl WI
w, w,
1 Zi(l)_B[/l“\J, 1 Z_X(I)"I'B{/l“j
Wl 1’12 Wl A'IZ
Wl Wl
w, >0

Zﬂik =1=4,+4, =1, 4,4, 20.

k=1

seklinde olacaktir. Kisitlarda yer alan B matrisi ise
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L1
12 12
11 4
B =[Pz |p23™] = 234 ? seklindedir.
16 6
13 11
48 36
j =2 icin,
Amag fonksiyonu: minw,
Kisitlar:
WZ WZ
w, > 3@ _B(ﬂ?l J’ W, > _;® +B(%IJ
W, Ay W, Ay
w2 WZ
w, 20

2

D Ay =122, 4 Ay, =1, 4y, Ay, 0.
k=1

seklinde olacaktir. Kisitlarda yer alan B matrisi ise

313
g 36
17 7
B =[PV [pe3®] 418 118 seklindedir.
2 1n
3 1
16 12

(18) ve (19) ifadeleri icin j=1 ve j=2 alinarak yapilan lineer
programlama problemlerinin ¢6ziimleri ile 4 degerleri elde edilmistir.

P Ay Ay} (0,332 0,668
44,) Los o5
/A matrisi degerleri (10) ifadesinde yerine yazildiginda S, ve S, ile

gosterilen kategorik veri dizileri i¢in ¢ok degiskenli MZ modeli asagidaki bigimde
verilir:
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2 =0,332P""x" +0,668P"x”

n+l

X2 =0,5Px +0,5P 52,

n+l

4. Sonuc¢ ve Yorumlar

Cok degiskenli MZ modelinde birbirleri ile bir korelasyona sahip veri
dizileri kullanilmaktadir. Bu sayede MZ modelinde ele alinan tek kaynakli verilerin
analizine gore farkli bakig agilart ve yorumlar olusmaktadir.

Cok degiskenli MZ modeli teorisinin son on yilda gelistirilmis olmas,
uygulama alanindaki ¢calismalarin ¢ok az ve tilkemizde bu konu ile ilgili calismalarin
yok denecek kadar az olmasi konuyu ve uygulamayi incelenebilir hale getirmektedir.

Bu calismada dolar kuru alis fiyatlarinda olusan aylik degisimler ile IMKB
Ulusal 100 Endeksi degerlerinde olusan aylik degisimler iki kategorik dizi olarak ele
almip bu dizilerin birbirlerini ne oranda etkiledikleri iiclincii boliimde
hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar agagida yer almaktadir.

x degiskeni (n+1). adimda 1. dizinin yani dolar kuru alis fiyatlarinda

n+l
olugan aylik degisimlerin bir dnceki adimda 0,332 ile kendisine (x\"”) ve 0,668 ile 2.
dizi olan IMKB Ulusal 100 Endeksi degerlerinde olusan aylik degisimlere (x'*)
baglidir.

x? degiskeni (n+1). adimda 2. dizinin yani IMKB Ulusal 100 Endeksi

n+1
degerlerinde olusan aylik degisimlerin bir 6nceki adimda 0,5 ile kendisine( x'”) ve
0,5 ile 1. dizi olan dolar kuru alig fiyatlarinda olusan aylik degisimlere (x!")
baglidir.

Bu c¢alismada ¢ok degiskenli MZ modeli teorik agidan olabildigince agik
olarak ifade edilmis ve bir uygulama ile teorik yap1 anlasilabilir bir hale getirilmistir.

fleride yapilacak caligmalarda kategorik veri dizisi sayismin arttirilmasi ile
birbirini etkileyen diziler i¢cin daha belirgin sonuglar elde edilebilir. Ayrica diziyi
olusturan durum sayisinin arttiritlmasit ve gozlenen verilerin daha fazla olmasi
modelin gergege daha yakin sonuglar ortaya koyacagi diisiiniilmektedir.
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