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kaynaklar 
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MULTIVARIATE MARKOV CHAIN MODEL AND AN 

APPLICATION 

Abstract 

 Markov chains are stochastic processes with a wide range of application 
areas. In Markov chains, the examined data that belong to the system comes from a 
single source. Multivariate Markov chain model is used to show the behavior of the 
multi categorical data sequences that were produced by the same source or by 
similar sources. In this study, multivariate Markov chain model, which is based on 
Markov chains, is theoretically explained in detail. As the application, the monthly 
changes of the US Dollar buying rates and the monthly changes of the ISE National 
100 Index values are taken into consideration as two categorical sequences and it is 
revealed with multivariate Markov chain model to what degree these sequences 
affect each other. 
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Markov süreçleri 

süreçlerdir1. 

 
süreçtir2. 

Markov zincirleri hukuk (Stander v  (2006)), 
(1995)), finans 

(Aytemi
erleri 

Wakeley (2001)), mete
 

, veri tipine ve 
 nem denge) 

, tüketicilerin meyve suyu marka 
t

diziler

 de 
(soda, gazoz, ay

â
 

 
 

Üçüncü 

 

                                                 
1  R.I. Levin ve d Quantitave Approaches to Management, Fifth Edition, Tokyo, 
Mc-Graw-Hill, 1982, s.47  
2  Sheldon M. Ross, Introduction to Probability Models, 10th Edition, United States of 
America, Academic Press, 2009, s.192 
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ri 

2.1. Markov Zinciri 

denir3

4. 

{0,1,2,...}t N  parametreleri ile 

{ , }tX t N  bir ailesidir. Bir Markov s

Markov süreci arkov süreci 
süreç olur ve bir Markov Zinciri (MZ) olarak  

Genel olarak kategorik bir veri dizisi 1 2 3, , ,..., Tx x x x  vektörlerinin bir dizisi 

ile gösterilir. Bu ifadede yer alan T  k  
durumunda ise i kx e ke  Girdi için birim vektördür). m  

 

1 0 1 11 0 1 1( , ,..., ) ( ), .
t t t tt x x x t x t x t x iP x e x e x e x e P x e x e x M          

(1) 

 

11( )
n nn x n xP x e x e                 

(2) 

 

n ’den 1n i  
durumundan j  

n   

1( ), , .ij n i n jp P x e x e i j M               

(3) 

                                                 
3  Tuncay Can, 

 
4  Sheldon M. Ross, Stochastic Processes, Second Edition, New York: Jhon Wiley & Sons 
Inc., 1996, s.7 
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ijp  P  

 

i. 0 1, ,ijp i j M               (4) 

ii. 
1

1, .
m

ij
i

p j M               (5) 

 

Öneri 1: P  P ’nin tüm 
5.  

Öneri 2: A  matrisi m  dereceli ve indirgenemeyen bir kare matris olsun. 
 

 

i. A , max ( )k k A  

sahiptir. Burada ( )k A , A .k   

ii. Az z  olacak biçimde girdileri reel ve pozitif olan bir z  vektörü 
 

iii. , A  
 

Pz z  olacak biçimde pozitif bir 
z  z  

 

 
1

1.
m

i
i

z                  

(6) 

iz , i   

 

modeldir6. Her biri m  adet durum içeren s  adet kategorik dizi ve ( )k
nx , n  

                                                 
5 Wai- Multivariate Markov Chain Model for Categorical Data 
Sequences and Its Applications in Demand Predictions”, IMA Journal of Management 
Mathematics, Vol. 13, 2002, pp. 187-199. 
6 Jun-ichi Maskawa, “Multivariate Markov Chain Modeling for Stock Markets”, Physica A, 
Vol. 324, 2003, pp. 317-322. 
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.k  .k  dizi n  j  

d 7: 

( ) (0,...,0,1,0,...,0) .k T
n jx e                

(7) 

 

( ) ( ) ( )
1

1

, 1, 2,...,
s

j jk k
n jk n

k

x P x j s                

(8) 

(8  

0, 1 ,jk j k s  ve 
1

1, 1, 2,..., .
s

jk
k

j s              

(9) 

1.n  .k  ( ) ( )jk k
nP x

( )jkP , .k  .j  dizinin 
( )k
nx , .n  .k  

8  

(1) (11) (12) (1 ) (1)
1 11 12 1

(2) (21) (22) (2 ) (2)
1 21 22 2

1

( ) ( 1) ( 2) ( ) ( )
1 1 2

s
n s n

s
n s n

n n

s s s ss s
n s s ss n

x P P P x

x P P P x
x Qx

x P P P x

  

veya 1n nx Qx                

(10) 

Öneri 3: 1 ,j k s  jk >0 ise Q  

sahiptir ve Q  

Öneri 4: 1 ,j k s  için jk >0 ve  ( )jkP

x Qx  ve  

                                                 
7 Wai-Ki C , “A New Multivariate Markov Chain Model with Applications to 
Sales Demand Forecasting”, International Conference on Industrial Engineering and 
Systems Management IESM 2007, Beijing – China, May 30-June 2-2007, pp. 1-8. 
8 Shu-Qin Zhang  “Construction and Control of Genetic Regulatory Networks: A 
Multivariate Markov Chain Approach”, J. Biomedical Science and Engineering, Vol. 1, 
2008, pp. 15-21. 
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( )

1

[ ] 1,1
m

j
i

i

x j s               

(11) 

olacak biçimde bir (1) (2) ( )[ , , , ]s Tx x x x   

2.3. Model Parametrelerinin Tahminleri 

Model parametrelerinin hesaplanabilmesi için her bir veri dizisinin 
 veri dizilerinde .k  

dizideki durumlardan .j  

9. 

   ( )

j k

jk
i if , ( ){ }k

nx  dizisindeki ki  durumundan ( ){ }j
nx  dizisindeki ji  durumuna 

 

( ) ( ) ( )
11 21 1
( ) ( ) ( )

( ) 12 22 2

( ) ( ) ( )
1 2

.

jk jk jk
m

jk jk jk
jk m

jk jk jk
m m mm

f f f

f f f
F

f f f

             

(12) 

( )jkF  ( )jkP  elde 
edilir. 

 

( ) ( ) ( )
11 21 1
( ) ( ) ( )

( ) 12 22 2

( ) ( ) ( )
1 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ

jk jk jk
m

jk jk jk
jk m

jk jk jk
m m mm

p p p

p p p
P

p p p

             

(13) 

burada ( )ˆ
j k

jk
i ip  

 

                                                 
9 S-Qin Zhang , “A Simplified Multivariate Markov Chain Model for the 
Construction and Control of Genetic Regulatory Networks”, Proceedings of the 2nd 
International Conference on Bioinformatics and Biomedical Engineering, Shanghai, 
China, 2008, pp. 569-572. 
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( )

( )

( ) ( ) 1

1

, 0
ˆ

0, di

j k

j k

k

j k j k

k

jk
m

i i jk
i im

jk jk i
i i i i

i

f
f

p f              

(14) 

( )jkP  için tahminler bulunduktan sonra jk  

x  ile gösterilen bir ne 
sahiptir. x  

 

(1) (2) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , ) .s Tx x x x               

(15) 

jk  parametreleri ( )jkP  matrisleri ve x  

vektörü ile ilgi  

(11) (12) (1 )
11 12 1

(21) (22) (2 )
21 22 2

( 1) ( 2) ( )
1 2

ˆ ˆ

s
s

s
s

s s ss
s s ss

P P P

P P P
x x

P P P

            

(16) 

(16) ifadesinden, { }jk  

optimizasyon probleminin çözümü bir yöntem olarak verilebilir10: 

( ) ( ) ( )

1

1

ˆ ˆ ˆmin max

subject to 1,and 0, .

m
jk k j

jk
i

k i

s

jk jk
k

P x x

k

            

(17) 

Her bir j  için (17) ile ifade edilen problem s  lineer programlama 

 

( 1) (1) ( 2) (2) ( ) ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ ]j j js sB P x P x P x  
11: 

                                                 
10 Dongmei Zhu- Wai-Ki Ching, “A New Estimation Method for Multivariate Markov Chain 
Model with Application in Demand Predictions”, The 3rd International Conference on 
Business Intelligence and Financial Engineering (BIFE 2010), Hong Kong, August 13-15-
2010, pp. 126-130. 
11 Wai-Ki Ching- Michael K. Ng, Markov Chains: Models, Algorithms and Applications, 
United States of America, Springer Science+Business Media, Inc., 2006, s. 146 
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Amaç fonksiyonu: min jw               

(18) 

 

1 1

2 2( ) ( )

1

ˆ ˆ,

0

1, 0, .

j j j j

j j j jj j

j js j js

j

s

jk jk
k

w w

w w
x B x B

w w

w

k

          

(19) 

3. Uygulama 

Markov 

 

12

söylenebilir. 

1D

2D 3D  ve 

4D  ile sem

1S  ve 2S   

1 1 1 2 3 4 4 3 2 4 2 2 2{ , , , , , , , , , , , },S D D D D D D D D D D D D  

2 4 3 2 1 2 2 1 1 2 4 4 1{ , , , , , , , , , , , }.S D D D D D D D D D D D D  

1S  2S  

                                                 
12 
http://evds.tcmb.gov.tr/cbt.html, (02.08.2010).  



 

 585 

 

(11)

1 0 0 0

1 2 1 1

0 1 0 1

0 1 1 1

F , (12)

0 0 0 1

1 1 1 2

0 2 0 0

2 1 0 0

F ,  

 

(21)

0 2 1 1

1 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 1

F  ve (22)

1 2 0 1

2 1 1 0

0 0 0 1

0 1 0 1

F . 

(11)F , 1S  dizisinin kendi 
(12)F  ise 2S  dizisi 

1S  

göstermektedir. (12)F  
 

1 1 1 2 3 4 4 3 2 4 2 2 2

2 4 3 2 1 2 2 1 1 2 4 4 1

{ , , , , , , , , , , , }

{ , , , , , , , , , , , }

S D D D D D D D D D D D D

S D D D D D D D D D D D D

 

(22)F , 2S  
(21)F  ise 1S  2S  dizisi 

mektedir. 

 

(11)

1
0 0 0

2
1 1 1 1

2 2 2 3ˆ
1 1

0 0
4 3
1 1 1

0
4 2 3

P , (12)

1
0 0 0

3
1 1 2

1
3 4 3ˆ

1
0 0 0

2
2 1

0 0
3 4

P , 
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(21)

1 1 1
0

2 2 3
1 1 1 1

2 4 2 3ˆ
1

0 0 0
2

1 1
0 0

4 3

P  ve (22)

1 1 1
0

3 2 3
2 1

1 0
3 4ˆ

1
0 0 0

3
1

0 0 0
4

P . 

1S  veri dizisi ile 2S  

x   

1 2

1 5 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ, , , , , , , .

6 12 6 4 3 3 12 4

T T

x x  

m  durum 
4m  ve s   kategorik 2s ’dir. Bu 

durumda 1j  ve 2j   

(18) ve (19) ifadeleri ile verilen lineer programlama probleminin çözümü 
 

1j  için, 

Amaç fonksiyonu: 1min w  

 

1 1

1 11 1 11(1) (1)

1 12 1 12

1 1

ˆ ˆ,

w w

w w
x B x B

w w

w w

 

1

2

1 11 12 11 12
1

0

1 1, , 0.k
k

w

 

B  matrisi ise  
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(11) (1) (12) (2)

11

1212
411

924ˆ ˆˆ ˆ[ ]
3 1

16 6
13 11

48 36

B P x P x   

2j  için, 

Amaç fonksiyonu: 2min w  

 

 

2 2

2 21 2 21(2) (2)

2 22 2 22

2 2

ˆ ˆ,

w w

w w
x B x B

w w

w w

 

2

2

2 21 22 21 22
1

0

1 1, , 0.k
k

w

 

B  matrisi ise  

(21) (1) (22) (2)

3 13

8 36
17 7

48 18ˆ ˆˆ ˆ[ ]
1 1

12 12
3 1

16 12

B P x P x   

(18) ve (19) ifadeleri için 1j  ve 2j  

programlama problemlerinin çözümleri ile   

11 12

21 22

0,332 0,668

0,5 0,5
 

 1S  ve 2S  ile 

verilir: 
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(1) (11) (1) (12) (2)
1

ˆ ˆ0,332 0,668n n nx P x P x  

(2) (21) (1) (22) (2)
1

ˆ ˆ0,5 0,5 .n n nx P x P x  

4. Sonuç ve Yorumlar 

 

 

 üçüncü bölümde 
 

(1)
1nx  ( 1).n  

(1)
nx ) ve 0,668 ile 2. 

(2)
nx ) 

 

(2)
1nx  ( 1).n  

da 0,5 ile kendisine( (2)
nx ) ve 

(1)
nx ) 

 

olarak ifade  
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