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Oz

Bu ¢alismada, Boole yakin halka kavram yakin halkalarin ideallerine genisletilerek Boole ideal kavrami tanimlanmuigtir.
Elde edilen yeni tanimla birlikte Boole idealler ile literatiirdeki diger yapilar arasindaki iliskiler incelenmistir. Her Boole
idealin ayn1 zamanda bir IFP ideal oldugu ancak tersinin dogru olmadig: ispatlanmistir. Yine, Boole yakin halkalarin
sifirlayan ideallerinin de Boole ideal oldugu ispatlanmistir. Ayrica, kendisi Boole olmadig1 halde Boole ideale sahip gesitli
yakin halkalar 6rnek olarak incelenmistir. Son olarak, verilen bir Boole halkadan Boole yakin halka elde etme yontemi
ile bir Boole yakin halka elde edilmistir.
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Abstract

In this paper, the concept of Boolean near ring extended to ideals of near-rings, called Boolean ideals. With the obtained
new concept the relationships between Boolean ideals and the other concepts in the literature have been examined. It has
been proved that a Boolean ideal is also an IFP ideal but the converse is not true. Also, it has been proved that annihilator
ideals of Boolean near-rings are Boolean ideals. Moreover it has been examined that some examples to illustrate some
near rings, which is not a Boolean near-ring, but have Boolean ideals. Finally, a Boolean near ring has been obtained
from a given Boolean ring through the method of obtaining a Boolean near ring.

Keywords: Boolean ideal, Boolean near ring, Near ring

*® Funda TASDEMIR; funda.tasdemir@bozok.edu.tr; Tel: (0354) 242 10 21; orcid.org/0000-0002-0349-3686
*orcid.org/0000-0001-9162-8693

ISSN: 2146-538X http://dergipark.gov.tr/gumusfenbil



Tas ve Tasdemir / GUFBED 8(1) (2018) 164-172

1. Giris

Genellestirilmis halkalar olan yakin halkalara ilk
adim, 1905 senesinde Dickson tarafindan
atilmistir. Dickson (1905), giiniimiizde yakin cisim
adi verilen dagilma Ozelliginin tek tarafli
saglandigi cisimlerin varligim1 kanitlamigtir.

Yakin halkalar, ilk islemin degismeli olmasi
gerekmedigi ve ikinci islemin ilk iglem f{izerine
dagilma yoniiniin tek yonlii oldugu bir yapidir
(Pilz, 1983). Bu iki 6zellikten dolay:r halkalarda
bilinen cogu kavram yakin halkalarda farklilik
gostermistir. Bu nedenle, yakin halkalar, bir¢ok
matematikei i¢in biiylik bir arastirma konusu olmus
ve halen de olmaktadir (Juglal vd., 2010; Sezgin
vd., 2011; Tasdemir vd., 2011; Tasdemir vd.,
2013).

Halka teorisinde onemli bir rol oynayan Boole
halkalar, tim elemanlar1 esgii¢lii olan halkalardir
(Hungerford, 2003). Boole halkalar, halka
teorisinde kullanigli sonuglarin ortaya ¢ikmasina
yol agmigtir. Bunlar, Boole halkalarin degismeli
olmasi, ilk isleme gore her elemanin tersinin
kendisine esit olmasi, alt halkalarinin ve
homomorfik goriintiilerinin de Boole olmasi, asal
ideallerinin ayni1 zamanda maksimal ideal olmasi
gibi pek ¢ok kullanish 6zelliklerdir.

Halkalardaki Boole olma 6zelligi yakin halkalara
aktarilarak Boole yakin halkalar tanimlanmistir
(Pilz, 1983). Ancak, yakin halkanin tanimindan
dolay1, Boole yakin halkalarda Boole halkalarda
elde edilen baz1 sonucglara ulasilamaz. En temel
olarak, Boole halkalar degisme 0&zelligini
sagliyorken Boole yakin halkalarda bu durum s6z
konusu degildir. Ancak Boole yakin halkalar sag
degismeli(zayif degismeli) yakin halkalardir
(Hansen ve Luh, 1989).

Halkalardaki pek ¢ok kavramin yakin halkalara
genisletilmesiyle elde edilen farkli sonuglar
nedeniyle, Boole yakin halka yapisinin da ideallere
genisletilmesi merak konusu olmustur. Bu nedenle,
bu calismada, Boole yakin halka kavrami ideal
yapisina genigletilerek ilk kez Boole ideal
tanimlanmistir. Bu tanimla, Boole yakin halkalarin
tiim ideallerinin Boole ideal oldugu, kendisi Boole
olmadigi halde ideali Boole olabilen yakin
halkalarin oldugu orneklerle gosterilmistir. Yine,
Boole ideallerin, literatiirde 6nemli bir yer tutan
IFP idealler ve asal idealler ile iliskisi
incelenmistir. Ustelik Boole yakin halkalarin
sifirlayan ideallerinin de Boole ideal oldugu
ispatlanmistir. Son olarak, Clay ve Lawyer (1969)
tarafindan verilen yakin halka elde etme metodu
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sag yakin halkalara uygulanarak birimli bir Boole
halkadan Boole yakin halka elde edilmistir.

2. Temel Bilgiler

Tanim 2.1. (Pilz, 1983) Bostan farkli bir R kiimesi
iizerinde iki ikili islem “+” ve “.”” olsun. Eger,
a) (R, +) degismeli olmas1 gerekmeyen bir grup,

b) (R,") bir yar1 grup,

¢) Va, b, c € R igin agsagidaki iki dagilma
Ozelliginden en az birisi saglaniyor ise

Y)(a+b)-c=a-c+b-c veya
ia(b+c)=a-b+a-c

(R, +,7) u¢liistine bir yakin halka denir.

Eger (a), (b) ve (i) sart1 saglaniyorsa, R’ye bir sag
yakin halka, (a), (b) ve (ii) sart1 saglaniyorsa, R’ye
bir sol yakin halka denir. Yani, dagilma 6zelliginin
yonii, yakin halkanin sag yakin halka ya da sol
yakin halka olmasim belirler.

Bu ¢alisma boyunca R, bir sag yakin halkay1 ifade
edecektir. Normal alt grup, yakin halka
homomorfizmi  (epimorfizmi), bdlim yakin
halkasi, birimli yakin halka, degismeli yakin halka,
asikar ideal gibi kavramlar halka teorideki
tanimlara benzer sekilde tanimlanmaktadir.
Tanimlan verilmeyen diger kavramlar i¢in Pilz’e
ait ‘Near-rings’ (Pilz, 1983) kitab1 temel kaynak
olarak verilmistir.

Ornek 2.2. (Pilz, 1983) G bir grup olmak iizere
M(G) = {f: GG | f fonksiyon}

ile tamimlanan kiime, fonksiyonlarda toplama ve
bileske islemleri ile bir yakin halkadir.
(Fonksiyonlarda bileske isleminin fonksiyonlarda
toplama iglemi {lizerine soldan dagilma o&zelligi
saglanmadigindan bir halka degildir).

Tamm 2.3. (Pilz, 1983) R, ={r € R|r0 = 0}
kiimesine R yakin halkasinin sifir-simetrik kism,

R.={reR|r0=r}={r e R|Vr' € Rigin
kiimesine R yakin halkasinin sabit kismu1 denir.

Ryve R, birer yakin halka olup, R = R,ise
R yakin halkasina sifir-simetrik yakin halka, R =
R, ise R yakin halkasina sabit yakin halka denir.
Tamim 2.4. (Pilz, 1983) R bir yakin halka ve I,
R’nin bir normal alt grubu olsun. Bu durumda,
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a) IR cI
b)Va,b € RveVi €l igin, a(b+i)—ab €l

sartlar1 saglaniyorsa, I’ya R yakin halkasinin bir
ideali denir ve I < R ile gosterilir. Eger, sadece a)
sart1 saglantyorsa I, R’nin bir sag ideali, sadece b)
sart1 saglaniyorsa I, R’nin bir sol idealidir ve
sirastyla I <, R ve I <; R ile gosterilir.

Tarmim 2.5. (Holcombe, 1970; Booth vd., 1990;
Groenewald, 1991) P < R olmak iizere; Vx € R
igin xRx € P (x% € P) iken x € P ise P’ye 3-
yari-asal (c-yart asal) ideal denir.

Onerme 2.6. (Booth ve Groenewald, 1996) R sifir-
simetrik bir yakin halka ve P <R olsun. Bu
durumda, P c-yari-asal= P 3-yari-asal= P 2-
yari-asal= P l-yari-asal = P 0-yari-asaldir.

Tanmim 2.7. (Ramakotaiah ve Rao, 1979) a,b € R
icin,ab = 0olmast her r€R igin arb=0
olmasini gerektiriyorsa R yakin halkasina araya
carpan alma Ozelligini sagliyor veya kisaca IFP
(Insertion-of-Factors Property) yakin halka denir.

Eger P <R ve R/P bir IFP yakin halka ise bu
durumda P’ye R’nin [FP ideali adi verilir
(Atagiin, 2010).

Tanmim 2.8. (Birkenmeier ve Heatherly, 1989)
Vx,y,Z € Ricinxyz = xzy ise R’ye sag degismeli
yakin halka denir.

Tanmim 2.9. A ve B; R yakin halkasinin iki alt
kiimesi olmak tizere. (A:B)g = {r ER : vB C A}
ile tanimlanir. Ozel olarak (0:B)z ={r €R:
rB = 0} kiimesine B kiimesinin sifirlayan: denir.
Kisalik agisindan (0: B)z = (0: B) ve (0:{x})r =
(0:x) ile gosterilir.

Uciincii  bolimde, Boole ideallerin  tanimini
vermeden once Boole yakin halkalar ile ilgili temel
tanim ve teoremler incelenmistir.

3. Boole Yakin Halkalar

Tarmim 3.1. (Pilz, 1983) R bir yakin halka olsun.
x € R igin, x? = x ise R’ye bir Boole yakin halka

denir. Yani her elemani esgii¢liidiir.

Ornek 3.2. X herhangi bir kiime ve P(X), X’in
kuvvet kiimesi olsun. Bu durumda, (P(X),A,Nn)
birimli, degismeli bir Boole yakin halkadir.
Gergekten, A,B,C € P(X) i¢in, AAB € P(X) ve
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simetrik ~ fark islemi  birlesme  Gzelligini
sagladigindan (P(X),A) bir yar1 gruptur. @ birim
eleman ve her elemanin tersi kendisine esittir.
Boylece (P(X),A) bir gruptur. (P(X),Nn) nin bir
yar1 grup oldugu ve sagdan dagilma 6zeligi kesisim
ve simetrik fark islemlerinin Ozelliklerinden
aciktir.  Buradan, (P(X),A,n) bir yakin
halkadir(iistelik halkadir). (P(X),A,N) degismeli
ve birimi X olan birimli bir yakin halkadir. Ayrica,
her A€P(X) icin A2=ANA=A olup
(P(X),A,n) bir Boole yakin halkadir.

Ornek 3.3. My(Zy) = {f € M(Z,) | f(0)= o}
kiimesi fonksiyonlarda toplama ve bileske
islemleri ile bir Boole yakin halkadir. My(Z,) nin
bir yakin halka oldugu Ornek 2.2 ve Tanim 2.3’den
aciktir. Diger taraftan, My(Z,) yakin halkasinin
elemanlar1 belirlenerek her f € My (Z,) igin f2 =
fof =f oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece
M, (Z,) bir Boole yakin halkadir.

Ornek 3.4. Her sabit yakin halka sag degismeli bir
Boole yakin halkadir. Gergekten, x,y,z € R, ve R
bir sabit yakin halka ise, xyz = x ve xzy = x
olup xyz = xzy yani R sag degismelidir. Diger
taraftan, R sabit yakin halka oldugundan x? =
x.x = x buradan x? = x yani R Boole dir.

Onerme 3.5. R bir Boole yakin halka olsun. Bu
durumda bir S alt yakin halkas1 da Boole yakin
halkadir. Ustelik T bir yakin halka ve I1: R — T bir
yakin halka epimorfizmi olmak iizere. T de bir
Boole yakin halkadir.

Ispat: S, R yakin halkasinin alt yakin halkasi
oldugundan. x € Sise, x € R dir. R bir Boole yakin
halka oldugundan R’nin dolayisiyla S’nin her
eleman1 esgiicliidiir. Boylece, S, Boole yakin
halkadir. Diger taraftan, [1: R — T bir yakin halka
epimorfizmi oldugundan, t € T ise 3r € R igin,
t = I(r)’dir. Buradan,

t2 = II(r).TI(r)

=T1(r?)

= [I(r)

=t
Yani, T’nin her eleman: esgiiglii boylece; T Boole
yakin halkadir.

Boole halkalar degismeli iken ayni durum yakin
halkalar i¢in gecerli degildir. Ancak asagidaki
teorem vardir.

Teorem 3.6. (Hansen ve Luh, 1989) Her Boole
yakin halka sag degismelidir.
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Onerme 3.7. Her Boole yakin halka bir IFP yakin
halkadir.

ispat: R bir Boole yakin halka, a,b,r € R

icin ab = 0 olsun. Bu durumda Teorem 3.6’dan
arb = abr = O0r = 0 olur. Buradan R, bir IFP
yakin halkadir.

Onerme 3.8. R bir Boole yakin halka ve P < R
olmak iizere R / p de bir Boole yakin halkadr.

Ispat: R bir yakin halka oldugunda R / p nin de bir
yakin halka oldugu agiktir. Diger taraftan, x + P €
R/p igin, (x +P)2 = (x+P).(x +P) =x.x +
P = x? + P = x + P dir. Buradan R/P bir Boole
yakin halkadir.

Boole yakin halkalar ideal yapisina genisletilerek
Boole ideal tanimlanmustir.

4. Boole idealler

Tanim 4.1. R bir yakin halka ve P < R olsun.
Eger, R / p bir Boole yakin halka ise P’ye R’nin bir
Boole ideali denir.

Onerme 4.2. R bir yakin halka ve P < R olsun.
P’nin Boole ideal olmasi igin gerek ve yeter sart
her x € R icin, x2 —x € P olmasidur.

Ispat: P bir Boole ideal olsun. Bu durumda R / p bir

Boole yakin halkadir. Yani, herx + P € R / p i¢in,
x+P=x+P)?=x+P).(x+P)=x.x+
P=x%*+P olur. Bu esitlikten x2—x€P
bulunur. Diger taraftan her x € R i¢inx? —x € P
isex+P=x24+P=(x.x+P)=(x+P).(x+
P) = (x + P)? olup R/ p bir Boole yakin halka
olup P, R ’nin bir Boole idealidir.

Sonug¢ 4.3. R’nin Boole yakin halka olmasi i¢in
gerek ve yeter sart {0} < R Boole ideal olmasidir.

Ispat: R bir Boole yakin halka olsun. Bu durumda
her x € R icin, x? = x dir. Buradan, x% — x =
0 € {0}. Buradan {0}, R'nin bir Boole idealdir.
Diger taraftan, {0} < R Boole ideal ise her x € R
icin, x? —x € {0} yani x? = x olup R bir Boole
yakin halkadir.

Sonug¢ 4.4. R bir sabit yakin halka olmak iizere,
P < R ise, P Boole idealdir.
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Ispat: R bir sabit yakin halka ve x € R ise, x% =

x.x=x olup x2—x=0€P dir. Boylece,
Onerme 4.2°den P Boole idealdir.

Sonug 4.5. R bir Boole yakin halka ise R’nin tim
idealleri Boole idealdir.

Ispat: R bir Boole yakin halka ve P <R
olsun.Vx € R i¢in x? =x oldugundan x? —

x = 0 € P olup P bir Boole idealdir.

Asagidaki oOrneklerde, kendisi Boole olmadigi
halde Boole ideale sahip yakin halkalar verilmistir.

Ornek 4.6, R =1{0,1,23,45,6,7} kiimesi,
lizerinde toplama ve g¢arpma islemleri asagidaki
tablolar ile verilen bir yakin halkadir (Pilz, 1983).

+10 1 2 3 4 5 6 7
o0 1 2 3 4 5 6 7
11 2 3 0 5 6 7 4
212 3 01 6 7 4 5
313 01 2 7 4 5 6
414 7 6 5 0 3 2 1
515 4 7 6 1 0 3 2
6|6 5 4 7 2 1 0 3
717 6 5 4 3 2 1 0
.10 1 2 3 4 5 6 7
o0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 2 3 4 5 6 7
210 2 0 2 0 0 0 0
310 3 21 4 5 6 7
410 4 2 6 4 0 6 2
510 5 0 5 0 5 0 5
610 6 2 4 4 0 6 2
710 7 0 7 0 5 0 5

R bir yakin halkadir ancak halka degildir (3 + 4 =
7 fakat 4 + 3 = 5 oldugundan halkanin ilk 6zelligi
olan ilk isleme gore degismeli olma Ozelligi
saglanmaz). 22 =0 oldugundan V x € R icin
x% = x saglanmadigindan R bir Boole yakin halka
degildir. Ancak P ={0,2,5,7} R’nin bir ideali
olmak iizere V x € R icinx? —x € P = {0,2,5,7}
olup P bir Boole idealdir. Gergekten, x €
{0,1,2,3,4,5,6,7} i¢in 02—-0=0, 12—-1=1-—
1=0,22-2=042=2,32-3=1+1=2,
4> -4=4-4=0, 52-5=5-5=0, 6%—
6=6-6=0,72—7=5+7=2dir

Ornek 4.7. R = {0,1,2,3,4,5,6,7} kiimesi asagidaki
tablolardaki toplama ve carpma islemleri ile verilen
bir yakin halkadir (Pilz, 1983).



Tas ve Tasdemir / GUFBED 8(1) (2018) 164-172

+ |0 I 2 3 4 5 6 7
0 0o 1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 0 5 o6 7 4
2 12 3 0 I 6 7 4 5
3 30 1 2 7 4 5 6
4 4 7 6 5 0 3 2 1
5 5 4 7 6 1 0 3 2
6 6 5 4 7 2 1 0 3
7 7 6 5 4 3 2 10
.10 1 2 3 4 5 6 7
010 0 0 0 0 0 0 0
710 1 0 I 0 1 1 0
210 2 0 2 0 2 2 0
310 3 0 3 0 3 3 0
4 |4 4 4 4 4 4 4 4
514 5 4 5 4 5 5 4
6 |14 6 4 6 4 6 6 4
714 7 4 7 4 7 7 4

R; Ornek 4.6’da oldugu gibi ilk isleme gore
degismeli olma Ozelligi saglanmadigindan halka
degildir. 22 = 0 oldugundan Vx € R igin x? =
x saglanmadigindan (R, +,.) Boole olmayan bir
yakin  halkadir. Ancak, P = {0,1,2,3} < R bir
Boole idealdir (x € {0,1,2,3,4,5,6,7} icin 02 — 0 =
0,12-1=1-1=0,22-2=0+2=2,32—
3=3-3=0, 42 -4=4-4=0, 5°-5=
5—-5=0, 6°—-6=6—-6=0, 72—-7=4+
7=1).

Ornek 4.8. (Zg,+) toplamsal grubu iizerinde
asagidaki tablo ile verilen ¢arpma islemi altinda
(Zg, +,.) bir yakin halkadir (Sezgin vd., 2011).

LW DWW
AN W N~ O~
~ N W R O
LW D W DWW
AN W N~ DN
~ N W R L

AN W N~ D

Ancak, 3. (4 + 2) = 3.0 = 3 iken (3.4) + (3.2) =
34+3=0 dir. Bu durumda, soldan dagilma
ozelligi saglanmayip (Zg,+,.) nin bir halka
olmadig1 agiktir. R = (Zg, +,.) bir Boole yakin
halka degildir ancak P; ={0,3} ve P, =
{0,2,4} R’nin iki ideali olmak fiizere, P, Boole
ideal olmadigi halde P, bir Boole idealdir.
Gergekten, V x € R igin x? — x € P, oldugundan
(x €{0,1,2,3,45}i¢in 02—-0=0,12-1=1—
1=0,22-2=4+4=2,32-3=3-3=0,
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42 —4=4-4=0,5>-5=1+1=2) P, bir
Boole ideal iken x =2igin 22—-2=2¢P,
oldugundan P; Boole ideal degildir.

Ornek 4.9. R, S5 simetrik grubu iizerinde asagidaki
tablolar ile verilen toplama ve ¢arpma islemleri
altinda bir yakin halka olsun (Pilz, 1983).

+ |0 1 2 3 4 5
0 o 1 2 3 4 5
1 10 5 4 3 2
2 2 4 0 5 1 3
3 35 4 0 2 1
4 4 2 3 1 5 0
5 5 3 1 2 0 4
. o 1 2 3 4 5
0 o 0 0 0 0 0
1 11 1 1 1 1
2 11 3 2 1 1
3 /11 2 3 1 1
4 o 0 5 4 0 0
5 0o 0 4 5 0 0

Burada, S; = {e, (12),(13),(23),(123),(132)}
ve 0-e 1-(23), 2-(13), 3> (12),
4 - (132), 5> (123) dir. Ik isleme gore
degisme 0Ozelligi saglanmadigindan halka degildir.
R’nin idealleri P = {0,4,5} ve asikar ideallerdir.
42 =0 oldugundan R bir Boole yakin halka
degildir ancak P ={0,4,5} R’nin bir Boole
idealidir (x € {0,1,2,3,4,5} i¢in 02 —0 =0, 12 —
1=1-1=0, 22-2=3+2=4, 32-3=
3—-3=0, 42-4=0+4+5=5, 52-5=0+
4 = 4).

Asagidaki onermeler ile yakin halkalarda Boole
idealler ile [FP idealler arasindaki iligkiler
incelenmigtir.

Onerme 4.10. R bir yakin halka ve P < R olsun.
Eger P, Boole ideal ise [FP idealdir.

Ispat: P, R’nin bir Boole ideali ise bu durumda
R/ p bir Boole yakin halkadir. Onerme 3.7’den

R / p [FP yakin halkadr. R / p IFP yakin halka
1se, IFP ideal tanmmindan P [FP idealdir.

Onerme 4.10’un tersi genelde dogru degildir. Yani,
her IFP ideal bir Boole ideal degildir. Asagidaki
ornek bunu gosterir.
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Ornek 4.11. R = {0,1,2,3} Klein-4 grubu iizerinde,
asagidaki tablolar ile verilen islemler altinda bir
yakin halkadir (Pilz, 1983).

+ o 1 2 3
0 o 1 2 3
1 7 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0
. o 1 2 3
0 0o 0 0 0
1 1 1 1 1
2 0o 0 0 2
3 /1 1 3

Ancak, 3.(1+2) =33 =3iken(3.1) + (3.2) =
1+ 1 =0 oldugundan, soldan dagilma ozelligi
saglanmaylp (R,+,.) mmn bir halka olmadig
aciktir. R’nin idealleri {0},{0,1},{0,2} ve R dir.
Burada, {0,1} ideali bir /FP idealdir ancak Boole
ideal degildir. Gergekten, x = 2i¢in22 —2 =0 —
2=0+2=2¢{0,1} oldugundan {0,1} Boole
ideal degildir.

Sonug¢ 4.12. R Boole yakin halka ve P < R olsun.
Bu durumda P, IFP idealdir.

Ispat: R bir Boole yakin halka ise Sonug 4.5’den
tiim idealleri Boole idealdir. Onerme 4.10°dan tiim
1dealleri IFP’dir.

Onerme 4.13. R bir yakin halka ve P < R olsun.
P, Boole ideal ise ayn1 zamanda c-yar1 asaldir.

Ispat: a € R i¢in, a? € P olsun. P, Boole ideal
oldugundan a? —a € P’dir. Buradan, a? € P
oldugundan a € P ’dir. Boylece, P c-yar1 asal
idealdir.

Sonu¢ 4.14. R yakmn halka ve P < R olsun. P,
Boole ideal ise ayn1 zamanda 3-yar1 asaldir.

Ispat: P Boole ideal ise Onerme 4.13’den P c-yari
asal idealdir. Ustelik Onerme 2.6’dan P c-yar1 asal
ideal ise 3-yar1 asal idealdir.

Onerme 4.15. R bir Boole yakin halka olsun. Bu
durumda, x € R i¢in, (0:x),R’nin bir Boole
idealidir.

Ispat: Onerme 3.7°den R bir Boole yakin halka
ise, bir IFP  yakin halkadir. Ustelik
R bir [FP yakin halka isex € R i¢in (0:x) <
R ‘dir (Pilz, 1983). Bu durumda, (0: x)’in R’nin bir
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Boole ideali oldugunu gostermek igin, a € R
olmak tizere a® —a € (0:x) oldugu
gosterilmelidir. R bir Boole yakin halka
oldugundan a? —a =0 dir. Bu durumda x €
Ricin, (a®>—a).x=0 olup a?—ac€ (0:x)
bulunur. Boylece, (0: x) R’nin bir Boole idealidir.

Onerme 4.16. R, bir Boole yakin halka olsun. S €
R ise, (0:S) R’nin bir Boole idealidir.

Ispat: Onerme 3.7°den R, bir Boole yakin halka ise
R, aym zamanda bir IFP yakin halkadir. Ustelik R
bir IFP yakin halka ise § € R i¢in (0:S) < R ‘dir
(Pilz, 1983). R Boole yakin halka oldugundan x €
R igin, x2 =xolup x2—x =0 ’dir. Bdylece
SCR igin, (x?—x).5=0 yani (x2—x)€
(0:5) dir.

5. Boole Halkadan Boole Yakin Halka Elde
Etme Metodu

Son olarak, Clay ve Lawyer (1969) tarafindan
verilen yakin halka elde etme metodu sag yakin
halkalara uygulanarak birimli bir Boole halkadan
Boole yakin halka elde edilmistir. Boole
halkalardan elde edilen bu yakin halkalara oze/
Boole yakin halkalar denir. Oncelikle bu ydntem
verilmistir.

(B, +,A) birimi “1” olan bir Boole halka ve a": a +
1 olmaktizere a V b: (a’ A b") ile tanimlansin. x €
B ise a,b € B igin, *, iglemi a *, b:a A (b V x)
olarak tanimlandiginda (B, +,*,) sag degismeli bir
Boole yakin halkadir. Ustelik x = 0°dir gerek ve
yeter sart (B, +,*,.) bir Boole halkadir.

Ispat:
a) (B,+)’nin grup oldugu (B,+,A) nin halka
olmasindan aciktir.

b) (B,*,) bir yar1 gruptur., V a, b, ¢ € B i¢in,

axy (bxgc)=ax* [bA(cVx)]
=aAn{[bA(cVx)]Vx}
=aA[(bVx)A(cVx)]
=[aAn(bVx)]A(cVx)
=[aAn(bVx)]*,cC
= (a*yb) % c

olup (B,*,) birlesmelidir.

c¢) (B,+,A) halka olarak verildiginden "A"

isleminin " 4+" islemi {izerine dagilma

ozelliginden,

(a@a+b)*,c=(@+b)A(cVx)
=laAn(cVvx)]+[bA(cVx)]
= (@*x ) + (b *x 0)
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Boylece, (B,+,*,) bir yakin halkadir. Ustelik
a *, a = a oldugundan bir Boole yakin halkadir.
Ayrica,

a*yx (b c)=ax[bA(cVx)]
=aAn{[bA(cVx)]|Vx}

an(bVx)A(cVx)

ahN(cVx)A(bVX)

[an(cvx)]A(bVx)
= (a*eC)*x b

olup sag degismelidir.

x = 0 olmadig1 durumlarda halka degilken x = 0
durumunda (B, +,*,) aym zamanda bir Boole
halkadir. Halka oldugunu gostermek i¢in soldan
dagilmanin saglandigim1 gostermek yeterlidir (ilk
isleme gore degisme ozelligi (B,+,A) nin halka
olarak verilmesinden saglanir).

a*y(b+c)=an[(b+c)vO]
=aA(b+0)
=(anb)+ (anc)
=[an(bVvO0O)]+[aAr(cVv0)]
= (a*x b))+ (axy0)

Ancak,
a*y(b+c)=an[(b+c)Vx]

iken "V " igleminin " 4+ " islemi {lizerine dagilma
0zelligi olup olmadigi bilinmediginden,

c) VA, B,C € P(X) igin,
(AAB) *y C = (AAB) N (CUY)
= ((AAB)NC) U ((AAB) NY))

(a*xb) + (ax*yc)
=lan(bVvx)]+[aA(cVx)]
=aA[(bVx)+ (cVx)]
#zaA[(b+c)Vx]

Bu durumda x = 0 olmadig1 durumlarda (B, +,*,)
halka degildir.

Ornek 5.1. 0 # X olmak iizere (P(X),A,N) birimi
X olan birimli ve degismeli Boole halkas1 olmak
tizere (P(X),A,*y) bir sag degismeli Boole yakin
halkadir. Ustelik Y = 0 p(x) = @’dir gerek ve yeter
sart (P(X), A,*y) bir Boole halkadir.

Gergekten, Y € P(X) olmak iizere VA, B € P(X)
icin, A xy B=AN (B UY) ile tammlanir. Burada
AUB:(A'nB") ve AAAX=(A-X)U (X —
A) =P U At = At dir.

a) (P(X),A)’nin grup oldugu agiktir.
b) (P(X),xy) bir

V A,B,C € P(X) icin,
P(X) dir. Diger taraftan,

yart gruptur. Gergekten,
AxyB=AN(BUY)E

(A*yB)xy C=(ANn(BUY))Nn(CUY)
=An((BuY)n(CuY))
=An((BuY)n(CuYuY))
=An((Bn(cun)uy)
=A*x, (BN(CUY))
= Axy (B*y C)

olup (P(X),*y) birlesmelidir.

=((AnOABNO)U((ANY)ABNY))
=[(An)uBnO))-(AnC)nBNO))]
ul[(AnY)uBnY))-(AnY)Nn(BNY))]
=[((AuB)NC)—(ANnBNO)|U[((AUuB)NY)—(ANBNY)]
=[((AuB)nC)n(AnBnC)]u[((AuB)NY)Nn(AnBNnY)]

Diger taraftan,

(Axy O)AB* C)=(An(CUY)A(BN(CUY))

= (AAB)n(CUY)

= ((AAB)N ) U ((AAB)NY)
=((AnC)ABNO))U(ANY)A(BNY))
=[(AnC)uBNC)-(AnC)N(BNO))
ul(Annu@BnY))-(AnY)Nn(BNY))]
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=[(AuB)nC)nAnBnC)]u[((AuB)nY)N(ANBNY)]

Buradan (P(X),A*y) bir yakin halkadir. Ustelik, Ay A= AN(AUY) =(ANA)U@ANY) =AU
(ANnY) = Aoldugundan (P(X),A*y) bir Boole yakin halkadir. VA € P(X) igin, A*y E =E *xy A =
A olacak sekilde E € P(X) olmadigindan birimli degildir. Ustelik Ax, B=AN(BUY)ve Bx, A= BN
(A UY) olup degismeli de degildir ancak sag degismelidir. Gergekten,

Axy (B*y C)=A*y (BN (CUY))
=AN[BNn(CUY)UY]
=An[(BUuY)n(CuY)]
=An«6umn«3umuyD
=An((Cn(BUY))UY)
=Ax (CN(BUY))
=Axy (C*y B)

Y=0 i¢gin,Axy B=AN(BUY) =AnNB oldugundan (P(X), A,*y) nin bir Boole halka oldugu kolaylikla
goriliir.
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