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Extended Abstract

Introduction

One of the most important objectives of mathematics education is to
ensure that students can receive reasonable answers from the questions
of why and for what purpose regarding the concepts they will learn.
Mathematical proofs are demonstrated to show the accuracy of a result on
different grounds, to inform and persuade others about this topic and
to place the result achieved into a system. Therefore, they have a key role
for mathematics education to achieve this objective. Traditionally proof has
been seen particularly as being to verify the correctness of a mathematical
statement. It is also important for mathematics educators because proof
involves reasoning, conviction and communication and helps meaningful
learning. Proofs can be used to show students that understanding and
performing mathematics means more than just learning to execute certain
procedures. Over the past several decades, research on mathematical proof
has gained increasing attention in the area of mathematics education.
Studies about proof focus on reading, understanding and validating proofs,
students’ and educators’ perceptions and attitudes towards proof and how
they construct proofs. In addition there is also research emphasizing the role
of proof in the classroom and how it should be taught. Many studies suggest
students and pre-service teachers have a poor understanding of proof and
have difficulties in constructing their own proofs. Moreover, there are a few
studies that compare the proof level of students in different fields such as
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mathematics and mathematics education. So, the aim of the present study is
to compare proof levels of both senior mathematics students and senior
mathematics education students and determine their explanations whether a
proof is necessary or not when the conditions of the proof of a theorem is
changed.

Methods

Qualitative research method was used in the study. The research
methodology of this study was a case study. In a case study, the researcher
is primarily interested in understanding a specific individual or situation.
Case study research focuses on individuals’ experiences of some
phenomenon and describes the cases in depth.

The research sample for this study was selected via convenience sampling;
volunteers were requested from the body of students who were enrolled in
the both mathematics department and elementary mathematics teacher
education program at the researchers’ university, as these students were
easily accessible for administration of the data collection instrument. The
research group for this study were 113 (53 mathematics students and 60
mathematics education students) senior students at Afyon Kocatepe
University in Turkey in 2017.

To determine the participants’ proof level, a written questionnaire consisting
of five open-ended questions was developed. The first question in the
questionnaire was about “prove the following theorem: if p and q are any
two odd numbers, (p+q)x(p-q) is always a multiple of 4”. Moreover, the
other questions were about whether a proof is necessary or not when the
conditions of the proof of the theorem are changed.

To define the participants’ proof level, both descriptive analysis and Chi-
square analysis were used.

Findings

The result of the study indicated that most of pre-service teachers (70%)
were in proof level 3. Pre-service teachers at this level produce arguments to
be acceptable proofs; that is their arguments show that a statement is true in
all cases. Moreover, 13% of pre-service teachers were in both proof level 1
and proof level 2 and 3% of them were in proof level 0. On the other hand
30.2% of mathematics students were in proof level 3. In addition, 17% of
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mathematics students were in proof level 2, 26% of them were in proof level
1, 9% of them were in proof level 0 and 17% of them were not any proof
level. This showed that pre-service teachers’ proof levels were higher than
mathematics students. According to Chi-square test scores there was a
statistically meaningful difference between pre-service teachers” proof levels
and mathematics students” proof levels. The difference was in favor of pre-
service teachers, and the effect size of the difference was at moderate level.

Conclusion

The findings of the present study suggest that pre-service teachers had
higher proof levels than mathematics students. Mathematics students take
more mathematics courses such as complex analysis, functional analysis and
topology than pre-service teachers. Moreover, in these courses, mathematics
students encounter more mathematical proofs than pre-service teachers.
Thus, it is expected that they have more proof levels than pre-service
teachers. So, the reasons for this can be investigated in future research.

Oz

Son yillarda hem yurt i¢cinde hem de yurt disinda ispat konusunda yapilan
calismalarin artmasi matematik egitiminde ispatin anlami ve G&neminin
giderek arttigmmin bir gostergesidir. Yapilan calismalar ispat yapmanin
egitimin her kademesindeki ogrencilerin sikinti ¢ektikleri, basarili
olamadiklari, basarili olamayacaklarina inandiklar1 ve korktuklar: bir siireg
olarak diisiindiiklerini gostermektedir. Bu aragtirmanin amaci matematik ve
matematik Ogretmeni adaylarinin ispat yapma diizeylerini karsilastirmali
olarak incelemektir. Calisma nitel aragtirmalarda kullanilan 6zel durum
calismas1  yontemiyle yiritiilmistiir. Arastirma, Afyon Kocatepe
Universitesi'ne kayitl, fen edebiyat fakiiltesinin pedagojik formasyon
egitimine devam eden 53 matematik boliimii ve egitim fakiiltesinde 6grenim
gormekte olan 60 ilkogretim matematik O6gretmenligi programi son smif
Ogrencisi iizerinde gerceklestirilmistir. Arastirmada, 6grencilerden “p ve q
herhangi iki tek say1 ise (p+q)x(p-q) her zaman 4'iin bir katidir” 6nermesini
ispatlamalar1 istenmistir. Bunun yaninda verilen O6nermenin kosullar
degistirilerek 6grencilerin ispatlarinin bu yeni kosullar i¢inde gegerli olup
olmadigini agiklamalari istenmistir. Arastirmadan elde edilen veriler Knuth,
Choppin ve Bieda (2009)nin calismasinda yer alan ispat diizeyleri temel
alinarak hazirlanan rubrik ile betimsel olarak analiz edilmigtir.
Arastirmadan elde edilen sonuglar, ilkogretim matematik 6gretmenliginde
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okuyan Ogrencilerin ispat yapmada daha basarih olduklarim
gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Ispat, ispat yapma diizeyi, matematik boliimii
ogrencileri, matematik 6gretmeni aday1

Abstract

In recent years, an increase in the number of studies on proof both in the
country and abroad has been a sign that the significance and the importance
of the proof in mathematics education has increased. The studies show that
students at all levels of education are in trouble to prove, think that they can
not be successful, they believe they can not succeed. The aim of the present
study is to compare proof levels of both senior mathematics students and
senior mathematics education students and determine their explanations
whether a proof is necessary or not when the conditions of the proof of a
theorem is changed. The research group for this study were 113 (53
mathematics students and 60 mathematics education students) senior
students at Afyon Kocatepe University in Turkey in 2017. To determine the
participants’ proof level, a written questionnaire consisting of five open-
ended questions was developed. The first question in the questionnaire was
about “prove the following theorem: if p and q are any two odd numbers,
(ptq)x(p-q) is always a multiple of 4”. Moreover, the other questions were
about whether a proof is necessary or not when the conditions of the proof
of the theorem are changed. The result of the study shows that pre-service
mathematics teachers had higher proof levels than mathematics students.

Keywords: Proof, proving level, mathematics students, pre-service
mathematics teacher

Giris

Matematikte bir Onermenin dogrulugunun gosterilmesi ve kabul
edilmesindeki en temel arag, bu ifadenin ve Onermenin ispatlanmasidir
(Dede ve Karakus, 2014). Matematiksel ispat, matematigin merkezinde yer
almaktadir (Ball, Hoyles, Jahnke & Movshovitz-Hadar, 2002; Ko, 2010; Tall,
1991). Matematiksel ispat; bir sonucu dogrulamak, bagkalarin
bilgilendirmek ve bu bilgiye ikna etmek, bir sonu¢ bulmak ve sonuglar
tiimdengelimsel bir sistem igine yerlestirmek icin kullanilir (Almeida, 2003).
1spat yaparken bir durumun dogru ya da yanlishgimin yani sira neden
dogru oldugu da gosterildiginden (Hanna, 2000); ispatlamanin,
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matematikteki kavramlarin ve terimlerin Ozelliklerinin belirlenmesinde de
etkisi vardir (Herbst, 2002).

Matematik egitimcilerinin ve Ogretmenlerinin; ogrencilerin, matematiksel
ispatin roliinli ve amacini anlamasma yardimci olmak gibi 6nemli bir
sorumlulugu vardir. Bu nedenle matematik egitimcileri ve 6gretmenleri,
matematiksel ispat kavrammin egitim-0gretim  ortamlarnin  her
kademesindeki matematik miifredatlarinda farkhi sekillerde ve diizeylerde
yer almasi igin Onciilitk etmelidir (Hanna vd., 2009). Nitekim Ulusal
Matematik Ogretmenleri Konseyi [NCTM] (2000), okuléncesi dénemden
ortadgretim donemi sonuna kadar 6grencilerin mantiksal yolla diisiinmenin
ve matematigin temel yonleri agisindan ispatlamanin farkina varma,
matematiksel tahminleri yapma ve arastirma, matematiksel nedenleri ve
ispatlar1 gelistirme, degerlendirme, farkli mantiksal diisiinme yollarim ve
ispat cesitlerini se¢me ve kullanma becerilerinin kazandirilmas: gerektigini
ifade etmektedir. Ogrencilere ispat becerilerinin kazandirilmasi siirecinde;
Ogretmenlerin ispata yonelik algilari, deneyimleri ve becerileri etkilidir
(Almeida, 2003; Morali, Ugurel, Tiirniiklii & Yesildere, 2006). Bu durum goz
oniine alindiginda, ileride matematik Ogretmeni olacak &gretmen
adaylarinin - matematiksel ispat ve ispatlamaya yonelik algilarinn,
goriislerinin ve becerilerinin ve bu baglamda da ispat diizeylerinin énemli
oldugu aciktr.

Arastirmanin Amac ve Onemi

Literatiirde Ogretmen adaylarinin ispata yonelik algilarimi ve goriislerini
(Almeida, 2000; Ersen, 2016; Jones, 2000; Knuth, 2002; Varghese, 2009), ispat
becerilerini (Cusi & Malara, 2007; Peksen-Sagir, 2013; Sari, Altun & Asgkar,
2007; Stylianides, Stylianides & Philippou, 2005; Weber, 2001) ortaya koyan
calismalar mevcuttur. Calismalardan elde edilen sonuglar, &gretmen
adaylarinin ispata yonelik algilarinin/ gériislerinin olumlu yonde olmadigini
ve ispat yapmada giigliiklerle kargilagtiklarini gdstermektedir. Ornegin, Cusi
ve Malara (2007) yaptiklari calismada ogretmen adaylarina bir cebirsel ispat
problemi sunmus; ¢oziimlerini Harel ve Sowder (1998)'1n ispat semalarina
gore siniflandirmistir. Arastirma sonucunda 54 0gretmen adayinin sadece
13’ en iist diizeyde yani otoritelerce kabul edilebilecek ispat yaparken;
Ogretmen adaylarinin sozel ifadeleri cebirsel ifadelere doniistiirmede ve
cebirsel ifadeleri yorumlamada problem yasadiklari belirlenmistir. Peksen-
Sagir (2013)'1in calismasinda ise matematik Ogretmeni adaylarmin ispat
yapma siiregleri incelenmistir. Aragtirmada Ogretmen adaylarimin ispat

249



F. KARAKUS& Z. B. ERSEN& G. OCAK 250

yontemlerini ezbere kullandiklari, dogru yontemi secerken zorlandiklari,
yontemler hakkinda eksik ve yanlis bilgilere sahip olduklar1 belirlenmistir.
Bununla birlikte, literatiirde ispat yapma becerisiyle dogrudan iliskili olan
konulardan biri de ispat diizeyleridir.

Aragtirmacilar, bireylerin yapmis olduklar1 ispatlar icin farkli diizeyler
tanimlamis ve bu diizeylere gore yapilan ispatlar1 smiflandirmislardir.
Ornegin Balacheff (1987) pragmatik (pragmatic), entellektiiel (intellectual)
ispatlar ve kanitlama (demonstration) olmak iizere ii¢ ispat diizeyi ortaya
koymustur. En disiik ispat olan pragmatik ispatta, matematiksel nesnelerin
temsilleriyle gosterim yapilir. Entelektiiel ispatta, sorudaki ifadeler ve bu
ifadeler arasindaki iligkilerin formillestirilir. Kanitlamada ise, bir teori ile
organize edilmek zorunda olan veya bir topluluk tarafindan kabul edilen
bilgiler kullamilir. Miyazaki (2000) ise ispat yapmayi; Ispat A, Ispat B, Ispat C
ve Ispat D olarak dort gruba aymrmstir. Ispat A’yr tiimdengelimsel
muhakeme igeren ve kamitlama yapilirken fonksiyonel dilin kullanildig:
ispat tiirii iken; Ispat B’yi, tiimdengelimsel muhakeme igeren ve diger dil,
cizimler veya hareket edebilen objelerin kullarldig ispat tiiri; Ispat C'yi,
tiimevarimsal muhakeme iceren, diger dil, ¢izimler veya hareket edebilen
objelerin kullanildig: ispat tiirii ve Ispat D’yi ise tiimevarimsal muhakeme
iceren ve kanitlama yapilirken fonksiyonel dilin kullanildig1 ispat tiirii
olarak tanimlamistir. Knuth, Choppin ve Bieda (2009) bireylerin ispat
yapmalarin1 dort diizeye aywrmistir. Diizey 0’daki bireyler, durumun
dogrulugunu gostermek icin matematiksel ispat yapma gerekliliginin
farkinda degildir. Ornegin bir dgrenci, 6gretmeni dogru oldugunu soyledigi
igin o durumu dogru olarak kabul eder. Diizey 1'deki birey ise ispat
yapilmasi gerektiginin farkindadir; ancak bu siirecte 6zel durumlardan
faydalanarak durumu dogrularlar. Diizey 2'deki bireyler ise genelleme
siirecinde ya yanlis bir yontem kullanip genellemeye ulasamazlar ya da
ispat1 dogru bir bicimde tamamlayamazlar. En {ist diizey olan 3. diizeydeki
bireyler ise bir ifadenin dogrulugunu uygun segilen yontem ve
argiimanlarla genelleyip; ortaya koyarlar. Ogretmen adaylarinin ispat
yapma diizeylerini ortaya koyan inceleyen calismalar incelendiginde; bazi
arastirmalarda Ogretmen adaylarinin ispat yapma diizeyleri yiiksek
bulunurken (Ko6gce, 2013; Stylianides & Stylianides, 2009); bazilarinda
Ogretmen adaylarinin ispat yapma diizeylerinin diisiik oldugu (Jones, 2000;
Weber, 2005; Stylianides, Stylianides & Philippou, 2007) belirtilmistir.
Ogretmen adaylarmin ispat yapma diizeylerinde genel bir egilimin
olmamas: bu konuya yonelik yapilan calismalarin artirilmasmi gerekli
kilmaktadir. Bu baglamda, arastirmanin amaci; son smif matematik bolimii
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ve son sinif matematik Ogretmeni adaylarmin ispat yapma diizeylerini
belirlemek ve yaptiklar: ispatlarin 6nermenin kosullar1 degistiginde gecerligi
hakkindaki agiklamalarini incelemektir. Arastirmanin alt problemleri su
sekildedir:

1. [Ikogretim matematik 6gretmeni adaylarinin ispat yapma
diizeyleri nedir?

2. Matematik boliimii 6grencilerinin ispat yapma diizeyleri
nedir?

3. [Ikdgretim matematik dgretmenligi boliimii 6grencileri ile
matematik bolimii O6grencileri arasinda ispat yapma diizeyleri
arasinda anlamli bir farklilik var midir?

4. Matematik boliimii ve ilkogretim matematik &gretmenligi
6grencilerinin bir teoremin kosular1 degistiginde yaptiklar1 ispatin
gegerliligine yonelik goriisleri nedir?

Aragtirmanin Yontemi
Arastirma Modeli

Calisma nitel arastirmalarda kullanilan 6zel durum c¢alismas: yontemiyle
yiiriitiilmiistiir. Ozel durum calismasi yontemi kullanilmasinin sebebi 6zel
durum galismalarinin arastirmacitya ¢ok 6zel bir konunun veya durumun
tizerinde yogunlasarak incelenen 6zel durumlari en ince ayrintilariyla
tanimlama ve degiskenler arasindaki sebep-sonug iliskilerini agiklayabilme
firsat1 vermesidir (Patton, 2005).

Calisma Grubu

Aragtirma, Tiirkiye'nin batisinda yer alan bir iiniversiteye kayitli, fen
edebiyat fakiiltesinin pedagojik formasyon egitimine devam eden 53
matematik bolimii ve egitim fakiiltesinde Ogrenim gormekte olan 60
ilkogretim matematik 6gretmenligi programi son smnif Ogrencisi {izerinde
gerceklestirilmistir. 2014 yilinda diniversitenin ilkdgretim matematik
Ogretmenligi programi icin puan araligi 340-385 iken; matematik bolimii
igin puan aralig 222-287’dir. Aragtirmada amaglh 6rnekleme yontemlerinden
ulagilabilir 6rnekleme yontemi tercih edilmistir. Bu yoOntemin tercih
edilmesinin nedeni; zaman ve iggiicli agisindan tasarruf saglanarak, kolay
uygulama yapilabiliyor olmasidir (Yildirim & Simsek, 2008).
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Veri Toplama Araglarn

Arastirmada katilimcillara bes acgik wucglu sorudan olusan bir test
uygulanmistir. Testte yer alan sorular Leddy (2001)'nin calismasinda yer
alan sorulardan yararlanilarak yazilmistir. Testte yer alan birinci soru “p ve
q herhangi iki tek say1 ise (p+q)x(p-q) her zaman 4'iin bir katidir” teoreminin
katilmcilar tarafindan ispatlanmasidir. Diger dort soru ise bu teoremin
kosullarinda yapilan degisikliklere gore katilimcilarin yapmis olduklar:
ispatlarin  gegerliligini  belirlemeye  yOneliktir. Hazirlanan  test
uygulanmadan 6nce matematik boliimiinde gorev yapan bir matematikciye
ve bir matematik egitimcisine inceletilerek uzman goriisti alinmistir. Ayrica
test ilkogretim matematik Ogretmenligi anabilim dali iiglincii smifinda
O0grenim goren 10 6grenciye pilot calisma olarak uygulanmistir. Uygulama
sonunda testte yer alan sorularin dogrulugu ve anlasilirlig tespit edilmistir.
Bunun yaninda testin yaklasik 40 dakikada tamamlandig: belirlenmis ve bu
nedenle ana c¢alismada da katillmclara bu sirenin  verilmesi
kararlastirilmistir. Ek’te veri toplama aract olarak kullanilan teste yer
verilmigtir.

Verilerin Analizi

Aragtirmadan elde edilen veriler Knuth, Choppin ve Bieda (2009)nin
calismasinda yer alan ispat diizeyleri temel alinarak hazirlanan rubrik ile
betimsel olarak analiz edilmistir.

Tablo 1. Degerlendirme Rubrigi ve Ornek Cevaplar

Diizeyler Gostergeler Ornek

0.diizey  Herhangi bir agiklama yapmadan
verilen ifadenin dogrulugu kabul

ve o b deb gep qlvn
1 ¢

(pradx(p-9) = pl-;-;aﬁq -qt
etme ya da genelleme amac e

glitmeyen matematiksel ifadeler

= pr-9t elde e dili

yazma
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p=5
9= 2 aldm i
9 =
1.diizey ~ Matematiksel ispat siirecinde ug  (psa)x (774) = =
(6zel) durumlardan yararlanarak 5u U
ispat1 dogrulama = g,
(el L P = e

2. diizey  Genellemeye yonelik ancak
matematiksel olarak uygun
olmayan ifadeler icerme,

(e#)lye) = 7 ¢ 2peq) 1 =6
Lf-ﬂ (3. - i(f’“"\:ﬂ
Tamamlanamayan ispatlar

Pag ALHE 12 goy et
= ]

Qax2b .l ak SN Vi ke,

Tt P Lel sy old Ilr?l‘m& ke

9 tek seq old q=¢ ‘
Dt 2etd = Q)41 = L)

3.diizey  Otoritelerce kabul edilebilen ispat 9= npl-tkd = 2) o)
p-q= "
yapma ‘ \ {/z\'nwdl‘ﬂts%‘f

) =l M
Qﬂﬁ)‘((?'a\):\ vy~ w) ’)
m N

Ayrica 6grenim goriilen boliime gore matematik boliimii ve matematik
Ogretmeni adaylarinin ispat diizeyleri arasinda istatistiksel olarak anlamli
bir farkliligin olup olmadigini belirlemek igin ki Yonlii Kay-Kare Testi
yapilmigtir. Tki Yonlii Kay-kare testi, ¢ok kategorili iki degiskenin
olusturdugu hiicrelerdeki, gozlenen frekans ile beklenen frekansi
karsilastirarak, degiskenler arasindaki iliskiyi sorgulayan bir testtir. Kay-
Kare Testinin kullanilabilmesi igin, beklenen degeri besten kiiciik olan
kategori sayisinin, toplam kategori sayisinin %20'sini agsmamasi ve tiim
kategorilerde bu degerin birden biiyiik olmasi gerektigi belirtilmektedir
(Biiyiikoztiirk, 2010). Bu nedenle her bir ispat diizeyi icin Kay-Kare testi
yapilmadan 6nce, capraz tablolar olusturulmus ve beklenen frekanslar i¢gin
agirliklandirma yapilmistir. Ayrica beklenen degeri besten kiigiik kutu sayis1
%20’yi agtig1 durumlar analize dahil edilmemistir. Iki Yonlii Kay-kare testi
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analizinin sonuglarinin yorumlanmasinda gruplar ici yilizde (%) degerleri
dikkate alinmis ve elde edilen bulgular tablolar halinde sunulmustur. Ayrica
degiskenler arasindaki iliskinin giiciinii belirlemek icin Cramer’'s V
kullanilmistir. Cramer’s V, Kay-Kare dagilimda iki ya da daha fazla
degisken arasindaki iliskinin giiclinii yansitan bir ol¢iidiir. Rea ve Parker
(2014) Cramer’s V degerlerinin yorumlanmasinda Tablo 2’de verilen
kilavuzu 6nermektedir.

Tablo 2. Kay-Kare Testi Verilerinin Yorumlanmasi I¢in Kullanilan Kilavuz

Olciit Yorum
.00 <x< .10 Ihmal edilebilir iliski
10 =x<.20 Zayif iligki
.20 <x< .40 Orta dereceli iligki
40 <x<.60 Nispeten giiglii iligki
.60 <x< .80 Giiclii Tliski
.80 £x<1.00 Oldukga giiglii iliski

x: Cramer’s V degeri

Matematik boliimii ve matematik 6gretmeni adaylariin verilen teoremin
sartlar1 degistirildiginde ispatin gegcerliligine yonelik yapmis olduklar
acgiklamalar ise betimsel olarak analiz edilmis ve Ornek agiklamalara yer
verilmistir.

Calismanin giivenirligi

Bu calismada testte yer alan sorulardan elde edilen verilerin giivenirligini
belirlemek icin, arastirmaci disinda bir matematik¢i ve bir matematik
egitimcisinden yardim alinmistir. Katilimcilarin ispat diizeylerini belirlemek
i¢in hazirlanan rubrik uzmanlara verilmis ve rastgele belirlenen 20 kagit
uzmanlar ve arastirmact tarafindan ayri ayri incelenmistir. Miles ve
Huberman (1994) tarafindan Onerilen tutarlilik katsayisi hesaplama
yontemine gore arastirmaci ve uzmanlar arasinda katilimcilarin ispat
diizeyleri igin belirlenen tutarlik katsayis1 %93 olarak elde edilmistir. Elde
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edilen tutarlik katsayilar1 %70’den biiylik oldugu icin elde edilen verilerin
glivenilir oldugu sdylenebilir (Miles & Huberman, 1994).

Bulgular ve Yorum

Matematik boliimii ve ilkogretim matematik 6gretmeni adaylarmin ispat
yapma diizeylerine iliskin elde edilen bulgular Tablo 3'te sunulmustur.

Tablo 3. ﬂké’)gretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin ispat Yapma

Diizeyleri
flkogretim Matematik Matematik Boliimii
Ogretmenligi
ispat N % N %
Yapma
Diizeyleri
Diizey yok - - 9 17
(Bos)
0. diizey 2 3,3 5 9,4
1. diizey 8 13,3 14 26,4
2. diizey 8 13,3 9 17
3. diizey 42 70 16 30,2

Tablo 3'te ilkdgretim matematik Ogretmeni adaylarmin verilen teoremin
ispatina yonelik % 3’tiniin 0. diizeyde, % 13'tintin 1. ve 2. diizeyde ve %
70’inin 3. diizeyde oldugu goriilmektedir. Matematik boliimii 6grencilerinin
ise % 17’si herhangi bir ispat yapmamigken; 6grencilerin % 9'u 0. diizeyde,
% 26’s1 1. diizeyde, % 17’si 2. diizeyde ve % 30’u 3. diizeydedir. Bu durum
t¢lincli diizeyde ilkogretim matematik Ogretmeni adaylarnin matematik
boliimii 6grencilerinden daha fazla oldugunu gostermektedir. Bu ise
ilkégretim  matematik Ogretmeni adaylarmin matematik  bolimii
ogrencilerinden daha dogru ve gecerli ispatlar yaptiklar1 seklinde
yorumlanabilir.
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Matematik boliimii ve matematik Ogretmeni adaylarimin ispat yapma
diizeyleri arasindaki farkliligin istatistiksel olarak anlamli olup olmadigini
belirlemek i¢in yapilan Ki-kare testi sonuglar1 Tablo 3’de verilmistir.

Tablo 4. Boliimlere Gore ispat Diizeyleri Arasinda Anlamli Farkin Olup
Olmadigini Belirlemek i¢in Yapilan Ki-Kare Analizi

Boliimler Diizeyler Gozlenen Beklenen Cramer’s
\%
N N X2 p

1. diizey 8 13.2
[Ikogretim 2. diizey 8 10.2
Matematik

Ogretmenhgl 3. duzey 42 34.7

1. diizey 14 8.8 10.013 .007 .306
Matematik 2. diizey 9 6.8

3. diizey 16 23.3

Tablo 4’e gore, ilkogretim matematik Ogretmenliginde G6grenim goren
ogrenciler ile matematik boliimiinde O6grenim goren Ogrencilerin ispat
yapma diizeyleri arasinda orta dereceli anlamli farkliliklar bulunmustur (X2
=10.013; p<.05) . Bu anlaml farkliligin da her bir ispat diizeyi i¢in ilkdgretim
matematik Ogretmenligi programinda okuyan O6grencilerin lehine oldugu
goriilmektedir.

.....

verilen teoremin, kosullar degistirildiginde yaptiklar1 ispatin gecerliligine
yonelik cevaplari Tablo 4’te verilmistir.
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Tablo 5. Bolimlere Gore, Ogrencilerin Verilen Teoremin Kosullarindaki
Degisime Gore, ispatm Gegerliligine Yonelik Gortisleri

_ Matematik Boliimii Ogrencileri [Ikogretim Matematik
% Boliimii Ogrencileri
% Ispat Yeniden Cevap Ispat Yeniden Cevap
= gerekme ispat yok gerekme ispat yok
% z gerekir z gerekir

£t % £ % £ % £ % £ % £ %

Onerme 38 717 11 208 4 75 42 70 17 283 1 1.7
2

Onerme 16 302 33 623 4 75 16 267 44 733 - -
3

Onerme 28 528 20 377 5 94 27 45 33 5 - -
4

Tablo 5 incelendiginde; dnerme 2 ic¢in matematik boliimii 6grencilerinin
yaklagik % 72’si, ilkogretim matematik 6gretmenliginde okuyan 6grencilerin
% 70’1 yeniden ispat yapmanin gereksiz oldugunu belirterek dogru cevap
vermiglerdir. Onerme 3 igin ise yine her iki boliim 6grencilerinin biiyiik
¢ogunlugu ispatin yapilmasi gerektigi yoniinde goriis belirtmistir. Son
Oonerme igin ise matematik bolimii 6grencilerinin yaklasik yaris1 yeniden

.....

% 45'i yeniden ispatin yapilmasi gerekmedigini hatali olarak belirtmistir.

Katilimcilardan ispatin gerekli olup/olmadig1 yoniinde secim yapmalarinin
yani sira gerekcelerini de yazmalar1 istenmistir. Bu kisimda yanlis tercih
yapan Ogrencilerin gerekgelerine odaklanilmis olup; boliimlerine gore her
bir 6nerme i¢in 6grencilerin gerekgeleri Tablo 6’da 6zetlenmistir.
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Tablo 6. Boliimlere gore, her bir onerme icin Ogrencilerin ifade ettigi

gerekgeler
Matematik Boliimii [1kégretim Matematik
) Ogrencileri Ogretmenligi Ogrencileri
Onermeler
Gerekgeler
*Onerme 1’de herhangi iki *p ve qnun degerleri
tek say1r igin yapilmis. degistiginden yeniden ispat
Burada ardisik tek sayilar yapilmali. (f=6)
igin dogrulugu
istendiginden yeniden ispat ** Her zaman ifadesi yer
yapilmali. (f=3) aldigindan  ispat  yapmak

gerekir.(f=7)

. **Sayilarla ispat
Onn.er.meZ oldugundan yeniden ispat *** Onerme 1’de alinan sayilar
1ein yapilmali (f=2) ardigik olmayabilir; bu yiizden
ispat1 tekrar yapmak gerekir.
“*{ki ardigik tek say1 alimp  (f=4)
yerine konularak yeniden
bakilmali (f=1)
e Teoremin ifadesi
degistiginden, ispat da
yeniden yapilmali(f=5)
*Onermenin ispati aslinda *Cift icin de tek sayilar icin de
tim sayilar icin gecerli Onerme dogru oldugundan;
oldugundan; gerekli degil. ispata gerek yok. (f=5)
(t=7)
** Dogrulugu acik oldugundan
. “spati benzer sekildedir. ispatina gerek yok. (f=8)
Onerme 3 gadece tek yerine cift say:
1cmn olacak; bu vyiizden gerek **Cift sayilarla yapilan islem

yok. (f=5)

**Cift sayilarin toplami ve
farkinin ¢arpimi 4'iin kati
oldugundan ispat yapmaya

sonuglari hep cifttir. (£=3)
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gerek yok. (f=4)

*Onerme  1’deki ispatin  *Ayni sekilde ispat1 yapilir.
tersten gidilmis hali. O (f=18)
ylizden tekrar ispatina gerek

) yok. (f=12) “*QOnermenin tersi de dogru
Onerme 4 oldugundan ispatina gerek
i¢in **Yapilacak ispat Onerme yoktur. (f=6)

1’dekinin aynisidir. (f=10)
***Bu bir teorem olamaz. (f=1)

“*Onerme 1’deki ispatin

tersi de gecerlidir. (f=6) ****Yine baslangicta verilen p
ve q degerlerine
ulasilacagindan ispatina gerek
yok. (f=1)

e Tiimevarimla  ispatlanan
bir seyin ispat1 timdengelimle
de dogrudur. (f=1)

f: Frekans

Tablo 6’dan goriildiigii gibi her bir Onerme i¢in matematik bolimii
ogrencilerinin ve ilkogretim matematik Ogretmenligi Ogrencilerinin
gerekgeleri birbirleriyle oldukca benzerdir. Onerme 2; verilen énermenin
0zel bir durumu olup; tekrar ispat yapilmasimna gerek yok iken; ifade
degistigi  i¢in Ogrenciler ispatin yeniden yapilmasi gerektigini
diistinmektedir. Onerme 3 ve dnerme 4 igin ise dgrenciler yeniden ispati
gereksiz gormekte; ispatin ayru sekilde olacagini ifade etmektedir.

Tartisma, Sonug ve Oneriler

Arastirmadan elde edilen sonuglar, ilkogretim matematik 6gretmenligi ile
matematik boliimii  &grencilerinin ispat yapma diizeyleri arasinda
istatistiksel olarak orta diizeyde anlamli bir fark oldugunu gostermektedir.
[Ikgretim matematik &gretmenliginde okuyan dgrencilerin ispat yapma
diizeylerinin daha yiiksek oldugu belirlenmistir.

fIkogretim matematik dgretmenligindeki 6grencilerin biiyiik ¢ogunlugunun

ispat diizeyleri 3. diizeydir. Bu durum, bu boliimdeki 6grencilerin verilen
onermeyi formal ve dogru bir sekilde ispat edebildiklerini gostermektedir.
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Buna karsin, matematik boliimii 6grencilerinin ise, yaklasik %30’unun bu
diizeyde ispat yapabildikleri belirlenmistir. Matematik  bdoliimii
ogrencilerinin daha cok ispat yerine 6zel 6rneklerle onermeyi dogrulamaya
calistiklar1 ya da Onermeyi ispatlama siirecinde matematiksel hatalar
yaparak ispati tamamlayamadiklar: goriilmiistiir. Cusi ve Malara (2007) nin,
Martin ve Harel (1989)’in ve Stylianides, Stylianides ve Philippou (2007)' nun
Ogretmen adaylariyla yiiriittiikleri ¢alismalarda da Ogretmen adaylarinin
ispat yerine 0zel durumlardan yola c¢ikarak verilen Onerme/teoremi
dogruladiklary; matematiksel dili dogru kullanamadiklar: ortaya konmustur.
Bu durumun temel nedenlerinden biri; Ogrencilerin {iniversiteye giris
puanlarindaki farklilik olabilir. Bir diger nedeni de derslerde kullanilan
Ogretim yontemleri olabilir. Geleneksel yontemde tamim, teorem ve ispat
sirast izlenmektedir. Oysa yapilan ¢alismalar, akran etkilesiminin, grup ici
tartismalarin  6grencilerin ispat yapma becerilerini artirdigini ortaya
koymustur (Sar1-Uzun & Biilbiil, 2013; Weber, Maher, Powell & Lee, 2008).
Matematik boliimii 6grencilerinin, ilkdgretim matematik Ogretmenligi
Ogrencilerine gore daha fazla ve yogun matematik dersleri almis olmalarina
karsin; ispat yapmada daha fazla problem yasamalarinin nedenleri ileriki
arastirmalarda derinlemesine incelenebilir.

Hem ilkogretim matematik Ogretmenligi hem de matematik bdoliimii
ogrencilerinin bilylik ¢cogunlugu, verilen 6nermenin 6zel bir durum igin,
yeniden ispatin gerekmedigini belirlemislerdir. Buna karsin; bu 6zel durum
igin ispat yapilmasinin gerekli oldugunu ifade eden 6grencilerin 6nermenin
ifadesi degistiginde mutlaka yeni bir ispatin yapilmasi gerektigi yoniinde bir
goriise sahiptir. Bu durum 6gretmen adaylarinin hipotezde yer alan ifadeye
dikkat etmeyip; ezbere cevaplar verdigini gostermektedir. Ogretmen
adaylarinin ispat yapma siireglerini inceleyen c¢alismalarda da; ispat
stirecinde verilen Onermelerdeki ifadeleri anlamlandirmadan, Onermede
verilen kavramlar arasinda iliski kurmadan neyi nicin yaptigini bilmeden
¢ozlim siirecine girdikleri belirlenmistir (iskenderoglu, 2010; Morals,
Koroglu & Celik, 2004; Peksen-Sagir, 2013). Yine, hem ilkogretim matematik
Ogretmenligi hem de matematik boliimii dgrencilerinin biiyiik ¢ogunlugu,
verilen Onermenin hipotezi degistiginde, yeniden ispatin yapilmasi
gerektigini diistinmektedirler. Buna karsin; yeniden ispatin yapilmamasi
gerektigini diisiinen 0grenciler, 6nermenin hipotezini géz oniine almadan
yapilan ispatin her durum igin dogru oldugunu diisiinmektedir. Yani;
Ogretmen adaylar1 verilen énermenin hipotez ve hiikmiiniin ne oldugunu
tam olarak bilmemektedir. Benzer duruma Peksen-Sagir (2013)'1n matematik
Ogretmen adaylarimin ispat yapma siireglerini inceledigi ¢alismasinda
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rastlanmaktadir. Verilen cebir teoremlerinin ispatlanmasi siirecinde
Ogretmen adaylariin teoremin hipotez ve sonucunu ayirt etmekte giicliik
yasadiklar1 ortaya ¢ikmuistir. Sar1-Uzun ve Biilbiil (2013)’iin ¢alismasinda da
O0gretmen adaylarinin ispat yapma siirecinde kanit gergevesi olusturamama,
tanimlar1 kullanamama, kanitin gegerliligini belirleyememe, hipoteze
ekleme yapma veya sonucu varsayma, kanit yazamama ve diistindiiklerini
anlasilir bigimde ifade edememe gibi problemler yasadiklar1 tespit
edilmistir.

Her iki boliim 6grencilerinin yaklasik yarisinin, verilen 6nermenin hipotezi
ile hitkmiiniin yeri degistiginde, yeniden ispatin yapilmasini gerekli
gormektedir. Buna karsin; yeniden ispatin yapilmamasi gerektigini diisiinen
ogrenciler, dnermenin hipotezi ve hitkmiinii g6z 6niine almadan, hipotez ve
hiikiim yer degistirse bile yapilan ispatin her durum igin dogru oldugunu
diisiinmektedirler. Bu durum Weber (2001) ve Knapp (2006)in
calismalarinda belirttigi gibi 6gretmen adaylarmin ispatin nasil yapilacagina
ve mantik konusuna yonelik bilgi eksikliklerinin oldugunu gostermektedir.
Bu baglamda ileri diizey matematik yapabilmek igin bilinmesi gereken
onermeler konusunun alt yapist saglam olusturulmali;, ispatlama
aktivitelerinde Ogretmen adaylarmin eksik ve yanlislarimi goérmelerini
saglayacak 0grenme ortamlarina yer verilmelidir.
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EK:

Asagida verilen Onerme 1'in dogru ya da yanls oldugunu ispatlayiniz:

Onerme 1: “ p ve q herhangi iki tek sayi ise (p+q) x (p-q) her zaman 4’iin

bir katidir.”

ispat:

e Yukarida verilen Onerme 1'in ispatlandigini varsayalim.

Fatih, asagida verilen Onerme 2, 3 ve 4’{in her birinin ispatinda nelere
ihtiyaci oldugunu sormaktadir.

Her bir durum igin A segeneginin isaretlenmesi “Fatih’in herhangi bir sey
yapmasi gerekmedigi, Onerme 1’in zaten bu 6nermenin bir ispat1 oldugu”
anlamindadir.

Her bir durum icin B segeneginin isaretlenmesi “Fatih’in yeni bir ispat
yapmasi gerektigi” anlamindadir.

Her bir 6nerme i¢in tabloda A ya da B secenegini isaretleyiniz. Neden o
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secenegi isaretlediginizi kisaca agiklayiniz.

A B
Fatih’in Fatih’in
herhangi yeni bir Ciinkii...
bir sey ispat
yapmasi yapmasi
gerekmez gerekir
p ve q ardisik
Onerme tek sayilar ise,
2 (ptq) x (p-9)
her zaman
4’tn bir
katidir
p ve q iki cift
Onerme say1 ise,
3 (p+q) x (p-9)
her zaman
4’tn bir
katidir

) (p+q) x (p-q),
Onerme  4’tin bir kati
4 ise,
pveq
herhangi iki
tek sayidir




