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Ozet: Bu calismada F =(f,) bir modulus fonksiyon dizisi, p=(p,) pozitif terimli bir dizi ve

A= (amk ) pozitif terimli sonsuz bir matris olmak tizere yeni bir £ ( p,F,q, S) dizi uzay1 tamimlanarak,

bu uzayin bazi Topolojik dzellikleri ve uzayla ilgili bazi kapsama bagmtilart verilecektir.
Anahtar kelimeler: Modulus fonksiyonu, Dizi uzaylar1, Topoloji.

A New Sequence Space On The Spaces With Seminorm Defined By The
Modulus Function Sequences

‘(p,F.q,9) F—(fk)a

Abstract: In this work we introduce a new sequence space that consists of =
: = . " A=(a o .
modulus function, P (pk)a sequence with positive terms and ( mk)a matrix with positive
terms, and study some topological properties of this space and some inclusion relations related to this
space.

Key words: Modulus function, Sequence spaces, Topologi.

Giris

(Nakano, 1953) tarafindan ortaya [C, I ],[Q I p],W(A),W(A, p),W( f ) ve W(A, f )

atilan modulus fonksiyonu fikri dizi
uzaylar1 calismasina yeni bir boyut
kazandirdi. Maddox (1986), kuvvetli
Cesaro toplanabilme taniminin
genellestirmesi  olan, moduluse gore
kuvvetli Cesaro toplanabilen dizilerin

sinifini, W( f ) olarak tanimladi. (Connor,

1989), (Maddox, 1986)’nin tanimini
Cesaro matrisi yerine herhangi negatif

olmayan regiiler matris alarak W( A, f)

toplanabilme metoduna genellestirdi.
(Bilgin, 1992) tarafindan
yarinormlu uzay tizerinde; f bir modulus

fonksiyon, p=(p,) pozitif terimli bir

dizi ve A=(a, ) pozitif terimli sonsuz

bir matris olmak lizere
0,0,,0(p),1(p,s) ve L(T) dizi
uzaylarinin  bir  genellestirmesi  olan

((p, f,0,9) dizi uzay1 ve

metotlarinin bir

w(A, p, f.,q,s)
toplanabilme metodunu tanimladi, ayrica
f bir modulus fonksiyon iken veIN

toplanabilme

genellestirmesi  olan

icin f' nin modulus fonksiyon oldugunu
gostererek E( p, fV,q,s) dizi uzayr ve
W(A, p, fV,q,s) toplanabilme metoduna

genellestirildi.
(Sahiner, 2002) tarafindan f bir

modulus  fonksiyon, p=(p,) pozitif
terimli bir dizi olmak lzere Bg ( p, f,q, S)
dizi uzayim, (Esi, 1999b) tarafindan f
bir modulus fonksiyon, p=(p,) pozitif

terimli bir dizi ve A=(a,) pozitif terimli

sonsuz  bir matris olmak iizere
W(A, p, f,S) dizi uzaymi, (Basarir,
2001) tarafindan f  bir modulus

! Bu ¢aligma Kamil AKBAYIR (2003)’iin “Modulus Fonksiyon Dizileri Yardimiyla Tanimlanmis Bazi
Dizi Uzaylar1” baglikli doktora tez ¢aligmasinin bir boliimiinii igermektedir.
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fonksiyon, p=(p,) pozitif terimli bir dizi
olmak tizere AW(f, p) dizi uzaym, (Bilgin,
2003)
fonksiyon ve A=(a, ) pozitif terimli

sonsuz bir matris olmak lzere
[A,V,l,f] dizi uzaymi ve (/I,A)-

istatistiksel yakinsaklik tanimini,
(Bhardwaj ve Singh, 2001) tarafindan f

bir modulus fonksiyon, r=(r) pozitif

tarafindan  f bir modulus

terimli bir dizi olmak uzere

‘Np‘(r),‘Np‘(f)ve‘Np‘(f,r) dizi
uzaylar1 tanimlandi.

Sunu belirtelim ki, modulus
fonksiyon yardimiyla bir ¢ok uzay
olusturulmustur (Banerji and Galiz, 2000;
Soomer, 1999, 2000; Esi, 2000; Kolk,
1990, 1993, 1997, 2013; Bilgin, 1994,
1996, 2004; Bilgin ve Altun, 2007; Raj
and Sharma, 2011; Karakaya ve Simsek,
2004; Bhardwaj and Bala, 2009 ve
digerleri).

Yontem
Biz bu ¢alismamizda (Bilgin, 1992)

tarafindan ¢alisilmig 1P, 1,0,9)  gigi
F=(f)

yardimiyla

modulus fonksiyon
genellestirilerek

uzayini,
dizisi
U(p.F.a:8) iz uzayimn inga edip bazi
ozelliklerini verecegiz.

Once kullanilacak temel tanim,
teoremler ve esitsizlikler verilecektir.

Tamm 1 (Yar:1 Norm)
X, K cismi iizerinde bir lineer uzay

olsun. Eger q:x »R fonksiyonu asagidaki
sartlar1 sagliyorsa, ’ya bir yart norm,

(X,q) ya da yarn normlu uzay denir
(Maddox, 1970).

i) a(Ax) =[4|a(x)

i) q(x+y) <a(x)+a(y).

Tanim 2. (Paranormlu Uzay)
X, K cismi tizerinde bir lineer uzay

olsun. Eger g : X >R

fonksiyonu asagidaki
sagliyorsa g 'ye bir paranorm ve (X,g)
ikilisine de paranormlu uzay denir
(Maddox, 1970). Her e K ve x,ye X

ozellikleri

i¢in
) 9(0)=0
i) 90 =9(=x)

i) 9x+y)<g(x)+g(y)
V) 21— ve g(X-x%,)—0 iken
g(Ax-J9xy) —0.

Tanim 3
g, veq,, X iizerinde iki yarmorm

olsun. g, kuvvetli g, olmasi i¢in Vu € X

alindiginda,  q,(u) <Mgq,(u)  olacak
sekildle M sabitinin var olmasidir
(Wilansky, 1964).
Tamm 4

X bos olmayan bir climle olsun.
Eger, d: XxX > IR fonksiyonu
asagidaki 6zellikleri
sagliyorsa, d’ye bir yarimetrik ve

(X,d) ye de yarimetrik uzay denir
(Maddox, 1970). Vx,y,ze X igin,

|) d(X, X) =0

ij) d(x,y) =d(y. %)

i) d(x,2) <d(x,y)+d(y,2)

Tamim 5 (Modulus Fonksiyonu)

f:[0, ©)—>[0, ) olsun. Asagidaki
ozellikleri saglayan f fonksiyonuna bir
modulus fonksiyonu denir (Nakano,
1953).

i) f()=0 — x=0

“) Her Xy >0 1(;11'1 f(x+y) < f(X)+ f(y)’
i) f , artan,

iv) f , 0 da sagdan stireklidir.
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f , modulus fonksiyonu sinirli ve sinirsiz
olabilir. (ii) den |f(x)— f(y| < f(x—y) ve (iv)
den f nin [0,0) tizerinde her yerde
stirekli oldugu goriiliir.

F=(f,) modulus fonksiyonlarin
dizisi olsun. Asagida verecegimiz sartlar

ileride kullanilacaktir.
(M1) sup f, (t) <o, Vt >0 icin;
k

(M2) ItlrEl f(t)=0,( k=1 icin diizgiin)
(Kolk, 1990).

Tanmm 6 (Tam Paranormlu Uzay)

Bir (X,g) paranormlu uzayinda
alman her Cauchy dizisi bu uzayn bir
noktasina yakinsiyorsa, (X,g) uzayina
tam paranormlu uzay denir.

Esitsizlikler
Her k igin,
P, >0 ve H =sup p, olmak tizere
k

a.,b, ez olsun. Bu taktirde,

a)fa, +b|" < C{|ak|pk +|bk|p*}, C = max(1,2"%)
dir.

b) 4™ < max(l,|&|”)

/(p,F,q,s) Dizi Bazi
Ozellikleri

Bu kisimda, ilk olarak, F =(f,)

modulus fonksiyonlarinin bir dizisi olmak
lizere /(p,F,q,s) dizi uzayi
tanimlanarak, (X,q)’nun tam olmasi
durumunda, tam paranormlu uzay oldugu
gosterilecek, ikinci olarak dual uzayr ve
carpim uzayr ile ilgili birer teorem
verilecek. Son olarak da bazi kapsama
bagintilar1 verilecektir.

X, 0 sifir elemanlt kompleks (veya
reel) lineer uzay ve X= (X,0), q
yarmormu ile yarinormlu bir uzay olsun.
X-degerli dizilerin uzaymni1 S(X) ile
gosterelim. S(X); x=(X),y=(y,) ve A

Uzay1 ve

bir skaler olmak tizere, X+Yy=(X +V,)
ve Ax=(Ax) seklinde
islemler altinda bir lineer uzaydir.
F =(f.,) modulus fonksiyonunun bir
dizisi ve p =(p,) pozitif terimli reel bir
dizi olmak

/(p,F,q,8)=1xeS(X Zk (£ (ax))]" <oo,820}

uzaymi tanimlayalim. ®(X) ile 0 dan
farkli terimleri sonlu olan X-degerli
dizilerin uzayini gosterirsek,
O(X) < l(p,F,q,s) oldugunu gérmek
zor degildir. O halde tanimladigimiz
/(p,F,q,s)uzaymin bir anlami vardir.
Calisma boyunca p =(p,) dizisini her k

icin 0< p, <supp, =
k

tanimlanan

uzere X

H olarak alacagiz.

Burada VK icin f, =f segilirse
uzayimiz,
/(p, f,0,9) {XES Zk [f(a0x))]" <o, 520

dizi uzayma donusur (Bilgin, 1992).
“p.f.q5) de (X.,q) yerine (C]])
almir ve p, f,s den biri veya birkag1 6zel

secilirse  (Maddox, 1970) tarafindan
tanimlanmis 7,/ ve/(p), (Bulut ve
Cakar, 1979) tarafindan tanimlanmis

/(p,s) ve (Ruckle, 1973) tarafindan
tanimlanmis /() dizi uzaylarini 6zel hal
olarak elde ederiz.

Bulgular
Once kullanacagimiz bir esitsizlik
verilecektir.

Lemmal

Herhangi bir k sabiti i¢in F=(f)
modulus fonksiyonunun bir dizisi ve
0<6<1 olsun. Bu taktirde
v,kelIN ve te [0,00) i¢in,

V-1 2D cva
£l (t) > 6 ise f)(t) <=2~ . {1}
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fk0 =1
olur. Burada

doniisimiidiir.

Ozdeslik

Ispat:
0<6<1,

v-1
f >3 gisun. 0<s<1 oldugundan,
) 1{ )

velN ve te[O,oo) igin

fv—lt —
O o o }olur. Bu

esitsizlige fi moduliisiinii uygularsak,

Hy ()
f(f ())<f[1+{ ; U

() S{l-{%l(t)ﬂ f()< { i) N fkvl(t)} " 21 () { ka(t)}

) 0 )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis
olur.

Simdi tanimladigimiz  ¢(p, F,q,s)
uzayinin lineer uzay oldugunu gdsterelim.

Lemma 2
/(p,F,q,s) lineer uzaydir.

Ispat:

S(X) lineer
¢(p,F,q,s) =S(X)
X,ye ¢(p,F,q,s) ve A,n skalerleri icin
AXx+uye /(p, F,q,s) oldugunu
gostermemiz yeterlidir. p, f, dizileriile g
fonksiyonlarinin ~ ozellikleri  dikkate
alinirsa A, p skalerleri ve VkelIN ve
X, Y, € X i¢in,

{fax + )™ < {f(alx) +alay )™
<{f@(x))+ f(a(uy))f™ =
= {fk (j/1|q(/1xk))+ i (J/‘M(’iyk))}pk
<{Tf, (a(x))+Kf, (a(y )"

uzay ve
oldugundan

(1)

olur. Burada T, K; |4|<T vel|y<K

olacak sekilde pozitif tamsayilardir.
Ayrica  Egsitsizlik (a) goz  Oniine
alinirsa,

71 o))+ K1 (o)} <C [T a0+ KK et
<CT" [, (a(x)]" +CK" [, (a(v))]"

olacaktir.
Bu ve (1) esitsizliginden,

{f (a0 + )} <CT[, (08)) ] +CK™ [, (ay)]"

olur. Boylece Vk i¢in k= >0
oldugundan A,p skalerleri ve Vk € IN ve
X, Yy € X i¢in,

k™ L, (A%, +ay )™ <kCCTH, (ate)) " +

CCK" [ (av))]" @
esitsizligi elde edilir. CT" ve CK"
ifadeleri sabit ve

x=0%),y =(¥) € /(p,F.q,s)
oldugundan (2) esitsizliginde k=1 den
w’a toplam alinirsa
AX+uye ¢(p, F,q,s) oldugu goriiliir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 1
g(p’ F’q’s)’

g(x) = {Zk [ (a(x))]" }w

paranormlu uzaydir.(M=max(1,H))

ile bir

Teorem 2

(X.9) tam ise (“(P.F.0:5) g) tam
paranormu uzaydir.

Ispat:

Bunun i¢in ¢(p, F,q,s)de bir (x")
Cauchy dizisi alalim. (x") Cauchy dizisi
oldugundan,

Ve>0igin 3n, > Vm,n > n, igin,

ot )| T [ a4 )J”}W« ®

dir. her k
i¢in,

Ayrica sabiti
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eta-] | (e a0 |

olacagindan m,n>n, igin,

-s n m P M
{k [fk (a0 —x; ))] } <eve f,
modulus fonksiyonu oldugundan, her bir

k sabiti i¢in,

ST =Mfk [im ¢ )

lim q(x; —x;)=0

gerektirir. O halde sabit her k igin
(x¢), (X,g)da bir Cauchy dizisidir.
(X,q) tam oldugundan her bir k igin,

lim

n,m—o

esitligi, olmasini

904 —¥,) >0 (n > ) 4)
olacak sekilde X de bir y=(y,) dizisi
vardir. Simdi biz  ye /(p,F,q,s)

oldugunu gosterelim. ¢(p,F,q,s) lineer
yarimetrik uzay ve (x")Cauchy dizisi
oldugundan g(x") <K olacak sekilde

pozitif K sabiti vardir. Dolayisiyla
herhangi bir t i¢in,

Py M
{Zk [ (a0x) )] } <K olur.

la(x)—aly )| <a(x —y,) oldugundan,
(4) ve f, nin siirekliliginden

in{Sxc [ aeo)]* ]
{Zk[f (timaee) | }w <K
{gk*[fk(q(yk))]"k }W <K

elde edilir.
alinirsa,

UM
{st[fk(q(yk))]pk} <K olur. Bu

da ye/(p,F,q,s) oldugunu gosterir.
Simdi  de, g(x"—y) —>0 (n— o)
oldugunu gosterelim. (3) den dolay1

<K

Burada, t-—>o0 i¢in limit

™ herhangi  bir t

P }]/M

icin - m,n>n,

oldugundan,

{ik‘s[fk(Q(XE —XL")]pk }MM <e olur.

Ayrica,
a0 =% = a0 = )| < a0’ = ¥i)

esitsizligi ve 4) den,
904 —%") = A% —¥,) (M — )
olacagindan,
. ! Pk WM
m{zw[fk(q(xg—x;‘))} } <e
o ol
t Pk yM
{Zk‘s[fk(lim q(x;—ka))} } <s
k=1 m—o0

urBurada t — oo igin limit alirsak n>n,
i¢in,

{Zk_s[fk (Q(XE _yk))]pk }I/M <eg elde

ederiz. Bu da, g(x"—y)—>0(n— x)
demektir. Boylece ¢(p,F,q,s) nin tam

paranormlu (veya tam lineer yarimetrik)
uzay oldugunu gostermis oluruz.

Teorem 3
F=(f,) dizisi dizgin sl ve
s>1 olsun. Bu durumda xe ¢(p,F,q,s)
oldugunda,
Zak X, yakmsak < (a,) € ® dir
k

Ispat:
Yeter sart: X e /(p,F,q,s) olsun.

(a)e® iken Zakxk sonlu toplama
k

dontiseceginden yakinsaktir.
Gerek sart: Kabul edelim ki,

xe /(p,F,q,s) i¢in Z:akxk yakinsak,
k

fakat (a,) ¢ @ dir. Bu durumda pozitif
tamsayilarm artan bir (m,) alt dizisi

vardir, dyle ki, amk‘>0’ k=1,2,... dir.
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Simdi q(u)>0 olacak sekilde ueX sabit
vektorii icin (y, ) dizisini,
u

—, k=m,
y, =1 a(wa, (5)
0 , k=m,
olarak tanimlayalim. F =(f,) dizisi

diizglin smirlt oldugundan WVt e[ ,oo) ve
VkelIN icin f,(t) <K olacak sekilde
K>1 sabiti bulunabilir.

vk ve x, e X icin q(x,) €[0,)

olacagindan, vk ve x, € X i¢in,
f(a(x)) <K (6)
ve  dolayisiyla  (5)  deki dizi

i¢cinde,
Xkt
olacaglndan X e ,€(p, F,q,s) dir.
l, ={m :k=12,..} dersek,

Zakyk =23 - - 2.1

kely " amkq(u) q(u) kely
olacagindan Zak Yy, 1raksaktir. Cilinkii
k

a(y,)) ]’”<Zk [K]* <K" Zk <o

Fakat

I, =im, :m, <n; dersek, s, U
2 ={m i me <) qu) =,

olup, dolayistyla,

limq(s,) = lim G )Zl—hle Y=o
n»ooq U kel, kelz kely

olacaktir. Bu da kabuliimiizle ¢elisir. O

halde (a ) € @ dir.

Teorem 4
(, =M[(p,F,q,8)]c/.(p,F,s)
dir.

ispat:

a=(@)e’,
Vk i¢in |ak| <K olacak sekilde K pozitif
tamsayisi bulunabilir.
VX e ¢(p,F,q,s) icin,

olsun. Bu durumda

Boylece

;k*[fk (a@x))]" =;k‘5[fk (laJaex))]"
szk:k‘s[fk(Kq(xk))]pk

<K"S k[ (a0x) " <o

olur. Bu da aeM[{(p,F,q,s)]
demektir. Simdi kabul edelim ki,
aeM[/(p,F,q,5)] olsun. Bu taktirde,
vxe l/(p,F,q,s) i¢in axe /(p,F,q,s)

dir. g(u)>0 olacak sekilde ueX sabit
vektorii icin  relIN  olmak iizere,

[9 0,.. ( )’ ] dizisini géz Oniine

alalim. Buna gore,

2k [ (ae)]" =r*[,@]" olup,
Vr eIN icin bu seri yakinsak
olacagindan, vrelN icin

ax" € ¢/(p,F,q,s) olmalidir. Buna gore
VvreIN igin,

;k*[fk (a@x))]" =2k [ (2 Jax))]"

<r*[f.(a)]" <o

olur.Buda ae/_(p,F,s) demektir.

Teorem 5

Her hangi
F= (fk)1G = (gk) ve H = (hk) modulus
fonksiyonlar1 ile 4.6 Ve, yarinorm
fonksiyonlar1 ve $8,8, 20 e (M),

(M2) sartlar1 saglansin. Buna gore,
i) s>1lise /(p,G,q,s) < ¢(p, FoG,q,s)

||) f(p,G,q,S)ﬂﬁ(p,H,q,S)gﬁ(p,G-I—H,q,S)
i) o(p,F,q,9)N4p,F,a,,s) < /p F,q +0,,5)
iv) % kuvvetli % ise /(p,F,q,,8) < /(p,F,q,,S)

supgk()<oo vt>0
» h (0

t(p,H,q,s) = (p,G,q,5)

ise
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viy 5% jse /(p,F,q,8)c/(p,F.q,5,)
olur.
Ispat:

i) vkigin . lar sifirda sagdan

stirekli oldugundan (M2) den
>0 i¢in 0<d<1 olacak sekilde 36 >0 2

0<t<8 iken f<e dur.
|, = {k €IN: gk(CI(Xk))S 5}

l,={k IN:g,(q(x.))< 5} dersek
Lemma 1L’in ispatindaki metod
kullanilirsa (M1) den,

g (a(x))> & ken T, (g, (a0)))<{2f, @/}, (a(x)

xe(p,G,q,s)

elde edilir. Boylece ve s >1

i¢in,
Zk [ f,00, (alx ] =Y k[ f,00, (a(x }pk
kel

+> k[ f.00, (a%))]"

<Yk le] + Y ke[ {26,0/5} g, (ax))]"

kely kel,

< max(e*, e’ Zk +max(d’,d?)y ks [gk(q(xk))]p%oo

k

olur. Burada
e =g"n et =e" d' = (2, (/8] d” = {2, ()5)"
(7)
seklindedir. Boylece X € ¢(P.F0G.q,s)
oldugu gosterilmis olur.

i) vk ve x, € X igin q(x,) =0
oldugundan Egsitsizlik (a) dan,

[(@ +h)(ax))]”

<clg.(ax)) " +c[h (ax))]"

vkicin k™ >0 ;) 4usundan,

k[ (g, +h)(a(x))]" <

ck [ g, (atx))]* +ck=[h (a(x))]"
elde edilir. Burada k=1 den o’a kadar

- |:gk (a(%))+h, (q(xk))]pk

toplam alirsak,
x=(%) € £(p,9.9,5) " 4(p,h0,s)
iken X~ (%) € £(p,g, +h,q,s)
goruliir.

iii) Bu da (ii) dekine benzer olarak,

k[ (o +a)(x))]" <
Ck* [, (a(x))]" +Ck* [, (a,(x))]"

esitsizliginden elde edilir.

oldugu

iv) % kuvvetli % ise Tanim 3 den
vk ve x, € X icin g, (x,) < Kag, (x,)
olacak sekilde
bulunabilir.

K pozitif tamsayisi

Boylece, X € (P, F.0,9) ise,

2 Tha)] <D kel <k D[t wl)] <=

olur ki, bu da x e /(p,F,0,,5) demektir.

supgk()<oo Vvt >0
y ¢ RO

olsun. Bu
9 (®) _
<K
durumda vt E[O’OO) igin h, (1)
olacak sekilde K>1 sabiti
vk ve x, € X igin q(x,) €[0,)
vk ve x, € X

vardir.

oldugundan, icin

9 (@) _
h (a(x)) ve

dolayisiyla, [ @(x))] )
[9c (@(x )] <K" [h @(x)]"

buradan da K~ >0 oldugundan,

k™ [g. (@(xN]™ < K"k [h (@(x)]™
elde edilir. Yine burada k=1 den oo’a
kadar toplam alinirsa sonug elde edilr.

kaKM

veya

olur ki,

a = -1
vi) $ <8, gleun. VK icin OCk™ <1
oldugundan, vk igin k™2 (k™ olur.

Boylece vkove x e X icin,
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k= [ £ (a(x))]™ <k [f (at))]"

elde edilir. Buradan da k=1 den oo’a kadar
toplam alinirsa sonug elde edilir.

Teorem 6

(M1) ve (M2) sartlar1 saglansin.
Buna gore,
i) S >1ise /(p,q,S) < /(p, F,q,s)’

iiy & =0, ise £(p.F.q,8)=/(p,F.0;,5)
iiiy ((P.F.0) = /(p.F,q.5)
iv) ((F.a) = ((F,q,s)

Ispat:

i) Teorem 5 (i) de g (t) =t
alinirsa, s>1iken /(p,q,s) = /(p,F,q,s)
oldugu gortiliir.

i) g, =0, ise Yue X icin T, <q,(u)/a,(u) <T,

olacak sekilde ToveT, pozitif sayilar
vardir. Buradan da Teorem 5 (iv) den
sonug elde edilir.

iii) Teorem 5 (vi) de > =0,s, =5
alinirsa, ¢(p,F.a) < ¢(p.F.q,s) oldugu
goruliir.

iv) Teorem 5 (vi) de 3t =0 S2 =S e VK

i¢cin P = alinrsa,
elde edilir.
Teorem 7
s>1 ve (M1) saglansin. Bu
durumda,

|) goo(q) gﬁ(p, F,q,S),
“) €(p, F,q,S) = S(X),

iii) q siirlt ise
0(p,a,8) = £(p,F,q,s) =S(X) gir.

Ispat:
i) xel,(q)
vkicin q(x,) <K

olsun. Bu taktirde

olacak sekilde pozitif

K sabiti vardir. (M1) den ve vk icin fi
artan oldugundan

vkeicin f, (a(x)) < f(K)<T olacak

sekilde T >1 sabiti bulunabilir. Boylece,
s>ligin,

k[ (a0e)) ] < k[T <TM Yk <o

olacagindan X € (P, F,0:5) glde edilir.
i) (M1) saglanmis olsun. Bu durumda (6)

X =(x) e S(X)

dan herhangi icin s>1
oldugundan,
Yk (ax))]* <X kC[K]Y <K Y k® <o
k k k
elde edilir ki, bu da X<¢/(P.F.Q5)

demektir. O halde S(X)<(p.F.q,s)

dir. S(X)=24(p.F.q.9) oldugu zaten

agiktir. Bu ikisinden de
(P, F.0,5) =S(X) elge edilir.
iii) 9 smirl olsun. Bu durumda
vk ve x, € X icin,

a(x)<T (8)

olacak sekilde 11 sabiti bulunabilir. O
x=(x) € S(X)

halde herhangi icin s>1

oldugunda,

Zk—s[q(xk)]l)k SZk—s[-l-]Pk S-I-Mzk—s<oo
k k k

elde edilir ki, bu da X<€/P.G:S)

demektir. Bdylece S(X) = (p.a.9) gyr.
S(X)=4(p.a.9) oldugu aciktir. Bu
ikisinden de “(P.9:8) =S(X) ¢|ge edilir.
Yine (8) ve (M1) den VK icin Tk lar
artan oldugundan,
vk ve x, e X icin f (q(x,)) <K

K>1 gabiti vardir.

herhangi X=X €S(X) ey o1
oldugunda (i) de oldugu gibi

xel(p,F,a,9) elde edilir ki, bu da
S(X)< (p,F,q,s)

S(X)=/4(p,F,q,s) oldugundan
0(p,F,0,5)=S(X) e|de edilir. Buradan

olacak

sekilde Boylece

demektir.
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da, 0(p,q,s) =S(X) =4(p,F,q,s)
oldugu gortiliir.

Teorem 8
(M2) sart1 saglansin. Buna gore,

iy (F.q) = 4(a)
i) ¢(p,F,q) =¢,(q) dur.

Ispat:

1) Kabul edelim Ki,
X=(x)el(F,q), fakat x ¢ ¢(q) olacak
sekilde bir x=(x.)
x ¢ ¢(q) oldugundan pozitif tamsayilarin
artan bir (k,) alt dizisi bulabiliriz, dyle

dizisi vardir.

k-1
ki, > a(x)z1 dir. W igin f,

v=k, 4

modulus fonksiyonu oldugundan,

f,@) < fv[ Z q(mjs Z f,(a(x,))eld

V:knfl V:knfl

e edilir. x=(x,) e ¢(F,q) olacagindan,

S, = Zn: f,(a(x,)) dersek, (s,) yakinsak
v=1

dolayisiyla Cauchy dizisidir. O halde
Ve>0i¢in 3n, >, Vi, j>n, icin ‘si —sj‘ <&
dur. Bu n,’a karsilik n’yi dyle secelim ki

i=k, ,>n ve j=k,—1>n, olsun. Bu
k,—1

duruma, f,()< > f,(a(x))<e olur
v=k, 4
ki, bu da modulus fonksiyon

ozellikleriyle celisir. O halde kabuliimiiz
yanlis olup x € /(q) olmali.

i) xel(p,F,g)olsun. Bu durumda,
Lm[ f (a(X ))]pk =0 ve dolayisiyla,
(M2) den V1> ¢g>0icin 3k, >k >k, icin,
[f(a(x))]™ <e<1 dir.
vk icin p, <M olacagindan k >k iken,

I:fk (Q(Xk))]M S[fk (q(xk)) M <e<l

olacaktir. Buradan da,

l!i_'ll[fk(q(xk )I" =0 l!m[fk(q(xk JI=0e qu(xk) =0

elde edilir ki, bu da x € c,(q) demektir.

Teorem 9
t=(t ) ver=(r) smirh diziler ve
Vk € IN olsun. Bu durumda,

/(t,F,q) < /(r,F,q) dir.

Ispat:
xel(t,F,q) olsun. Bu durumda
V1>e>0icin 3k, >k >k, iken,

[fk(q(xk))]tk <e<1 dir. Vkicint, <r,
olacagindan k)k, iken,

[fe(ax))]* <[ f (ax))]" olur.
Buradan da x € ¢(r, F,q) elde edilir.

Sonu¢
Vk € IN igin,
i) 0<p, <lise /(p,F,q) < /(F,q)

i) p, >1ise /(p,F,q) 2 /(F,q)

Ispat:

i) Teorem 9 da
p, =t ver =1 alnirsa
edilir.

ii) Yine Teorem 9 da Vk € IN i¢in
P =r vet =1 almirsa sonu¢ elde

edilir.

vk e IN
sonu¢ elde

Sonuc ve Oneriler
Bu ¢alismada (p, f,q,s), uzayinin

genellestirmesi olan K(p,F,q,S), uzay1
incelendi. Daha  6nce tanmimlanan
uzaylarin ¢ogu Ozelliklerinin  benzer

sekilde t(p,F.q.s) uzaymda da gecerli
oldugu (bazt durumlarda uzaylarin
genellestirilmesinde kullandigimiz
modulus fonksiyon dizilerine ek sartlar

konuldu) goriildi. Biz ¢alismamizda
modulus fonksiyon yardimiyla
tanimlanan ve daha oOnce modulus
fonksiyon dizisi yardimiyla

208

Yiiziincii Y11 Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi/ Journal of the Institute of Natural & Applied Sciences



Seminormlu Uzaylarda Modulus Fonksiyon Dizileri Yardimiyla Tanimlanmis Yeni Bir Dizi Uzay1

genellestirilmemis “(p, 1,9,9) uzayini
ele aldik, benzer durumdaki diger
uzaylarda da benzer durumlarin gecerli
oldugu gosterilebilir.
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