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Oz

Uygulamalarda gézlemlenen verilerin en uygun bigimde istatistiksel analizini yapmak igin veri kiimesinin
altinda yatan dagilim en uygun bigimde belirlenmelidir. Cogu zaman, bir veri kiimesinin altinda yatan dagihmi
belirlemeye calisirken kullanilan uyum iyiligi testleri, veri seti igin birden fazla dagihm modelini isaret eder.
Uyum iyiligi testlerinin sonuglarina gore olasi dagilim modelleri arasinda, veri kiimesi igin optimal dagihm
modelinin belirlenmesi problemi, istatistikte olduk¢a dnemli bir problemdir. Bu ¢alismada, geometric siireg
verileri igin Gamma ve Weibull dagilimlari arasindaki ayrim problemi, en ¢ok olabilirlik oran yontemine goére
arastinilmistir. Ayrimcilik igin kullanilan yéntemin dogru se¢im performansini gostermek igin, kapsamh bir
similasyon ¢alismasi yapilmis ve belirli bir gliven dizeyinde ve test giiciinde ayrim yapmak icin gerekli
minimum Orneklem buytkllkleri elde edilmistir. Buna ek olarak, agiklayici amacglarla, gergek bir veri seti
kullanilarak bir uygulama yapilmistir.
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DISCRIMINATING BETWEEN THE GAMMA AND WEIBULL DISTRIBUTIONS FOR
GEOMETRIC PROCESS DATA

Abstract

To obtain an optimal statistical analysis of the data observed in the applications, the underlying distribution
of the data set should be optimally determined. Most of times, the goodness-of-fit tests used when trying to
determine the underlying distribution of a data set indicate more than one distribution model to data set.
Among the possible distribution models according to the results of the goodness-of-fit tests, the problem of
determination of the optimal distribution model for the data set is quite important problem in statistic. In this
study, the problem of discriminating between the Gamma and Weibull distributions for geometric process
data is investigated according to the ratio of maximum likelihood method. To show the correct selection
performance of the method used for discrimination, a comprehensive simulation study is performed and in
order to discriminating at fixed level of confidence and power of test, required minimum sample sizes are
obtained. In addition, for illustrative purposes, an application is made by using a real data set.
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1. Giris

Geometrik siire¢ yenileme siirecinin bir genellemesi olarak, trend igeren ardisik varig
zamanlarini modellemek igin Lam (1988) tarafindan tanitilmigtir. {N(t), t > 0} stokastik stireci bir
sayma sureci ve {X,,,n = 1,2, ...} bu slrecten gelen bagimsiz rasgele degiskenlerinin bir dizisi
olmak tizere; {a™ 1X,,,n = 1,2, ... } dizisi bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele degiskenlerin herhangi
bir dizisi olacak sekilde bir a > 0 sayisi var ise {N(t),t > 0} sayma siirecinden gelen
{X,,n=1,2,..} bagimsiz rasgele degiskenlerinin dizisinin olusturdugu siirece a oranli bir
geometrik slire¢ denir (Lam, 2007:38; Kara vd., 2015). X;, X5, ..., X, rasgele degiskenleri a oranl bir
geometrik sliregten bir 6rnek olmak lizere, X, rasgele degiskeni bu siirecte ilk olay gerceklesinceye
kadar gegen siireyi temsil etmektedir. Eger X; rasgele degiskeninin dagilmi fy, (x,) ise bu durumda
X;i=1,2,...,nrasgele degiskenlerinin dagihmi

fxi(xi) = ai_lfxl(ai_lxi) ¢
olmaktadir. Diger taraftan
Y, =a" X, i=12,...,n (2)

dénusimu ile tanimlanan Y; rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve X; rasgele degiskeni ile
ayni dagiimlidir. Ayrica, u ve a2 sirasiyla X; rasgele degiskeninin beklenen deger ve varyansi olmak
Uzere, esitlik (2)'nin goz 6nitine alinmasiyla X; i = 1,2,...,n rasgele degiskeninin beklenen deger
ve varyansi, sirasiyla

EX)=—5 ,i=12,..,n 3

ve
2

Var(X,) = = (4)
olarak kolayca hesalanir. Esitlik (3) ve esitlik (4)'den X,, X3, ..., X, rasgele degiskenlerinin beklenen
deger ve varyanslari yalnizca X; rasgele degiskeninin beklenen deger ve varyansi ile ifade
edilebilmektedir. Bununla birlikte, geometrik siireclerde parametrik sonug¢ c¢ikarim X; rasgele
degiskeninin dagilimina dayali olarak yapilabilmektedir. Dolayisiyla Geometrik sireg ile uyumlu bir
veri setinin istatistiksel analizi i¢in, X; rasgele degiskeninin dagilimin dogru veya dogruya en yakin
bicimde belirlenmesi oldukga 6nemlidir.

istatistikte, gdzlenmis bir veri setinin dagiliminin belirlenmesinde Ki-Kare, Kolmogorov-
Simirnov, Anderson-Darling vb. bazi uyum iyiligi testleri en sik basvurulan yontemlerdendir. Ancak
bu testler genellikle bir veri seti i¢in birden fazla dagilim modeline isaret eder. Her ne kadar veri
seti icin olasi dagihmlar, veri setini modellerken benzer veri uyumu gosterselerde, model
varsayimindan dolayi kuyruk olasiliklari ve hazard fonksiyonlari gibi bazi karakteristikler 6nemli
derecede etkilenebilmektedir. Bu durumu agiklayabilmek icin Gamma(3, 0.5) ve Weibull(0.6, 1.83)
dagihmlarini géz 6nlne alalim. Sekil 1 ve Sekil 2 sirasiyla ilgili dagilimlara ait dagilim fonksiyonlarinin
ve hazard fonksiyonlarinin grafiklerini géstermektedir.
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Sekil 1: Gamma(3, 0.5) ve Weibull(0.6, 1.83) Dagilimlarinin Dagilim Fonksiyonlari
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Sekil 1’den goérilebilecegi gibi her iki dagihm fonksiyonu neredeyse ayni veri uyumu
saglamaktadir, ancak Sekil 2’de hazard fonksiyonlarinin birbirinden tamamen farkli olduklari
gorulmektedir. Dolayisiyla, bir veri setinden optimal sonug ¢ikarim icin en uygun dagiim modeli
belirlenmelidir. En ¢ok olabilirlik oran yontemi (RML), veri setini modellemek icin kullanilabilecek
olasi dagilimlar arasindan optimal dagilimin belirlenmesi probleminin ¢6ziimi icin kullanilan
yontemlerden bir tanesidir. Literatlirde RML yontemi kullanilarak klasik yaklagsim altinda, Gamma
ve Weibull (Fearn ve Nebenzahl, 1991), Log-Normal ve Gamma (Kundu ve Manglick, 2005), Weibull
ve Log-Normal (Kundu ve Manglick, 2004), Weibull ve Log-Logistic (Elsherpieny vd, 2013), Log-
Normal ve Genellestirilmis Ustel (Kundu vd., 2005), Genellestirilmis Rayleigh ve Log-Normal (Kundu
ve Ragab, 2007), Genellestirilmis Rayleigh ve Weibull (Ragab ve Kundu, 2013) gibi bazi ortisen
dagilim ciftleri arasindaki se¢im problemleri incelenmistir. Verilerin ikinci tip sansurli olmasi
durumunda ise Weibull ve Log-Normal dagilimlari arasindaki ayrim Dey ve Kundu (2012) tarafindan
ele alinmistir. Bununla birlikte, bu problem geometrik bir siiregten elde edilen veri seti igin agiktir.

Bu c¢alisma, ilk varis zamaninin dagihminin Gama veya Weibull oldugu ve geometrik siireg ile
uyumlu olan bir veri seti icin Gamma ve Weibull dagilimlarini ayirt etme problemini RML ydntemine
gore gz 6niine almaktadir. Bu calismanin kalan kisimlari ise su sekilde diizenlenmistir: 2. bélimde,
geometrik sireg verileri icin RML yontemine dayall bir ayirici istatistik verilmektedir. Arastirmaci
tarafindan istenilen anlam dizeyinde ve glicte bir ayrim islemi gerceklestirebilmek icin gerekli
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minimum orneklem biyikluga, Fearn ve Nebenzahl (1991) tarafindan verilen asimptotik sonuglara
dayali olarak, yine bu bolimde elde edilmektedir. Bolim 3’de, ¢alismada kullanilan ayirici
istatistigin ayrim performansi gergeklestirilen bazi simulasyon galismalari ile incelenmektedir.
Gergek bir veri seti kullanilarak yapilan uygulamanin verildigi dérdiinct bélimden sonra besinci ve
son bolim sonug bolimaddr.

2. Geometrik Siireg Verileri icin RML

Varsayalim (X4, X5, ..., X;;) @ oranli bir geometrik siiregten alinan rasgele bir 6rneklem ve X;,
a>0 ve >0 parametreleriyle Gamma dagilimina sahip olsun. Bu durumda X; rasgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 a

foabr; . B) = rs s’ e/F x> 00> 0,6>0 (5)

dir. Burada 8 ve a sirasiyla dagilimin 6lgek ve sekil parametresidir. Ayrica X;, i = 1,2,...,n, rasgele
degiskenleri icin olabilirlik fonksiyonu, (1) esitliginin géz 6niine alinmasiyla

i-1 i-1
LGA(aGAv a’,ﬁ;xl,xz,...,xn) =1I'- 1 aga fxl;GA (aGA Xi; a:ﬁ)

an(n—1)

_ _%a’ n @
- ﬁn“([‘(a)) Hl =1 xl

-1

e—AGAxi/B (6)

biciminde yazilir. Benzer disiince ile eger X; rasgele degiskeni 8 > 0 ve 4 > 0 parametreleriyle
Weibull dagilimna sahip olsun. Bu durumda da X; rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

Fue(0,1) = 0% 1e=CD° x> 00>0,1>0 7
olup burada 8 dagilimin sekil parametresi A ise dagilimin 6lgcek parametresidir. Gamma dagilimi
durumunda oldugu gibi X;, i = 1,2,...,n, rasgele degiskenlerine ait olabilirlik fonksiyonu

Lye(awg, A,0;x1, %5, ..., x) =1} = 1 ali/;Elfxl:WE(aIi/I;Elxi;At 9)

n(n—-1) .
; 6-1 oyn i-1
— 2 nqné In i-1 =AY awEXi
=ayy O6"A izl(aWExl-) e =1 WEXi (8)

bigiminde yazilr.

a oran parametreli geometrik stregle uyumlu (X;, X5, ..., X;,) rasgele 6rnekleminde X, rasgele
degiskeni icin Gamma ve Weibull dagilimlari arasindaki ayrimda ilk olarak
Hy: X;~GA(a, B) veya denk olarak Y;~GA(a, B) ©)
H,:X;~WE(, 1) veya denk olarak Y;~WE (A, 0)
hipotezi gbz 6niine alinsin. (9) ile verilen hipotezi test edebilmek icin RML yéntemine dayal bir

ayirici istatistik, esitlik (6) ile verilen olabilirlik fonksiyonunun (8)’da verilen olabilirlik fonksiyonuna
oranlanmasi ve logaritmasinin alinmasiyla

T =1In ( Lea(aga,aB3x1,X2,m%n) ) (10)

olarak yazilabilir. (10) ile verilen istatistik, parametrelerin tahminlerine bagh olarak

T =1In ( Lga(GGa@.Bix1, Xz m%n) ) =In [H? M (11)

=1 7i-1 i-1..32
atygfwe(ayexid0)

bigiminde yazilir. Burada &, B, 8 ve A ilgili parametrelere ait en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, Awe
ve dg, ise sirasiyla Weibull ve Gamma dagilimlari durumu igin geometrik siirecin oran
parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir.

Esitlik (11) ile verilen T istatistiginde @y, ve d;4 yerine Lam ve Chan (1998) tarafindan dnerilen
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a= — — yn —2i .
a=exp ((n—1)n(n+1) i (n—2i+ 1)lnXl) (12)

parametrik olmayan tahmin edicisi kullanilirsa

= n_ fea(@'x;aB)

T'=1In [Hl =1 fp(@-1x;0.2) (13)
olur. Ayrica, (12) esitligi ile verilen @ tahmin edicisinin esitlik (6) ve (8) da kullanilmasiyla @ ve f
tahmin edicileri arasindaki iliski
2?:1&":_17(!:

a= —
np

(14)

olarak elde edilir. 8 ve A tahmin edicileri arasindaki iliski ise

i=f—n 15
<z?:1(ai-1xi>"> (15

biciminde elde edilir. Esitlik (14)-(15) ile verilen iliskiler cercevesinde esitlik (12) ile verilen T
istatistigi

-

T = n|ain(af./X,) - 0n(1%,) - In (0 T(@) - @ +1] (16)
olarak elde edilir. Burada X, = ([T%, @ 'X,)'/™ ve X, =% n . avmlx; dir. (16) esitligi ile elde

edilen Tistatistiginin degerine bagh olarak (9) ile verilen hipotez igin

{T > 0,ise Hy hipotezi kabul edilir a7

T < 0,ise Hy hipotezi reddedilir

biciminde olusturulan bir karar kuralina gére karar verilir (Bain ve Engelhardt, 1980). Ancak T
istatistigi kullanilarak gerceklestirilen hipotez testinde, T istatistiginin dagilimi bilinmediginden
dolayi testin giicli veya anlamhlik diizeyi hakkinda bir sey séylenememektedir. Bir diger deyisle
yapilan secimin dogru olmasi olasiliginin hesaplanabilmesi icin T’nin dagiliminin belirlenmesi
gerekmektedir. T istatistiginin dagilimi heniiz agik olarak elde edilememekle birlikte dogru se¢im
olasihginin yaklasik olarak hesaplanabilmesi ve istenen bir anlam diuzeyinde test
gerceklestirebilmek icin gerekli 6rneklem gapinin yaklasik olarak hesaplanabilmesi igin asimptotik
dagiliminin belirlenmesi oldukga dnemlidir. Bdylece gergek bir veri setinin igerdigi gbzlem sayisina
gore testin anlamliligi ve glici hakkinda yaklasik bir sonuca varilabilir. T istatistiginin asimptotik
dagihmiminin hesaplamak icin ilk olarak (2) esitligi ile verilen donlsiim gz oniine alinsin. Ayrica,
X1, X5, ..., X, a oran parametreli geometrik siregten bir 6rneklem ve X,~GA(a,B) veya

h.hhy
X,~WE(A,6) olsun. n » o0 ve & — a igin (10) esitligi ile verilen T istatistigi Y;,Ys, ..., Y,
déntsim degiskenleri ile

= n  feaGuah)

Ty =In [Hl =1 fwe:6.0) (18)
biciminde ifade edilebilir. Y}, Y,, ..., Y, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli
olmalarinin yanisira X, rasgele degiskeniyle de ayni dagilimhdir. (18) esitliginde verilen Ty istatistigi
ve (10) esitligi ile verilen T istatistiginin ayni dagilimli oldugu asikardir. (18) esitliginde verilen Ty,
istatistigi ise klasik yaklasimda Gamma ve Weibull dagilimlarinin ayrimi icin kullanilan RML
yontemine dayali bir ayirici istatistiktir. Ty istatistiginin asimptotik dagilimi

e veriler Gamma dagilimindan
e veriler Weibull dagilimindan

olmasi durumlari géz 6niinde bulundurularak Fearn ve Nebenzahl (1991) tarafindan yapilan
calisma ile elde edilmistir. Fearn ve Nebenzahl (1991) tarafindan elde edilen asimptotik sonuglar
Tablo 1'de verilmistir.
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Tablo 1’ de verilen ¥(.) digamma fonksiyonudur. Ayrica, & veri Gamma dagilimindan
geldiginde Weibull dagiliminin hatali parametresi, @ ise veri Weibull dagilimindan geldiginde
Gamma dagiliminin hatali parametresi olarak adlandirilir. 8 ve @ nin hesabi igin Fearn ve Nebenzahl
(1991)’e bakiniz.

Tablo 1: Ty ve T istatistigi icin Asimptotik Sonuglar

Durum 1: X, rasgele degiskeni Gamma dagilimli yani, Y;~GA(a, B) = X;~GA(a, B)ise

Ty, T~Asimptotik Normal (n X AEg,, n X AVarg,)

Beklenen deger (AE;4): 1—a—2Inl'(a) —Inf +InT(d + a) + (a — 6)Y(a)

((a— 8"y (@ +2(a - 0)[Y(@ + ) —pla)] +)
Varyans (AVarg,): F(a)F(Zé + a) 3

» }
\ 1@ +a)) )

Durum 2: X, rasgele degiskeni Weibull dagiimliyani, Y,~WE(A,0) = X;~WE(2, 0)ise

Ty, T~Asimptotik Normal (n X AEyg, n X AVaryg)

Y1) 1 )
Beklenen deger (AEyg): <1 &+——-—1In F( 6) 1)+ Inf + InT' (&)

]
+y(1) -1
72 r(1+3)

T (rae)

o= f5u(p)-§uoa]-

a’+

|
|
)

(
| 6
Varyans (AVaryg): {
|
(2

T istatistigi i¢cin Durum 1’de verilen asimptotik dagilimin géz éniine alinmasiyla, X; rasgele
degiskeni gercekte Gamma dagilimh oldugunda (17) ile verilen karar kuralina gére dogru segim
yapilmig olmasi olasihigl, diger bir deyisle H, hipotezi dogru iken kabul edilmesi olasilig

- _ _ nXAEga
P(T>0) ~1 qn( —m) (19)

olarak elde edilir. Burada @ standart normal dagilimin dagilim fonksiyonunu ifade etmektedir.
Ayrica testin anlam diizeyi ¢ ile gosterilmek UGzere; (19) ifadesinden

_ _ _ NXAEga
1-g=1-o0(- ) (20)
yazilabilir. Béylece (20) esitliginden testin anlam dizeyi
_ _ nXAEga
f - q)< ,/nXAVarGA> (21)

olarak elde edilir. Esitik (21) in kullaniimasiyla istenilen bir &* anlam diizeyinde test islemi
gerceklestirebilmek igin gerekli 6rneklem biyuklGgi ise

(Zg*)ZAVaTGA
n ~ L&) AVerGa 22)

(AEga)?

olarak bulunur. Burada Zg+, &* olasiligi icin standart normal dagilimin dagiim fonksiyonunun
tersinin degeridir.
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Benzer bicimde X; rasgele degiskeni gercekte Weibull dagilimh oldugunda T istatistigi n X
AE, i ortalamave n X AVary, varyansiile asimptotik olarak Normal dagilima sahip oldugundan,
(17) kuralina gore verilen kararin dogru olmasi olasiligi diger bir deyisle H, hipotezi yanls iken
reddedilmesi olasihgi

- _ NXAEwWE
P(T <0) = CD( —m) (23)
olarak elde edilir. (23) ifadesi ayrica testin giiciinii gstermektedir. istenen gii¢c diizeyinde bir test
islemi gercgeklestirebilmek igin gerekli 6rneklem blyukligu ise esitlik (23) tin kullaniimasiyla

- (Z(p,)ZAVarWE

n ~ Lo TUWE (24)

(AEwE)?

olarak elde edilir. Burada ¢* istenen gii¢ diizeyini gostermektedir.

istenen bir anlam diizeyi ve giicte test gerceklestirebilmek icin gerekli 6rneklem sayisini
belirlemek amaciyla n = 20,40,60, ...,2000, a = 0.95 segcilerek ve (19)-(24) esitlikleri ile verilen
asimptotik sonuglari kullanarak, gézlem sayisi n’e gore testin giic ve anlamhlik dizeyleri 1000
tekrarli simiilasyon ¢alismasina dayali olarak hesaplanmis ve Sekil 3’de verilmistir.

Sekil 3: Gozlem Sayisi N’e Gore Testin Giicii ve Anlamlilik Diizeyi

0.95 e em e e T Lo A S . : u
: = : : H : Testin Arlam Dizeyi

[n=]| SRS R B . e |
Yoogdda ) H H ! Testin Glci

Y - U WU S SRS SUPU SRS S S S

BF[foms e A S 7

06 [ ------ e RREEEEEEEEEE LR e Fomoe- RS R o-oee- -

S S AU SO U S SR AN NS SR

L e IREEEREE R Fo--oee- P e il By Pooo--- T

0.3 ----- R shEEEE R EEEEEE beeeeee- B T RREE EEEEEEE boeeee- -

0.2 -3 --- e e R s bemmeeo- B oo Rk RRnEEEE bemeee- .
H: 380 : : : ! : :

01 f------- e ¥ 005554 T ro---o-- ro-o-o-- e e bbby ro---o- —

005 R wan S S I S I —
a ; ; : ; ; ; ; ] ;

o 200 400 &0 g00 1000 1200 1400 1600 iS00 2000

M SHzlem Savis

Sekil 3'den & = 0.05 anlam diizeyinde bir test islemi gergeklestirmek igin yaklasik 380 ve ¢ =
0.95 glcte bir test igin ise yaklasik 340 birimlik 6rneklem kullanilmasi gerektigi sonucuna varilabilir.
Ayrica analiz edilecek veri setindeki gézlem sayisina gore testin glici ve anlam diizeyi hakkinda
yaklasik olarak bir sonuca varilabilir.

3. Simiilasyon Galismasi

Bu bolimde, T istatistiginin ayrim performansini ortaya koymak icin yapilan similasyon
calismasina yer verilmektedir. Similasyon galismasinda sirasiyla X;~GA (a,B ) ve X,~WE(A,6)
olmak tizere iki farkh durum distintlmustir. Her iki durumda da T istatistiginin dogru secim olasiligi
hem simiilasyon hem de T istatistiginin asimptotik dagilimina dayali olarak hesaplanmistir. Birinci
durumda a = 0.90,0.95,1.05,1.10, « =0.5,2, f=0.5,2,4,6,8,10 ve n=30,50,100,200
olarak secilmis ve similasyon gercgeklestirilmistir. 1000 tekrara dayanarak elde edilen sonuglar ilk
satirlarda similasyona dayali sonuglar ve ikinci satirlarda asimptotik sonuglar olmak tzere Tablo 2-
3 de verilmistir.
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Tablo 2: X;~GA (a, B ) ve a = 0.5 Durumu icin Dogru Secim Olasiliklari

n n

B a 30 50 100 200 B a 30 50 100 200
0.5 09 0587 0.624 0.741 0.804 6 09 0580 0.643 0.702 0.837
0.573 0.607 0.723 0.804 0.558 0.629 0.699 0.828

0.95 0.571 0.642 0.735 0.853 0.95 0.580 0.621 0.704 0.840
0.546 0.622 0.739 0.840 0.557 0.611 0.693 0.833

1.05 0571 0.646 0.732 0.836 1.05 0.614 0.684 0.753 0.834
0.566 0.619 0.720 0.824 0.582 0.637 0.737 0.832

1.1 0.569 0.651 0.735 0.815 1.1 0.569 0.648 0.737 0.845
0.553 0.639 0.725 0.807 0.555 0.629 0.725 0.834

2 09 0594 0.618 0.725 0.821 8 09 0591 0.633 0.745 0.843
0.566 0.609 0.715 0.809 0.566 0.609 0.737 0.839

0.95 0.603 0.654 0.719 0.825 0.95 0.608 0.640 0.722 0.833
0.587 0.633 0.713 0.812 0.570 0.611 0.715 0.817

1.05 0.597 0.633 0.725 0.809 1.05 0.578 0.655 0.705 0.832
0.580 0.618 0.708 0.820 0.551 0.633 0.687 0.825

1.1 0.567 0.644 0.734 0.815 1.1 0.613 0.667 0.715 0.844
0.566 0.624 0.723 0.806 0.584 0.643 0.724 0.832

4 09 0597 0.642 0.730 0.827 10 09 0598 0.678 0.730 0.827
0.583 0.628 0.716 0.819 0.580 0.647 0.737 0.821

0.95 0,558 0.651 0.739 0.810 0.95 0,599 0.668 0.744 0.832
0.538 0.630 0.737 0.805 0.568 0.629 0.722 0.814

1.05 0.607 0.653 0.731 0.832 1.05 0.613 0.621 0.751 0.839
0.581 0.627 0.728 0.831 0.581 0.610 0.731 0.835

1.1 0.587 0.633 0.704 0.852 1.1 0.59 0.652 0.716 0.829
0.557 0.602 0.714 0.835 0.577 0.629 0.711 0.831
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Tablo 3: X;~GA (a, B ) ve @ = 2 Durumu igin Dogru Segim Olasiliklari

n n

B a 30 50 100 200 B a 30 50 100 200
05 09 0598 0645 0703 0.768 6 09 0618 0679 0.699 0.799
0.599 0.658 0.701 0.760 0614 0.660 0.693 0.790

095 0.627 0659 0724 0.790 095 0.609 0.647 0.688 0.814
0.605 0.640 0.721 0.782 0615 0.638 0.697 0.801

1.05 0636 0655 0714 0.804 1.05 0631 0657 0704 0.801
0.611 0.650 0.717 0.806 0610 0.643 0.715 0.794

11 0630 0641 0739 0.778 11 0650 0672 0693 0.786
0.620 0.639 0.722 0.772 0633 0.672 0.691 0.780

2 09 0606 0656 0729 0.802 8 09 0652 0661 0741 0.807
0.613 0.645 0.715 0.788 0.630 0.650 0.733 0.805

095 0596 0.647 0.698 0.825 095 0.638 0652 0711 0.803
0.595 0.637 0.700 0.810 0631 0.649 0704 0.798

1.05 0638 0663 0711 0.797 1.05 0614 0658 0757 0.785
0.607 0.645 0.710 0.775 0.603 0.646 0.744 0.783

11 0638 0655 0712 0.795 11 0651 0.638 0.747 0.797
0.614 0.654 0.710 0.802 0.615 0.630 0.727 0.784

4 09 0641 0667 0.722 0.808 10 09 0633 0670 0700 0.793
0.624 0.654 0.712 0.79% 0.626 0.665 0.707 0.785

095 0.631 0645 0711 0.780 095 0613 0651 0716 0.802
0.616 0.639 0.695 0.777 0614 0661 0706 0.791

1.05 0622 0662 0731 0.813 1.05 0632 0649 0712 0.792
0.610 0.654 0.723 0.813 0625 0.639 0716 0.795

11 0607 0650 0718 0.780 11 0640 0638 0731 0.785
0.605 0.657 0.721 0.792 0.626 0.638 0715 0.781

Tablo 2 ve Tablo 3’den anlasilmaktadir ki gézlem sayisi n artikca hem similasyona hemde
asimptotik sonuglara dayali dogru secim olasiliklari artmaktadir. Bu durum geometrik siirecin oran
parametresi a’nin her degeri icin gecerlidir. Bunun yanisira a parametresinin degeri blyidigu

zaman dogru secim olasiliklarinin da arttigi gorilmektedir.

ikinci durumu géz dniine alan simiilasyon calismasinda ise ilk durumdakine benzer bicimde a =
0.90,0.95,1.05,1.10, A = 0.5,2, 8 =0.5,2,4,6,8,10 ve n = 30,50,100,200 olarak segilmistir.
1000 tekrarli simiilasyon galismasi ile elde edilen sonuglar Tablo 4-5 de verildigi gibidir.

Uluslararast Iktisadi ve Idari Incelemeler Dergisi



248 UITID-1JEAS, 2018 (18. EYI Ozel Sayisy):239-252 1SSN 1307-9832

Tablo 4: X;~WE (4,0 ) ve 2 = 0.5 Durumu igin Dogru Secim Olasiliklar

n n

0 a 30 50 100 200 0 a 30 50 100 200
0.5 09 0.709 0.778 0.858 0.941 6 09 0.777 0.836 0.923 0.992
0.708 0.768 0.836 0.917 0.764 0.823 0.916 0.985

0.95 0.703 0.784 0.849 0.946 0.95 0.736 0.843 0.941 0.985
0.713 0.776 0.838 0.930 0.742 0.824 0.923 0.983

1.05 0.712 0.772 0.856 0.916 1.05 0.767 0.831 0.934 0.983
0.710 0.764 0.846 0.909 0.763 0.824 0.924 0.982

1.1  0.730 0.759 0.844 0.937 1.1 0.776 0.826 0.933 0.982
0.734 0.760 0.836 0.930 0.769 0.829 0.923 0.981

2 09 0.633 0.690 0.810 0.897 8 09 0.756 0.861 0.940 0.992
0.623 0.675 0.795 0.891 0.764 0.843 0.927 0.982

0.95 0.627 0.694 0.802 0.876 0.95 0.777 0.866 0.952 0.994
0.628 0.694 0.798 0.884 0.774 0.845 0.934 0.988

1.05 0.640 0.680 0.784 0.885 1.05 0.762 0.854 0.934 0.984
0.640 0.686 0.766 0.879 0.769 0.844 0.933 0.983

1.1 0.646 0.717 0.818 0.894 1.1 0.750 0.844 0.946 0.994
0.644 0.699 0.800 0.896 0.755 0.846 0.944 0.986

4 09 0.729 0.796 0.896 0.975 10 09 0.776 0.825 0.950 0.993
0.732 0.809 0.891 0.971 0.772 0.826 0.936 0.985

0.95 0.710 0.803 0.909 0.969 0.95 0.769 0.860 0.947 0.991
0.730 0.797 0.900 0.974 0.769 0.861 0.936 0.988

1.05 0.733 0.827 0.899 0.983 1.05 0.802 0.842 0.960 0.992
0.721 0.822 0.908 0.973 0.786 0.839 0.945 0.988

1.1 0.726 0.824 0.900 0.976 1.1 0.770 0.846 0.948 0.987
0.724 0.806 0.899 0.970 0.764 0.845 0.941 0.985
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Tablo 5: X;~WE (4,0 ) ve A = 2 Durumu icin Dogru Secim Olasiliklar

n n
0 a 30 50 100 200 0 a 30 50 100 200
0.5 09 0.706 0.749 0.862 0.938 6 09 0.737 0.829 0.924 0.983
0.705 0.754 0.840 0.920 0.743 0.824 0.926 0.978

095 0.695 0.789 0.870 0.944 095 0.748 0.837 0.928 0.990
0.706 0.768 0.848 0.922 0.740 0.820 0.910 0.984

1.05 0.711 0.764 0.835 0.931 1.05 0.777 0.815 0.934 0.987
0.721 0.766 0.826 0.917 0.778 0.815 0.926 0.983

11 0711 0.753 0.852 0.934 11 0729 0.858 0.936 0.990
0.712 0.752 0.830 0.925 0.743 0.834 0.931 0.981

2 09 0.615 0.706 0.774 0.890 8 09 0.781 0.842 0.938 0.995
0.609 0.707 0.794 0.887 0.774 0.844 0.933 0.987

095 0.627 0.689 0.774 0.890 095 0.779 0.865 0.948 0.993
0.633 0.697 0.778 0.887 0.764 0.846 0.942 0.988

1.05 0.635 0.719 0.781 0.892 1.05 0.761 0.834 0.943 0.984
0.631 0.710 0.783 0.885 0.761 0.830 0.935 0.984

11 0.622 0.694 0.807 0.886 11 0.730 0.855 0.943 0.990
0.630 0.696 0.798 0.890 0.741 0.839 0.937 0.984

4 09 0.714 0.823 0.922 0.972 10 09 0.780 0.829 0.950 0.991
0.713 0.811 0.910 0.968 0.779 0.835 0.934 0.988

095 0.730 0.784 00911 0.976 095 0.762 0.859 0.955 0.990
0.728 0.785 0.907 0.976 0.769 0.863 0.934 0.987

1.05 0.697 0.814 0.903 0.971 1.05 0.775 0.867 0.941 0.992
0.707 0.804 0.897 0.972 0.778 0.848 0.929 0.987

11 0718 0.809 0.908 0.978 1.1 0774 0.855 0.950 0.988
0.709 0.810 0.901 0.970 0.776 0.842 0.936 0.986

Tablo 4 ve Tablo 5 ile verilen similasyon ¢alismasi sonuglari, tamamen birinci durumda elde
edilen sonuglara benzer olarak yorumlanabilir. a parametresinin her degeri icin n artikca hem
similasyona hem de asimptotik sonuclara dayal dogru sec¢im olasiliklari artmaktadir. Ayrica Tablo
2-4 incelendiginde, ikinci durum icin gerceklestirilen similasyon calismasi ile elde edilen dogru
sec¢im olasiliklari parametrelerin ve gozlem sayisinin her degerinde birinci durumdan daha yiksek
¢ikmaktadir.

4. Uygulama

Calismada yapilanlari agiklama amagli olarak, bu kisimda, geometrik siiregle uyumlu bir veri seti
olan “No. 3 planlanmamis bakim veri seti” kullanilarak bir uygulamaya yer verilmistir.

71 gozlem iceren No. 3 planlanmamis bakim veri seti, U.S.S. Halfbeak denizaltilarin ana
motorlari igin planlanmamis ardisik bakim zamanlarini icermektedir (Ascher ve Feingold, 1984). Bu
veri setinin, oran parametresi 1'den kiiciik olan bir geometrik siireg ile uyumlu oldugu Chan vd.
(2004) tarafindan gosterilmis ve arastirmacilar tarafindan bu veri setinde ilk varis zamaninin
dagihmi Gamma olarak secilmis ve veri seti geometrik stireg kullanilarak modellenmistir. Aydogdu
vd. (2010) tarafindan ayni veri seti icin ilk varis zamaninin dagihmi Weibull segilerek geometrik
slirecle modellenmistir. Acaba bu veri setinde ilk varis zamaninin dagilimi i¢in diisiiniilen Gamma
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ve Weibull dagihmlarindan hangisi daha uygundur? Uygun dagilimi belirleyebilmek igin hesaplanan
parametre tahminleri ve T istatistiginin degeri Tablo 6’da verildigi gibidir.

Tablo 6: No. 3 Planlanmamis Bakim Veri Seti igcin Parametre Tahmini ve T istatistiginin Degeri

a Model Parametre Tahmin Log-olabilirlik T

a 0.6581

Gamma -546.8785
B 0.001479

1.0401 -0.0419

A 0.0012

Weibull -546.8366
0 0.7616

Tablo 6’ dan gorilebilecegi gibi T < 0’dir. Bu durumda (17) ile verilen karar kuralina gore ilk
varig zamaninin dagilimi icin Weibull dagihmi daha uygundur denilebilir. Diger taraftan bir
geometrik stiregte X1, X5, ..., X,, gdzlemleri

X =EXpav, k=12,..n (25)

biciminde tahmin edilebilir (Kara vd, 2015). (25) esitligi ile verilen tahminler kullanilarak hata
kareler ortalamasi (MSEYy) ise

~ 2
MSEy = =371 (Xi — %) (26)

biciminde hesaplanabilir. ilk varis zamaninin dagiliminin Gamma ve Weibull olmasi durumuna gére
No. 3 planlanmamis bakim veri seti igin ilk varig zamaninin beklenen degeri ve MSEy degerleri
Tablo 7 de verilmistir.

Tablo 7: No. 3 Planlanmamis Bakim Veri Seti icin Beklenen Deger ve MSEy Degerleri

Model Dagihm Beklenen Deger E (X;) MSEy
Gamma 973.8308 201801.27689
Weibull 977.177 201595.27778

Tablo 7’den goriilecegi gibi X; rasgele degiskeni i¢in model olarak Weibull dagilimi
kullanildiginda MSEy degeri daha kiiglik olmaktadir. Bu ise T istatistigine gore verilen karari
desteklemektedir.

5. Sonug¢

Bu calismada geometrik siirecle uyumlu bir veri setinde ilk varis zamaninin dagihmi icin Gamma
ve Weibull dagilimlari arasindaki ayrim probleminin ¢6ziimi RML yéntemine gore arastirilmigtir. Iki
dagilim arasinda ayrim yapmak igin kullanilan istatistige ait dogru secim performansi yapilan bir
dizi similasyon galismasiyla gosterilmistir. Elde edilen sonuglardan, dogru se¢im olasiligi igin
asimptotik sonuglar ile simiilasyona dayali sonuglarin ortistikleri goralmustir. Bununla birlikte
asimptotik sonuclar kullanilarak, gdzlem sayisina gore testin glic ve anlamlilik diizeyi yaklasik olarak
hesaplanmistir. Daha Onceki yapilan ¢alismalarda her iki dagilim da kullanilarak modellenmis
gercek bir veri seti, aciklayici amaglar icin analiz edilmistir. Hem simiilasyon ¢alismasi sonuglarindan
hemde veri analizi sonucundan, RML yonteminin geometrik siireg verileri icin Gamma ve Weibull
dagilimlari arasindaki ayrimda kullaniminin uygun oldugu séylenebilir.
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DISCRIMINATING BETWEEN THE GAMMA AND WEIBULL DISTRIBUTIONS FOR
GEOMETRIC PROCESS DATA

Extended Abstract

Aim: Let stochastic process {N(t),t > 0} is a count process and {X,,,n = 1,2,...} be a set of
random variables from count process {N(t),t > 0}. The process {X,,n =1,2,..} is called a
geometric process with ratio parameter a If there exists any real constant a > 0 such that
{a"'X,,n = 1,2,..} are set of independently and identically distributed random variables with
distribution F (Lam 2007). X3, X5, ..., X,, be a random sample from geometric process with ratio
parameter a then the random variable X; is indicate the first occurence time. The parametric
inference in the geometric process is made by assuming the distribution of random variable X; is
known. Also, let 4 and o2 are expected value and variance of the random variable X;, respectively,
then expected value and variance of the other random variables can be fully expressed by u and
o2. Hence, for analysis of a set of data consistent with geometric process, determining the
underlying distribution of a set of data as true or close to true is quite important. The main goal of
this study, in the stage of modelling of a set of data consistent with geometric process, it is
investigate the solution of the problem of discriminating between the Gamma and Weibull
distributions for the random variable X;.

Method(s): The ratio of maximum likelihood (RML) method is used for discrimination between the
Gama and Weibull distributions for geometric process data. The RML is a commonly used method
of discriminating between two overlapping distribution families. The most important advantage of
the RML method is that it is an easily applicable method. However, distribution of the
discriminative statistic obtained by RML cannot be expressed explicitly and its asymptotic
distribution becomes quite important. By using the asypmtotic distribution of the RML, requried
minimum sample sizes for the fixed confidence level and power of the test can be obtained.

Findings: In order to discriminating between the Gamma and Weibull distribution for geometric
process data, a discriminative statistic based on random samplem(X;, X,, ... X,,) from geometric
process with ratio parameter a has been obtained as follow

T = n|ain(a%./%,) - 0n(1%,) = In (9 T(@)) - @ +1] 1)
where @ and 8 are maximum likelihood estimators of parameters a and 8, respectively and X, =

n ai-lyNi/n § o_lyn si-ly. P ( n — i ) i

(I, av= x4, X, ~Xisad X; and @ = exp DD izt (n — 2i + 1)InX; ). Besides,
the asymptotic distribution of the statistic given by Equation (1) has been evaluated according to
the results obtained by Fearn and Nebenzahl (1991). The correct selection performance of the
discriminative statististic used in this study has been examined through a comprehensive
simulation study. The results of the simulation study has shown that the correct selection
performance of the used statistic is quite satisfactory even at small sample sizes. In addition,
according to sample size n and for fixed value of the ratio parameter a, the confidence level and
power of the test has been obtained based on asymptotic distribution of the statistic T

Conclusion: In this study, in order to solution of the problem of the discriminating between the
Gamma and Weibull distributions for geometric process data, a discriminative statistic has been
obtained based on the RML method. The correct selection performance and power of the test for
the statistics used to discriminating between the two distributions has been shown with a series
of simulation studies. From obtained result by the simulation study, it is seen that asymptotic
results and simulation-based results are overlap in terms of the probability of correct selection. In
addition, a real data set which is modeled using both Gamma and Weibull distributions in the
previous studies has been analyzed for explanatory purposes. As a result of both data analysis and
the simulation study, it can be said that the use of the RML method for the discriminating between
the Gamma and Weibull distributions for geometric process data is appropriate.
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