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Oz

Heterojen yapida bir popiilasyondan elde edilmis verilerin istatistiksel analizinde oldukga kullanisli modeller
olan sonlu karma dagilimlar igin parametre tahmin problemi istatistikte oldukga 6nemli bir problemdir. Bu
¢alisma, iki parametreli Rayleigh dagilimlarinin sonlu karmalari i¢in parametre tahmin problemini ele
almaktadir. Bu kapsamda, iki parametreli Rayleigh dagilimlarinin sonlu karmalarinda mevcut bilinmeyen
parametreler igin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri E-M algoritmasina gore elde edilmektedir. Bununla birlikte
calismada, elde edilen en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin karma dagilimin bilinmeyen parametrelerini
tahmin etmedeki performansini ortaya koymak igin, karma oran parametresinin ve karma bilesen
dagiimlarindaki parametrelerin farkli degerlerini géz 6niinde bulunduran ve tahmin edicilere ait hata kareler
ortalamalarini, yanlilik miktarlarini ve standart sapmalarini ortaya koyan similasyon ¢alismasi sonuglarina yer
verilmektedir. Buna ek olarak, agiklayici amaglar igin gergek bir veri seti kullanilarak yapilan bir de 6rnege yer
verilmektedir.
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DISTRIBUTIONS

Abstract

The problem of parameter estimation for finite mixture distributions, which are very useful models for the
statistical analysis of data obtained from a heterogeneous population, is quite important problem in statistics.
This paper focuses on the parameter estimation problem for finite mixtures of the two-parameter Rayleigh
distributions. In this context, the maximum likelihood estimators for the unknown parameters in the finite
mixtures of the two-parameter Rayleigh distributions are obtained according to the E-M algorithm.
Furthermore, in order to demonstrate the estimation performance of the obtained maximum likelihood
estimators, a simulation study which gives the mean square error, bias and standard deviations of the
estimators, is carried out by considering for different values of the mixing ratios and parameters of the
component distributions. Also, an actual data set is analysed for illustrative purposes.

Keywords: Two-Parameter Rayleigh Distribution, Mixture Distributions, Maximum Likelihood Method, E-M
Algorithm
JEL Classification: C690, C020, C610

1 Yrd. Dog. Dr., Kirikkale Universitesi, Fen Ed. Fak., Istatistik Béliimii, hdbicer@hotmail.com
2¥rd. Dog. Dr., Kirikkale Universitesi, Fen Ed. Fak., Istatistik Béliimii, chicer@kku.edu.tr

DOI: 10.18092/ulikidince.352176
Makalenin Gelis Tarihi (Recieved Date): 14-11-2017
Yayina Kabul Tarihi (Acceptance Date): 15-01-2018



384 UITID-1JEAS, 2018 (18. EYI Ozel Sayisy):383-398 1SSN 1307-9832

1. Giris

Sonlu karma dagilim modelleri heterojen yapidaki bir popiilasyondan elde edilmis verilerin
istatistiksel analizi i¢in standart parametrik dagilim ailelerine nazaran oldukga yararl sonuglar
sunan dagilim modelleri olup yaygin bir kullanim alanina sahiptir. X bir rasgele degisken olmak
Uzere; X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

fG) =% 1pifi(x.6)) (€9)

biciminde ise X rasgele degiskenine k bilesenli f karma dagilimina sahiptir denir. Burada k
bilesen sayisini, f]-(x, Qj) j- bilegenin olasilik (yogunluk) fonksiyonunu ve p;, Z}‘zl p; = lvep; =20
olmak lzere, karma dagilimin j. bileseni i¢in karma oranini géstermektedir (Agikgdz, 2007). Sonlu
karma dagilim modellerinde temelde (g tip parametre s6z konusudur. Bunlardan ilki bilesen sayisi
(k), ikincisi bilesenlere ait p; karma oranlari ve Gglinci tip parametreler ise bilesen dagiimlarina
ait parametrelerdir.

Bu calismanin amaci, k bilesen sayisinin bilindigi varsayimi altinda, iki parametreli Rayleigh
dagihmlarinin k bilesenli sonlu karma dagilimlarinin bilinmeyen parametrelerini tahmin etmektir.
iki parametreli Rayleigh dagilimi fen, midendislik ve saghk alanlarindan bircok problemin
modellenmesinde basari ile kullanilan carpik bir dagihmdir. iki parametreli Rayleigh dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu

(A, p) = 24(x — e 1% x> (2)
f

ve dagilim fonksiyonu

Flx,Ap) = 1— e 2w’ 3)

bigimindedir. Burada,A > 0 dagilimin o&lgek parametresi, u € R ise dagihmin konum
parametresidir (Dey vd., 2014). Esitlik (1) ile verilen karma dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonunun g6z 6niine alinmasiyla k bilesenli iki parametreli Rayleigh karma dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonu

k k
2
F®) = ) pify(x08) = ) p2Ay (o — 1))e M) Ly x> 3,05 € R,2; >0 (4)
j=1 j=1
biciminde kolayca yazilabilir. Burada 4; j. bilesenin dlgek parametresi, u; j. bilesenin konum
parametresi, IXi>uj

1 X; > ‘Ll]
Ixi>#j = {0 X; < Uj (5)

bigciminde tanimli indikatér fonksiyonudur. Burada p; j. bilegen icin karma oran parametresi
olup, bu dagilimda toplam (3k) tane bilinmeyen parametre s6z konusu olmaktadir. (4) esitligi ile
verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun bigiminin anlasilabilmesi icin Sekil 1. ve Sekil 2. de farkl
parametre degerleri igin iki bilesenli iki parametreli Rayleigh karma dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonunun grafikleri verilmistir.
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Sekil 1: iki Bilesenli iki Parametreli Rayleigh Karma Dagilimin Olasilik Yogunluk
Fonksiyonunun Grafigi p=0.50,4,=1,4,=2, uy =2, u, =3
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Sekil 2: iki Bilesenli iki Parametreli Rayleigh Karma Dagilimin Olasilik Yogunluk
Fonksiyonunun Grafigi p=10.80, 4, =1, u1 =2, 4, =3, u, =3
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Bu calismanin diger bolimleri ise su sekilde dizenlenmistir: Karma dagilimlarda parametre
tahmini (izerine yapilan galismalara ait literatiir 6zeti ikinci bdlimde verilmektedir. Ugiincii
bolimde, k bilesenli iki parametreli Rayleigh karma dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin en
¢ok olabilirlik tahmin edicileri E-M algoritmasi kullanilarak elde edilmektedir. Dérdiinci bélimde,
liciinct bolimde elde edilen en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin parametreleri tahmin etmedeki
etkinligini ortaya koymak igin yapilan simiilasyon galismalarina ve gergek bir veri seti kullanilarak
yapilan bir uygulamaya yer verilmektedir. Calismanin besinci boliimiinde ise elde edilen sonuglar
tartisiilmaktadir.

2. Literatiir Ozeti

Literatirde karma dagilimlar tzerine yapilmis genis bir ¢alisma yelpazesi vardir. Karma
dagihimlarda parametre tahmin problemi (izerine bilinen ilk ¢alisma; Pearson (1894) tarafindan
yapilan, iki bilesenli karma normal dagilimin parametreleri icin momentler tahmin edicilerinin elde
edildigi calismadir. Sonlu Karma dagilimlar igin olabilirlik fonksiyonun karmasikhigindan ve en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerinin analitik olarak elde edilememesinden dolayi literatiirde karsilagilan ilk
calismalar ¢ogunlukla momentler yontemine dayali tahmin edicilerin elde edilmesi zerinedir.
Ustel, Gamma, Weibull, Binom, Negatif Binom, Geometrik ve Poisson, dagilimlarinin karmalarina
ait parametrelerin momentler yontemine dayal tahmin edicileri Summ ve Oommen (1995)
tarafindan yapilan ¢alisma ile verilmistir.

Uluslararast Iktisadi ve Idari Incelemeler Dergisi
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Hesaplama araglarindaki gelismelerin, sayisal yontemleri daha kullanilabilir kilmasinin bir
sonucu olarak karma dagilimlarin parametrelerinin tahmininde daha etkin sonuglar sunan en ¢ok
olabilirlik yontemi daha ¢ok kullanim olanagl bulmaktadir. Glinimizde en ¢ok olabilirlik
yonteminin tercih edilmesinin diger bir 6nemli sebebide, Dempster vd. (1977), tarafindan E-M
(Expectation—Maximization) algoritmasinin tanitilmasidir. Literatirde, E-M algoritmasinin
tanitilmasindan sonra, sonlu karma dagilimlar igin parametre tahmin problemini géz 6niine alan ve
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin elde edildigi cok sayida ¢alisma mevcuttur. Bu
cahismalarin bazilar sunlardir: Dick ve Bowden (1973) tarafindan iki bilesenli karma normal
dagihimin parametreleri icin en ¢ok olabilirlik tahminlerini Newton-Raphson yontemine goére elde
etmistir. Leytham (1984) ayni problemi yaptigi ¢alisma ile ele almis, iki bilesenli karma normal
dagilimin parametreleri i¢cin E-M algoritmasina dayali en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde
edilerek tahmin edicilerin kugik oOrneklem &zelliklerini Monte—Carlo similasyonuna gore
arastirmistir. Liu vd. (2006) tarafindan internet trafigi Gamma dagilimlarinin sonlu karmalari
kullanilarak modellenmis ve Gamma dagilimlarinin sonlu karmalarina ait parametreler
arastirmacilar tarafindan E-M algoritmasi kullanilarak en ¢ok olabilirlik yontemine gére tahmin
edilmistir. Wang ve Wang (2014) istel dagihmin belirli parametrik fonksiyonlara gére karmalarini
gbz 6niline almiglar ve E-M algoritmasina dayali en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde etmislerdir.
Afify (2011) bir parametreli Rayleigh dagiliminin karmalariigin 1. tip sansirleme olmasi durumunda
en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini elde etmistir. ElImahdy ve Aboutahoun (2013) li¢ parametreli
Weibul dagilimlarinin sonlu karmalari i¢in E-M algoritmasina dayali en ¢ok olabilirlik tahmin
edicilerini yaptiklari ¢calisma ile vermislerdir.

ileri diizey okuyucular sonlu karma dagilim modelleri ve E-M algoritmasi hakkinda daha
kapsamli bilgi icin (MclLachlan ve Krishnan, 1997) ve (Everitt ve Hand, 1981), kaynaklarina
basvurulabilir.

3. Yontem

Bu boliimde, k bilesenli iki parametreli Rayleigh karma dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin
tahminleri en gok olabilirlik yontemine gore E-M algoritmasi kullanilarak elde edilmektedir.

E-M algoritmasi belirli bir 6rnekleme dayali olarak bir karma dagilimdaki parametrelerin en ¢ok
olabilirlik tahminlerini parametrelerin bir ®° baslangi¢c tahmin degerinden baslayarak yakinsama
saglanincaya kadar @'yi tekrar tekrar giincelleyerek bulan yinelemeli bir tahmin yontemdir. Karma
dagilimlar icin E-M algoritmasindaki her yineleme,

E- asamasi: Q(d), CD(t)) = Eg[InL(®)|Y]
M- asamasi: @+D) = argmng (CD, (D(t))

biciminde tanimlanan bir E-asamasi ve bir M-asamasindan olusur (MclLachlan ve Krishnan.
1997:22). Burada t yineleme sayisini gostermektedir. Ayrica z;, x; gozleminin hangi bilesenden
oldugunu belirtmek igin kullanilan ancak gozlenemeyen etiket vektorlerini temsil etsin. x;,
(i =1,2,...,n)gozlemine karsilik gelen etiket vektori z; = [z, Zip, .-, Zyl ve j = 1,2,..., k igin
- {1, x;, j.bilesen dagilimindan bir gézlem 6)
Y710, aksidurumlarda

olmak Gzere Y = (X, Z)bigimindedir.

3.1. iki Parametreli Rayleigh Dagilimlarinin Karmalari i¢in En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri

k bilesenli iki parametreli Rayleigh karma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu (4) esitliginde
verildigi bicimde ve X, X,, ..., X,, rasgele degiskenleri bu dagilimdan rasgele bir 6rneklem olmak
uzere, X1, X5, ..., X, rasgele degiskenlerine ait logaritmik olabilirlik fonksiyonu

n

k
InL(®) = > In ) pyfy(x.6)) 7)

=1 j=1
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dir. Burada 6;, 6, = [/1';#1']’ olup j. bilesen dagilimi igin parametre vektoriini, & ise @ =
[p1, D2+ Pk, 01,05,...0,]  biciminde olup karma dagiim icin parametre vektérini
gostermektedir. (7) esitligi ile verilen logaritmik olabilirlik fonksiyonunu maksimize etmek igin

g9(@,1) =3, In¥k, p;fi(x,6;) + T(Z?:l p;—1) ®

Lagrange fonksiyonu tanimlansin. Burada T(Zﬁl pj— 1) Lagrange carpani olarak alinmistir.
Dagilimin karma oran parametrelerini tahmin etmek igin (8) esitliginin p;' ye tirevi alinirsa

0 vn k k _ _\yn fi(x8))
ap; 2i=11m Zjeapify(x 6) + 1(Zepy = 1) = Zi:lZﬁlpjfj(xi.@j)
n pifj(xi9;) ) 1
=yn (22 )= 9
= (Zﬁlpjf JGuop) o 7T ©)
elde edilir. (9) esitliginin sifira esitlenmesiyle
) 1
LW (i)~ +7=0 (10)
J
S W(lx) = —p,T (1)
elde edilir. —t = c olarak alinip (11) esitliginde yerine yazilirsa
YL W(ilx) = cp, (12)
olur. Boylece dagilimin j. bilesenine karsilik gelen karma oran parametresine ait tahmin edici
1 .
pj =< = W(3lx) (13)

olarak elde edilir. Burada, c bir sabit ve,

p;ifj(x6;)

W(]lxi) = Z?:lpjfj(xitej) (14)

dir. Diger taraftan 6; = [/1]-#]-]’ parametrelerini tahmin etmek icin (8) esitliginin ;'ye gore tirevi
alinip sifira esitlenirse

a
Pigg; (i)

a
ooy S L (0 0) = Xl = =
elde edilir. (14) esitliginin hem pay1 hemde paydasinin fj(xl-, Gj) ile garpilmasiyla
. a
L WG 0 (7,(.0)) = 0 (16)

elde edilir. §; = (/1]-, ,u]-) oldugu goz 6niinde bulundurularak (4) esitligi ile verilen olasilik yogunluk
fonksiyonun dogal logaritmasinin A; ve u;’ ye gore tiirevleri alinip (16) esitliginde yerine konsun. 4;
icin

2 1 2
ot (£ Ceo 2y )) = (5= G = 1)) oy a7)
olmak tzere,
. 1 2
WG (5 (5= 4) )1, = 0 (18)
now( i . 2
2“1)‘7],(”“ =Y W(Glx) (g — 1)) Lesp; (19)

esitligine ulagilir. (19) esitliginden A; cekilirse
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PR LOIED) (20)
i=1 W(ilxi)(xi—ﬂj)zleP‘j

)

elde edilir. Benzer bicimde (4) esitliginden y; icin

a%.ln (5 G dpm)) = (22 (xe = 1) = (e = 1)) ) Lo 21
dir. (21) esitliginde hesaplanan tiirevin (16) esitliginde yerinde kullaniimasiyla

i=1 W(jlx;) (2/11' (xi - Hj) - (xi - #]-)_1) Ixi>uj =0 (22)

B W) (5= ) ooy, = 5 B 23)

e WO ey = S WKy = 5 T 50— 24)

elde edilir. Boylece (24) esitliginden p;,

— (s Wil — Ly WG

Hj = > W) < i=1 W(]lxl)xllxi>uj 22, i=1 (xi_l‘j)lxi>uj) (25)
olarak bulunur. Béylece bir ®° baslangi¢ tahmin degeri ile birlikte (13), (20), (25) esitliklerinin goz
onlne alinmasi ve ¢ = n secilmesiyle, k bilesenli iki parametreli Rayleigh karma dagiliminin
parametreleri icin E-M algoritmasina dayali en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri

N 1 .
Py = 23, WO (jlx) (26)

Fe+1) _ 21, wOU1x) 27)

j j N 2
PN W(t)(JIXz)(Xz—#Et)) Lej>p;

A(t+1) _ 1 IR OIS _ 1 oyn _ w90
H; S WOy < = W) |xl)xt1xi>#j 2715:) D=1 (Xi‘ﬁﬁ't))’xpuj (28)
ﬁ;t)fj(xi‘é;)

olarak elde edilir. Burada W®(j x;) = —1—=—"—— dir.
(]l i Z;‘:lﬁgt)fj(xi'ej)

4. Bulgular
4.1. Simiilasyon Calismasi

Bu bdliimde, bir dnceki béliimde elde edilen tahmin edicilerin karma dagilimin parametrelerini
tahmin etmedeki performansini ortaya koymak igin iki bilesenli iki parametreli Rayleigh karma
dagihm g6z 6niinde bulunudurularak yapilan simiilasyon ¢alismasina yer verilmektedir. Simiilasyon
galismasinda karma oran parametresinin p = 0.50 ve p = 0.70 oldugu iki farkh durum
dislintlmugtar.

Durum 1: p = 0.50 durumu igin 44, 114, 4, ve p,parametrelerine ait degerler sirasiyla 4; = 1,
Ay =2, 4y =0ve u, =1,3,5 olarak secilmis ve ilgili dagilimlardan n= 50,100 ve 200 birimlik rasgele
orneklemler Uretilmistir. 1000 defa tekrarla gergeklestirilen similasyon ¢alismasiyla, parametre
tahmin degerleri (Ort.), tahminlere ait similasyon hata kareler ortalamasi (HKO) ve standart sapma
(S.Sapma) degerleri elde edilmistir. Similasyon ¢alismasindan elde edilen sonuglar Tablo 1-3 de
verildigi gibidir.
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Tablo1l:p =0.50,4; =1, u; =0, A, = 2 ve u, = 1 Degerleri igin Simiilasyon Sonuglari

n 50 100 200

Parametr S.Sapm S.Sapm
e Ort. HKO S.Sapma Ort. HKO a Ort. HKO a

0.628 0.024 0.090 0.609 0.017 0.070 0.56 0.00 0.053

14 7 7
3.302 108.300 10.200 1.785 1.588 0.990 1.25 0.28 0.466

N 7 1
0.079 0.014 0.086 0.064 0.009 0.073 0.02 0.00 0.037

Hq 5 2
2.407 1.233 1.039 2,102 0.236 0.478 2.19 0.28 0.499

A, 7 5
0.989 0.019 0.139 0.982 0.009 0.094 1.01 0.00 0.070

Uz 4 >

Tablo 2: p=0.50, A; =1, u; =0, A, =2 ve u, =3 Degerleri igin Simiilasyon Sonuglari

n 50 100 200
Paramet S.Sapm S.Sapm S.Sapm
re Ort. HKO a Ort. HKO a Ort. HKO a
p 0'5(1) 0.000 0.003 0.501 0.000 0.006 0.501 0'08 0.003
2 1'Zi 0.147 0.315 1.107 0.051 0.199 1.073 O'Oi 0.126
1
u 0'02 0.010 0.074 0.040 0.004 0.046 0.030 O'Og 0.038
1
1 2'32 0.584 0.677 2.135 0.163 0.382 2.060 O'Og 0.279
2
u 3'0; 0.007 0.079 3.016 0.002 0.043 3.007 0'02 0.034
2

Tablo 3: p=0.50, 4; =1, u; =0, A, =2 ve u, =5 Degerleri igin Simiilasyon Sonuglari

n 50 100 200
Paramet S.Sapm S.Sapm S.Sapm
re Ort. HKO a Ort. HKO a Ort. HKO a
p 0.501 0'08 0.003 0.501 0.000 0.003 0.501 0'08 0.003
1 1.202 0'2‘11 0.449 1.110 0.048 0.191 1.070 0'022; 0.154
1
u 0.063 0.0; 0.090 0.041 0.004 0.051 0.030 0'0(2) 0.034
1
Jl 2.304 0'6; 0.729 2.210 0.227 0.429 2.075 0'0; 0.258
2
u 5.033 0.0(; 0.063 5.022 0.002 0.042 5.009 O'O(l) 0.029
2

Tablo 1 — 3 ile verilen sonuglara bakildiginda gézlem sayisi arttikga tahmin degerleri gergek
degerlere yaklagsmakta ve tahmin edicilerin hepsi her durumda daha kigik HKO ve S.sapma
degerlerine sahip olmaktadir. Bununla birlikte yine Tablo 1 — 3 de verilen sonuglara gore gozlem
sayisl 50 oldugunda, karma dagilimin konum parametreleri u; ve p,’nin degerleri birbirine
yaklastikca A; ve A, parametrelerinin tahminleri igin hesaplanan HKO ve S.sapma degerleri

artmaktadir. Ancak bu durum gézlem sayisinin artmasiyla ortadan kalkmaktadir.

Durum 2: p =0.70 durumu igin Durum 1’de oldugu gibi 4,, 4, A, ve u,parametrelerine ait degerler
sirastyla A; =1, 4, = 2, u; = 0 ve u, = 1,3,5 olarak segilmis ve ilgili dagilimlardan n =50,100 ve
200 birimlik rasgele orneklemler Gretilmistir.1000 tekrarli similasyon galismasiyla elde edilen
sonuglar Tablo 4 — 6’da sunulmustur.
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390 UITID-1JEAS, 2018 (18. EYI Ozel Sayisy):383-398 1SSN 1307-9832

Tablo 4: p=0.70, A; =1, u; =0, A, =2 ve u, =1 Degerleri igin Simiilasyon Sonuglari

n 50 100 200
Parametre Ort. HKO  S.Sapma Ort. HKO  S.Sapma Ort. HKO  S.Sapma
p 0.646 0.015 0.108 0.642 0.013 0.098 0.642 0.012 0.093
N 2.214 7.103 2.385 1.587 0.773 0.658 1.475 0.761 0.735
U1 0.066 0.010 0.072 0.051 0.006 0.054 0.026 0.002 0.029
A, 2.799 5.507 2.218 2.223 0.934 0.945 2.368 3.600 1.871
Uy 0.957 0.058 0.239 0.980 0.035 0.186 0.951 0.031 0.169

Tablo 5: p=0.70, A; =1, u; =0, A, =2 ve u, =3 Degerleri igin Simiilasyon Sonuglari

n 50 100 200
Parametre Ort. HKO  S.Sapma Ort. HKO  S.Sapma Ort. HKO  S.Sapma
p 0.698 0.000 0.009 0.699 0.000 0.004 0.698 0.000 0.007
o 1.162 0.093 0.258 1.066 0.027 0.151 1.037 0.013 0.108
Uy 0.049 0.006 0.061 0.035 0.003 0.042 0.018 0.001 0.027
A, 2461 1.533 1.155 2.237 0.401 0.590 2.167 0.175 0.385
U 3.027 0.015 0.121 3.024 0.005 0.063 3.015 0.003 0.056

Tablo 6: p=0.70, 1; =1, u; =0, A, =2 ve u, =5 Degerleri igin Simiilasyon Sonuglari

n 50 100 200
Parametre Ort. HKO  S.Sapma Ort. HKO  S.Sapma Ort. HKO  S.Sapma
p 0.695 0.001 0.025 0.696 0.001 0.024 0.698 0.000 0.021
o 1.083 0.081 0.273 1.045 0.029 0.166 1.026 0.014 0.116
U1 0.045 0.007 0.069 0.031 0.003 0.041 0.024 0.002 0.032
A, 2.258 0.996 0.969 2.113 0.425 0.645 2.023 0.252 0.504
Uy 5.003 0.022 0.150 4,987 0.016 0.126 4989 0.012 0.109

Durum 2 igin yapilan ve Tablo 4 — 6 ile verilen similasyon g¢alismasi sonuglari Durum 1 igin
yapilan similasyon ¢alismasi sonuglari ile tamamen uyum igerisindedir. Dolayisiyla similasyon
calismasina ait sonuglara dayanarak; yeterli gézlem olmasi halinde elde edilen tahmin edicilerin
HKO 6l¢iitiine gore oldukga iyi bir tahmin performansina sahip olduklari séylenebilir.

Ugiinci béliimiinde elde edilen tahmin edicilerin tahmin performanslarinin gésterilmesinin

vaninda bu kisimda ayrica, tahmin edicilerin asimptotik 06zelliklerini arastiran ikinci bir
similasyon galismasina yer verilmistir. Similasyon ¢alismasinda, p = 0.70,4, = 1,4, = 2,4, =0
ve U, = 3 parametre degerlerine sahip iki parametreli Rayleigh dagihminin iki bilesenli karmasi g6z
6nltne alinmis ve ilgili dagilimdan n = 50,100,150, ...,10.000 birimlik rasgele o6rneklemler
tretilmistir. Her n degeri icin 1000 tekrarli olarak gergeklestirilen similasyon ¢alismasinda sirasiyla
D, A4, A2, fiy, i, tahmin edicilerine ait beklenen degerler (E(®), E(1y), E(;), E(f), E(42)),

yanlilik miktarlarinin karesi ([p — E(§)]%, [4, — E(il)]z, (2, — E(iz)]z, [us — EGD1% [ua —
E(fi,)]?) ve varyanslar (Var (p), Var(il), Var(iz), Var(fi,), Var(i,)) elde edilmistir. Elde edilen
sonuglar Sekil 3 —Sekil 7 de gizilerek verilmistir.
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Sekil 3: p Parametresi igin Asimptotik Sonuglar

0.7
«
& oses 1
N sos . . s s s . . . s
o 1000 2000 3000 4000 5000 G000 o000 8000 9000 10000
~ N
N 4 o8
‘Q !
N/
I 0.5
[ o
a o 1000 2000 3000 4000 5000 S000 TOOO 8000 S000 10000
N—r N
o) et 1 Dra T T T T T T T T T
‘Q
p—
< 0.5 :
3 o A —
=~ o 1000 2000 3000 4000 5000 G000 FO00 8000 9000 10000
N
Sekil 4: A, Parametresi igin Asimptotik Sonuglar
K: 1.2
< N ]
N—r 1
Ln D a I I I I 1 1 1 I I
~ o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 Fooo 8000 2000 10000
/ N ]
~
'
0.01
Lu 0.005 1
| (0]
r; o pieieie] 2000 J000 4000 SO0 GO0 FOOo0D 8000 S 1O
— N
-3
P s = 10
-
«<
N—r
5
S o
~ o 1000 2000 3000 4000 S000 G000 TOoO00 8000 S000 10000
N
Sekil 5: A, Parametresi icin Asimptotik Sonuglar
—~ <5
< LA
o |
2%
is . . . . . . . . .
o~ o 1000 2000 3000 4000 5000 G000 TOO00 8000 So00 10000
— N
~
(tﬁt\] 2
N—r
IS4 1 ]
L
n}
<<N o 1000 2000 3000 Elene] S5000 8000 Fooo 8000 9000 10000
~—r ]
~ 1
«
0.5 1
5
S o
> o pe o] 2000 SO0 A0 SO (e e e] TOOo0 8000 SO 1 OO
]

Uluslararast Iktisadi ve Idari Incelemeler Dergisi



392 UITID-1JEAS, 2018 (18. EYI Ozel Sayisy):383-398 1SSN 1307-9832

Sekil 6: 4 Parametresi igin Asimptotik Sonuglar
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Sekil 3 — 7 incelendiginde tim tahmin edicilerin asimptotik olarak yansiz ve tutarl olduklari
soylenebilir.

4.2. Uygulama

Bu kisimda, ¢alismada elde edilen tahmin ediciler kullanilarak, klima ariza sireleri veri seti iki
parametreli Rayleigh dagiliminin karmalari ile analiz edilmektedir.

Klima ariza slreleri veri seti, bir ucagin klima sisteminin ardisik arizalari arasindaki streleri (ugus
saati) icermektedir. Veriler Proschan (1963) tarafindan yapilan calisma ile elde edilmis ve Ustel
dagihm kullanilarak modellenmistir. Gupta ve Kundu (2003) bu veri setinin modellenmesinde
Weibull ve genellestirilmis Gstel dagilimi kullanmis ve Weibull dagiliminin bu veri seti i¢in daha
uygun oldugunu belirtmistir. Klima ariza sireleri veri seti icin model olarak iki parametreli Rayleigh
dagihminin 2 ve 3 bilesenli karmalar distndldiugiinde, her iki karma dagilama ait bilinmeyen
parametre degerleri Tablo 7 de verildigi gibi bulunmustur.
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Tablo 7: Klima Ariza Siireleri Veri Seti icin Parametre Tahminleri

Model
2 Bilesenli Karma Dagilim 3 Bilesenli Karma Dagilm
Parametre Tahmin Parametre Tahmin
P, 0.5941 P, 0.5337
p, 0.4059 p, 0.3663
A 0.0025 Py 0.1000
Uy 0.0000 M 0.0052
Ay 0.0001 Uy 0.0182
K, 43.2637 Ay 0.0004
U, 31.3123
A3 0.0010
Ug 216.1029

Tablo 7’de verilen tahmin degerleri goz 6niinde bulundurularak klima ariza siireleri veri setinin
iki parametreli Rayleigh dagilimlarinin 2 veya 3 bilesenli karmalari ile modellenip
modellenemeyecegini ortaya koymak igin veri setine Kolmogorov-Smirnov testi uygulanmistir, 2
bilesenli karma dagihm igin Kolmogorov-Smirnov istatistiginin degeri 0.1576 ve ilgili p-degeri
0.40390 olarak, 3 bilesenli karma dagilim icin de Kolmogorov-Smirnov istatistiginin degeri 0.1157
ve ilgili p-degeri 0.7742 olarak bulunmustur. Dolayisiyla her iki dagiliminda bu veri seti icin bir
model olarak kullanilabilecegi soéylenebilir. Veri setini modellemede kullanilan 2 ve 3 bilesenli
dagihmlar arasindan hangisinin veri setine daha uygun oldugu hakkinda bir fikir sahibi olabilmek
icin verilerin histogramlari Gzerine model olarak kullanilacak dagilimlarin olasilik yogunluk
fonksiyonlari gizdirilebilir, bakiniz Sekil 8. Benzer sekilde, verilerin ampirik dagilim fonksiyonu ve
model dagihmlarin dagilim fonksiyonlari ayni grafikte birlikte gizdirilebilir, bakiniz Sekil 9.

Sekil 8: Verilerin Histogrami ve Veri Setini Modellemede Kullanilan Dagilimlara Ait Olasilik
Yogunluk Fonksiyonlari
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Sekil 9: Klima Ariza Veri Setine Ait Ampirik Dagilim Fonksiyonu ve Model Dagilim
Fonksiyonlar
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Sekil 8 ve Sekil 9’dan agikga gorilmektedir ki, iki parametreli Rayleigh dagiliminin 3 bilesenli
karmasi bu veri setini 2 bilesenli karma dagilima gore daha iyi agiklamaktadir. Sekil 8 de verilen
Akaike bilgi kriteri (AIC) degerleri de bu sonucu desteklemektedir. Dahasi, klima ariza sureleri veri
setini modellemede kullanilabilecek olasi dagilimlar icin hesaplanan Akaike bilgi kriteri degerleri
Tablo 8 de verilmistir.

Tablo 8: Klima Ariza Siireleri Veri Setini Modellemede Kullanilabilecek Olasi Dagilimlar igin
Akaike Bilgi Kriteri Degerleri

Model Dagilim AIC
2 Bilesenli Karma Rayleigh 322.5551
3 Bilesenli Karma Rayleigh 301.8515
Ustel 307.2593
Weibull 307.8738
Gamma 308.3347
Log-Normal 307.2587

Tablo 8 de verilen AIC degerleri icerisinde en kiiclk olanin 3 bilesenli iki parametreli Rayleigh
dagihmlarinin karmasi olan dagilim oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla AIC kriterine gore, bu veri
setini modellemede 3 bilesenli iki parametreli Rayleigh dagilimlarinin karmasi olan dagilimin veri
setini modellemede kullanilabilecek olasi dagilimlar arasindan en uygun dagilim oldugu sonucuna
varilabilir.

5.Sonug

Bu calismada, E-M algoritmasi kullanilarak, iki parametreli Rayleigh dagilimlarinin sonlu
karmalarinda mevcut bilinmeyen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edildi. Elde
edilen tahmin edicilerin bilinmeyen parametre degerlerini tahmin etmedeki performansi,
simulasyon ¢alismalari ile similasyon hata kareler ortalamasi 6lgilitiine gore degerlendirilmistir.
Simiilasyon calismasi sonuglari elde edilen tahmin edicilerin, bilesen dagilimlarinin konum
parametrelerinin birbirinden yeterince uzak oldugu durumlarda, kiigiik 6rneklem gaplarinda bile
oldukga etkin oldugunu géstermistir. Bilesen dagilimlarinin konum parametrelerinin birbirine yakin
oldugu durumlarda ise godzlem sayisinin artmasiyla orantili olarak tahmin edicilerin tahmin
performansinin arttigi gézlenmistir. Ayrica yapilan ikinci simiilasyon ¢alismasi ile elde edilen tahmin
edicilerin asimptotik olarak tutarli tahmin ediciler oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla E — M
algoritmasina dayal olarak elde edilen en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin Rayleigh dagilimlarinin
sonlu karmalarinda mevcut bilinmeyen parametre degerlerinin tahmininde kullanilmasinin uygun
oldugu soylenebilir.
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PARAMETER ESTIMATION IN FINITE MIXTURES OF TWO-PARAMETER RAYLEIGH
DISTRIBUTIONS

Extended Abstract

Aim: The problem of parameter estimation for finite mixture distributions, which are very useful
models in the statistical analysis of data obtained from heterogeneous populations, is a very
important problem in statistics. In this work, maximum likelihood estimators for the finite mixtures
of two parameter Rayleigh distributions, which can be used in the statistical analysis of a data set
observed from a possible heterogeneous population, are obtained. The estimation performance
and some asymptotic properties such as asymptoticaly unbiasedness and consistency of the
estimators are shown by simulation study. Finally, by using the estimators obtained in study, a real
data set is analysed with two and three component mixtures of two-parameter Rayleigh
distribution.

Method(s): The two-parameter Rayleigh distribution is a skewed distribution that is used
successfully in modeling many problems from science, medicine and health. The probability density
function of the k-component mixtures of two-parameter Rayleigh distributions is

k k
2
f(x, Cb) = Zp]f](x, 9]) = ZPJZ/‘{](X - ,Llj)e_lj(x_uj) IX>Hj' x > El[l],‘llj € ]R,)lj >0 (1)
j=1 j=1
where J; is a scale parameter for the component j, y;is location parameter for the component j,
le.>#j is a indicator function defined as follow
1 X > ‘Llj
Ixi>llj = {0 X; < .uj (2)

Also, where p;, p; > 0 and Z}‘zl p; = 1, is the mixing ratio parameter for the component j. There

are totally (3k) unknown parameters in this distribution. Let we assume that X;,X,,..., X, is a
random sample from mixture density given by equiation (1), then logarithmic likelihood function
for the sample X3, X5,..., X, is

n k
i=1 j=1

where 6, 9]-=[Aj,uj]’ is the parameter vector of the jth component density,® =
[p1, P2, -+ Pr»01,604,...0,]" is the parameter vector for the mixture distribution with
k components. To obtain the maximum likelihood estimators for the k-component mixture of two-
parameter Rayleigh distributions, firstly, let us define a Lagrange function,

n k k
g((b,r):Zanpjfj(xi,Hj)+T ij—l ) ©))
j=1 j=1

i=1

for maximizing the logarithmic likelihood function given by equation (3). Where T(Zle pj— 1) is
a Lagrange multiplier. From solution of the Lagrange function given by equation (4), maximum
likelihood estimators based on Expectation-Maximization (E-M) algorithm for the parameters of k-
component mixtures of two-parameter Rayleigh distributions are obtained as follow, with initial
estimation ®°,

n
1
B == WO Gl (5)
i=1
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Findings: In order to demonstrate the estimation performance of the estimators obtained in this
paper, a simulation study have carried out by considering the two-component mixtures of two-
parameter Rayleigh distributions. We have considered two cases in simulation study in which ratio
parameter p = 0.50 and p = 0.70, respectively. In both cases, values of the other parameters have
beensetas 4;, = 1,1, =2, u; =0ve u, =1, 3,5. Sample sizes have been chosen as 50, 100,200
in both cases and it has been generated the random samples from the both configurations. By 1000
replicated Monte-Carlo simulations, for both cases, it has been computed the maximum likelihood
estimations of parameters. Mean square errors and biases of estimations based on Monte-Carlo
simulation have also been computed. The results of simulation study for both cases are show that
the estimation performances of the estimators obtained in this paper are quite satisfactory in
meaning to the mean square errors.

Conclusion: In this study, using the E-M algorithm, the maximum likelihood estimators of the
parameters of the finite mixtures of the two-parameter Rayleigh distributions were obtained. The
performance of the obtained estimators in estimating the unknown parameter values was
evaluated according to the mean square error based on Monte-Carlo simulation. The simulation
study results show that the estimation performances of the estimators obtained in this paper are
quite satisfactory. In addition, this result is also valid for the small sample sizes, if the location
parameters of the component distributions are far enough away from to each other. From
simulation, we observe that when the location parameters of the component distributions are
close to each other, the estimation performances slowly decrease. However, this decreasing
disappears with increasing the sample size. Therefore, in order to estimating the unknown
parameter values in the finite mixtures of the two-parameter Rayleigh distributions, it can be said
that it is appropriate to using the maximum likelihood estimators based on the E-M algorithm.
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