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Öz 

Yapılan bu çalışmada, öncelikle, ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirlik kavramı 
tanımlanmıştır ve (𝐻, 1)-toplanabilirlik kavramı ile ℐ(𝐻, 1)-
toplanabilirlik kavramı arasındaki ilişki verilmiştir. Daha sonra, 

logaritmik  ℐ-yakınsaklık kavramı ve logaritmik ℐ-Cauchy dizi 

kavramı tanımlanarak aralarındaki ilişki araştırılmıştır. Ayrıca  
logaritmik ℐ∗-yakınsaklık kavramı tanımlanarak logaritmik  ℐ-
yakınsaklık ile ilişkisi incelenmiştir. Son olarak logaritmik ℐ∗-

Cauchy dizi kavramı tanımlanarak logaritmik ℐ-Cauchy dizi ile  
arasındaki ilişki araştırılmıştır. 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: İdeal; ℐ-yakınsaklık; Logaritmik yakınsaklık;  ℐ-
Cauchy dizi; Logaritmik ℐ-yakınsaklık. 

Abstract 

In this paper, firstly, the concept of ℐ(𝐻, 1)-summability is 

defined and the relation between the concepts of (𝐻, 1)-

summability and ℐ(𝐻, 1)-summability is given. Then, the 

concept of logarithmic ℐ-convergence and the concept of 

logarithmic ℐ-Cauchy sequence are defined and their relations is 

investigated. Also, the concept of logarithmic ℐ*-convergence is 

defined and its relation with logarithmic ℐ-convergence is 

investigated. Finally, the concept of logarithmic ℐ*-Cauchy 

sequence is defined and its relation with logarithmic ℐ-Cauchy 

sequence is investigated. 

 
Keywords: Ideal; ℐ-convergence; Logarithmic convergence; ℐ-Cauchy 
sequence; Logarithmic ℐ-convergence. 

  

 

1. Giriş 

Bu makalede ℕ doğal sayılar kümesi ve ℝ reel sayılar 

kümesi olarak alınmıştır. Toplanabilme teorisinde önemli 

bir yakınsaklık çeşidi olan istatistiksel yakınsaklık 

kavramını Schoenberg (1959) ve Fast (1951) birbirinden 

bağımsız olarak yakınsak olan reel sayı dizilerinin bir 

genelleştirilmişi olarak tanımlamışlardır. Daha sonra  

Kostyrko vd. (2000) ideal yakınsaklık kavramını 

istatistiksel yakınsaklığın bir genelleştirilmiş hali olarak 

tanımlayarak bir çok önemli özelliklerini vermişlerdir.  

Bunla birlikte Gürdal (2004) ve aynı zamanda Nabiev vd. 

(2007) ideal Cauchy dizisi tanımlayarak ideal yakınsaklık 

ile ilişkisi ve önemli bazı özelliklerinin incelemişlerdir. 

Alghamdi vd. (2013) logaritmik yoğunluk ve logaritmik 

istatistiksel yakınsaklık kavramlarını tanıtmıştır. Nuray 

(2022) lacunary (H,1) toplanabilirlik, lacunary kuvvetli 

harmonik toplanabilirlik, lacunary istatistiksel (H,1) 

toplanabilirlik ve lacunary istatistiksel logaritmik 

yakınsaklık kavramlarını tanımlamış ve bu kavramlar 

arasındaki ilişkileri incelemiştir. 

Bu çalışmada öncelikle, ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirlik kavramı 

tanımlanmıştır ve (𝐻, 1)-toplanabilirlik kavramı ile 

ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirlik kavramı arasındaki ilişki verilmiştir. 

Daha sonra, logaritmik  ℐ-yakınsaklık kavramı ve 

logaritmik ℐ-Cauchy dizi kavramı tanımlanarak 

aralarındaki ilişki araştırılmıştır. Ayrıca  logaritmik ℐ∗-

yakınsaklık kavramı tanımlanarak logaritmik  ℐ-yakınsaklık 

ile ilişkisi incelenmiştir. Son olarak logaritmik ℐ∗-Cauchy 

dizi kavramı tanımlanarak logaritmik ℐ-Cauchy dizi ile 

arasındaki ilişki araştırılmıştır. Bu çalışma logaritmik 

yoğunluk ile tanımlanan logaritmik istatistiksel 

yakınsaklığın bir genelleştirilmesi olan logaritmik ideal 

yakınsaklık kavramının tanımlanması açısından 

toplanabilme teorisinde faydalı bir kaynak olacaktır. 

2. Temel Tanımlar ve Kavramlar 

Şimdi, makalede temel olarak kullanılan ve aşağıda 

belirtildiği gibi literatürde mevcut olan bazı önemli tanım 

ve kavramlar verilecektir. (Alghamdi et al. 2013, Alotaibi 

and Mursaleen 2012, Das et al. 2011, Edely and 

Mursaleen 2009, Fast 1959, Fridy 1985, Gürdal and Huban 

2014, Gürdal and Açık 2008, Gürdal et al. 2009, Kostyrko 

et al. 2000, Moric 2004, Mursaleen and Mohiuddine 2012, 

Nabiev et al. 2007, Nabiev et al. 2019,  Nuray 2022, Savaş 

and Gürdal 2015, Şahiner et al. 2011, Tripathy et al. 2012, 

Ulusu and Dündar 2014, Ulusu and Nuray 2020, Yamancı 

and Gürdal 2013). 
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Her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye istatistiksel yakınsak denir. 

Bir (𝑥𝑖) dizisinin harmonik ortalaması 

𝜏𝑛 ≔
1

ℓ𝑛
∑
𝑥𝑖
𝑖

𝑛

𝑖=1

 

biçiminde tanımlanmıştır. Burada 𝑛 = 1,2, … için 

ℓ𝑛 ≔∑
1

𝑖
≈ log 𝑛

𝑛

𝑖=1

 

dir.  
 

Bir (𝑥𝑖) dizisi eğer 

lim
𝑛→∞

1

ℓ𝑛
∑
𝑥𝑖
𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑎 

ise 𝑎 ya (𝐻, 1)-toplanabilir denir. 
 

Tüm (𝐻, 1) toplanabilir reel dizilerin kümesi 𝐻 ile 

gösterilecektir. 0 sayısına (𝐻, 1)-toplanabilir tüm reel 

dizilerin kümesini 𝐻0 ile gösterilecektir. Sıradan 

yakınsamanın her zaman harmonik toplanabilirliği 

gerektirdiği ve bunun tersinin yalnızca ek koşullar altında 

geçerli olduğu iyi bilinmektedir. 
 

Bir (𝑥𝑖) dizisi eğer 

lim
𝑛→∞

1

ℓ𝑛
∑
|𝑥𝑖 − 𝑎|

𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0 

ise 𝑎 ya güçlü harmonik toplanabilir denir. 
 

Bir 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi için 

𝜏𝑛 ≔ 𝑙𝑛
−1∑𝑥𝑘 𝑘⁄

𝑛

𝑘=1

 

olsun. Burada 

𝑙𝑛 =∑1 𝑘⁄ ≈ log 𝑛 (𝑛 = 1,2,3, … )

𝑛

𝑘=1

 

dir. 
 

Eğer 𝜏 = (𝜏𝑛) dizisi 𝐿 ye yakınsar ise  𝑥 dizisi 𝐿 ye 

(𝐻, 1) −toplanabilir denir,  yani (𝐻, 1) − lim𝑥 = 𝐿 dir. 

Eğer 𝑘 = 1 ise, bu durumda  

𝑙𝑛 =∑1 𝑘 = 𝑛⁄

𝑛

𝑘=1

 

ve (𝐻, 1)-toplanabilirlik, (𝐶, 1)-toplanabilirliğe indirgenir. 

Bir 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisinin, eğer 𝜏 = (𝜏𝑛) dizisi istatistiksel 

olarak 𝐿 ye yakınsak ise (𝐻, 1)  istatistiksel toplanabilir 

denir, yani  

𝑠𝑡 − lim𝜏 = 𝐿 = 𝐻(𝑠𝑡) − lim𝑥 

dir. İstatistiksel toplanabilen (𝐻, 1) tüm dizilerin 

kümesini, 𝐻(𝑠𝑡) ile belirtiriz ve bu tür dizilere istatistiksel 

(𝐻, 1) −toplanabilir diziler adını veririz. 

Eğer her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛

1

𝑙𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛:

1

𝑘
|𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise, bu durumda  𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi  𝐿 ye logaritmik 

istatistiksel yakınsaktır denir. 
 

Bir ℐ ⊆ 2ℕ sınıfı aşağıdaki şartları sağlıyorsa bir idealdir 

denir: 

(i) ∅ ∈ ℐ, 

(ii) 𝐴, 𝐵 ∈ ℐ olduğunda 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ ℐ dir, 

(iii) 𝐴 ∈ ℐ ve 𝐵 ⊆ 𝐴 olduğunda 𝐵 ∈ ℐ dir. 
 

ℐ ideali için eğer ℕ ∉ ℐ şartı sağlanıyorsa bu durumda, ℐ 

ya gerçek (nontrivial) ideal ve ℐ gerçek (nontrivial) ideali 

için de her 𝑛 ∈ ℕ için {𝑛} ∈ ℐ şartı sağlanıyorsa bu 

durumda da ℐ idealine uygun (admissible) ideal denir. 
 

Bir ℱ ⊆ 2ℕ sınıfı  

(i) ∅ ∉ ℱ, 

(ii) 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐹 olduğunda 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ ℱ, 

(iii) 𝐴 ∈ ℱ ve 𝐵 ⊇ 𝐴 olduğunda 𝐵 ∈ ℱ 

şartlarını sağlıyorsa bu durumda ℱ ye ℕ üzerinde bir filtre 

denir. 
  

ℐ ⊂ 2ℕ bir gerçek ideal  ise 

ℱ(ℐ) = {𝑀 ⊂ ℕ: (∃𝐻 ∈ ℐ)(𝑀 = ℕ\𝐻)} 

kümesi ℕ üzerindede bir filtredir. Bu filtreye ℐ idealine 

karşılık gelen süzgeç adı verilir. 
 

ℐ ⊂ 2ℕ bir admissible idealine ait her karşılıklı ayrık ve 

sayılabilir {𝐴1, 𝐴2, ⋯ } kümeler ailesi için 𝐴𝑗Δ𝐵𝑗   (𝑗 ∈ ℕ) 

sonlu küme ve 𝐵 = ⋃∞𝑗=1 𝐵𝑗 ∈ ℐ şartlarını sağlayan 

sayılabilir bir {𝐵1, 𝐵2, ⋯ } kümeler ailesi varsa ℐ idealine 

(𝐴𝑃) özelliğine sahiptir denir. 
 

ℐ ⊂ 2ℕ bir admissible ideal olmak üzere her 𝜀 > 0 için 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ ℕ: |𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜀} ∈ ℐ 

ise (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye ℐ-yakınsaktır denir. 
 

ℐ ⊂ 2ℕ bir admissible ideal olmak üzere her 𝜀 > 0 için 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ ℕ: |𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀} ∈ ℐ 

olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) sayısı varsa (𝑥𝑘) dizisine ℐ-

Cauchy dizisidir denir. 
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ℐ ⊂ 2ℕ bir admissible ideal olsun.  

lim
𝑘→∞

𝑥𝑚𝑘 = 𝐿 

olacak şekilde bir  

𝑀 = {𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘 < ⋯} ⊂ ℕ, 𝑀 ∈ ℱ(ℐ) 

kümesi varsa (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye ℐ∗-yakınsaktır denir. 

 

ℐ ⊂ 2ℕ bir admissible ideal olmak üzere eğer 𝑥𝑀 = (𝑥𝑚𝑘) 

altkümesi alışılmış Cauchy dizisi ise yani, 

lim
𝑘,𝑝→∞

|𝑥𝑚𝑘 − 𝑥𝑚𝑝| = 0 

olacak şekilde bir 𝑀 ∈ ℱ(ℐ) olan bir 𝑀 = {𝑚1 < 𝑚2 <

⋯ < 𝑚𝑘 < ⋯} ⊂ ℕ kümesi varsa (𝑥𝑘) dizisine ℐ∗-Cauchy 

dizisi denir. 

Lemma 2.1 (Nabiev vd.  2007) ℐ ⊆ 2ℕ, (𝐴𝑃) özelliğine 

sahip bir admissible ideal olmak üzere  𝐹(ℐ) filtresini 

alalım. Bu durumda, her 𝑖 için {𝑃𝑖}1
∞, ℕ kümesinin alt 

kümelerinin sayılabilir bir ailesi ve 𝑃𝑖 ∈ 𝐹(ℐ) olmak üzere 

𝑃 ∈ 𝐹(ℐ) ve her 𝑖 için 𝑃\𝑃𝑖  sonlu bir küme olacak şekilde 

bir 𝑃 ⊂ ℕ kümesi vardır. 

 

3. Bulgular 

Bu kısımda öncelikle ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirlik tanımı 

yapılarak (𝐻, 1)-toplanabilir ile arasındaki ilişki verilmiştir. 

Çalışma boyunca ℐ ⊆ 2ℕ bir admissible ideal olarak kabul 

edilecektir. 

 

Tanım 3.1. 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi için 

ℓ𝑛 =∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

 ≈ 𝑙𝑜𝑔𝑛  (𝑛 = 1,2,3, … ) 

olmak üzere, 

𝜏𝑛 =
1

ℓ𝑛
∑
𝑥𝑘
𝑘

𝑛

𝑘=1

    

olsun. Eğer 𝜏 = (𝜏𝑛) dizisi 𝐿 ye ℐ-yakınsak yani,  

ℐ − lim𝜏 = 𝐿 = 𝐻(ℐ) − lim𝑥 

ise bu durumda, 𝑥 dizisi 𝐿 ye ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirdir denir.  

Diğer bir ifade ile her 𝜀 > 0 için 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∊ ℕ: |
1

ℓ𝑛
∑
𝑥𝑘
𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝐿| ≥ 𝜀} ∈ ℐ 

ise, 𝑥 dizisi 𝐿 ye ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirdir denir.  

 

Teorem 3.1. Eğer bir 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 𝐿 ye (𝐻, 1)-

toplanabilir ise bu durumda, 𝐿 ye  ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirdir. 

 

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisi 𝐿 ye (𝐻, 1)-toplanabilir olsun. Bu 

durumda, her 𝜀 > 0 için bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ  var öyle ki 

her 𝑛 > 𝑛0  için  

|
1

ℓ𝑛
∑
𝑥𝑘
𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝐿| < 𝜀 

dir. Buradan her 𝜀 > 0 için 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∊ ℕ: |
1

ℓ𝑛
∑
𝑥𝑘
𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝐿| ≥ 𝜀} ⊆ {1,2, … , 𝑛0} 

olduğu açıktır. ℐ uygun ideal olduğundan {1,2, … , 𝑛0} ∈ ℐ 

ve dolayısıyla 𝐴(𝜀) ∈ ℐ elde edilir. Buradan da 𝑥 dizisi 𝐿 ye 

ℐ(𝐻, 1)-toplanabilirdir. 

 

Şimdi logaritmik ℐ-yakınsaklık ve logaritmik ℐ-Cauchy 

dizisi tanımları yapılarak aralarındaki ilişki incelenmiştir. 

 

Tanım 3.2. Eğer her 𝜀 > 0 için, 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ 𝑁:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜀} ∈ ℐ 

ise bu durumda, 𝑥 =   (𝑥𝑛) dizisi  𝐿 ye logaritmik ℐ-

yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık 

ℐ(𝑙𝑜𝑔) − lim𝑥 = 𝐿  veya 𝑥𝑛
ℐ(𝑙𝑜𝑔)
→   𝐿 

ile gösterilir. 

 

Tanım 3.3. Eğer her 𝜀 > 0 için bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ ℕ  vardır 

öyle ki  

𝐵(𝜀) = {𝑛 ∊ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀} ∈ ℐ  

ise bu durumda, 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisine logaritmik ℐ-Cauchy 

dizisi denir. 

 

Teorem 3.2. Eğer bir 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi ℐ(𝑙𝑜𝑔)-yakınsak ise 

logaritmik ℐ- Cauchy dizisidir. 

 

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisi 𝐿 ye  ℐ(𝑙𝑜𝑔)-yakınsak olsun. Bu 

durumda, her 𝜀 > 0 için 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜀} ∈ ℐ 

dir. ℐ bir ideal olduğundan 𝑁 ∉ 𝐴(𝜀)  sağlayan bir 𝑁 ∈ ℕ  

vardır. Her 𝜀 > 0 için  𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ ℕ  olmak üzere 

𝐵(𝜀) = {𝑛 ∊ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| ≥ 2𝜀} ∈ ℐ 

kümesini alalım. Şimdi 

1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| +

1

𝑛
|𝑥𝑁 − 𝐿| ≥

1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| 

eşitsizliği dikkate alındığında eğer 𝑛 ∈ 𝐵(𝜀)  ise bu 

durumda, 

1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| +

1

𝑛
|𝑥𝑁 − 𝐿| ≥ 2𝜀 

olduğu görülür. Diğer taraftan 𝑁 ∉ 𝐴(𝜀)   olduğundan  

1

𝑛
|𝑥𝑁 − 𝐿| < 𝜀 

olduğu açıktır. Buradan da her 𝜀 > 0 için   

1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| >  𝜀 

olup, dolayısıyla 𝑛 ∈ 𝐴(𝜀) elde edilir ki  

𝐵(𝜀) ⊂ 𝐴(𝜀) ∈ ℐ 

olduğu görülür. Buradan 𝐵(𝜀) ∈ ℐ yani, (𝑥𝑛) dizisi bir 

logaritmik ℐ-Cauchy dizisidir. 
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Şimdi de logaritmik ℐ∗-yakınsaklık tanımı yapılarak 

logaritmik ℐ-yakınsaklık ile arasındaki ilişki verilmiştir. 

 

Tanım 3.4. Bir  𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi için,  

𝑀 = {𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘 < ⋯} ⊂ ℕ, 𝑀 ∈ ℱ(ℐ) 

(yani ℕ\𝑀 ∈ ℐ) kümesi var öyle ki 

lim
𝑘→∞

1

𝑚𝑘
|𝑥𝑚𝑘 − 𝐿| = 0 

oluyorsa, 𝑥 dizisi 𝐿 ye logaritmik ℐ∗-yakınsak denir ve 

ℐ∗(𝑙𝑜𝑔) − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 veya 𝑥𝑛
ℐ∗(𝑙𝑜𝑔)
→    𝐿 

biçiminde gösterilir. 

Teorem 3.3. Eğer bir 𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisi 𝐿 ye logaritmik ℐ∗-

yakınsak ise 𝑥, 𝐿 ye logaritmik ℐ-yakınsaktır. 

 

İspat: Bir 𝑥  dizisinin 𝐿 ye logaritmik ℐ∗-yakınsak olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, bir  

𝑀 = ℕ\𝐻 = {𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘 < ⋯} ∈ ℱ(ℐ) olmak 

üzere 

lim
𝑘→∞

1

𝑚𝑘
|𝑥𝑚𝑘 − 𝐿| = 0                                                          (1) 

olacak şekilde bir 𝐻 ∈ ℐ kümesi vardır. 𝜀 > 0 alalım. 

Buradan (1) eşitliği gereğince her  𝑘 > 𝑘0  için  

1

𝑚𝑘
|𝑥𝑚𝑘 − 𝐿| < 𝜀 

olacak şekilde 𝑘0 = 𝑘0(𝜀) ∈ ℕ vardır. Açık olarak 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∊ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜀}                         

         ⊆ 𝐻 ∪ {𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘0}                               (2) 

dir. (2) kapsamasının sağ tarafındaki küme ℐ ya ait 

olduğundan 𝐴(𝜀) ∈ ℐ olur. Böylece 𝑥 dizisi 𝐿 ye logaritmik 

ℐ-yakınsaktır. 

 

Teorem 3.4. Eğer ℐ ideali (AP) şartına sahip ise ℐ(𝑙𝑜𝑔)-

yakınsak bir dizi ℐ∗(𝑙𝑜𝑔)-yakınsaktır. 

 

İspat: ℐ idealinin (AP) koşulunu sağladığını kabul edelim. 

ℐ(𝑙𝑜𝑔) − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝐿   olsun. Bu durumda, her 𝜀 > 0 için 

𝐴( 𝜀) = {𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜀} ∈ ℐ 

olduğu açıktır. Şimdi 𝑘 ≥ 2  ve 𝑘 ∈ ℕ için  

𝐴1 = {𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 1}  

ve 

𝐴𝑘 = {𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑘
≤
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| <

1

𝑘 − 1
} 

kümelerini alalım. 𝑖 ≠ 𝑗 için  𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅  olduğu açıktır. 

(AP) koşulundan bir {𝐵𝑛 }𝑛∈ℕ küme dizisi vardır öyle ki 𝑗 ∈

ℕ için 𝐴𝑗∆𝐵𝑗  sonlu ve 

𝐵 =⋃𝐵𝑗 ∈ ℐ

∞

𝑗=1

 

dir. 𝑀 = ℕ\𝐵 için 

lim
𝑛→∞
(𝑛∈𝑀)

𝑥𝑛 = 𝐿 

olduğunu ispatlamak yeterlidir. 𝜂 > 0 olmak üzere 

 
1

𝑘+1
< 𝜂  olacak şekilde 𝑘 ∈ ℕ  alalım. Bu durumda, 

{𝑛 ∊ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜂} ⊂⋃𝐴𝑗

𝑘+1

𝑗=1

 

olur. 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 + 1 için 𝐴𝑗∆𝐵𝑗  sonlu kümeler 

olduğundan, 

(⋃𝐵𝑗

𝑘+1

𝑗=1

) ∩ {𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 > 𝑛0}

= (⋃𝐴𝑗

𝑘+1

𝑗=1

) ∩ {𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 > 𝑛0} 

olacak şekilde bir  𝑛0 ∈ ℕ vardır. 𝑛 > 𝑛0 ve  𝑛 ∉ 𝐵 ise 

𝑛 ∈⋃𝐵𝑗

𝑘+1

𝑗=1

 

ve (1) eşitliğinden 

𝑛 ∉⋃𝐴𝑗

𝑘+1

𝑗=1

 

elde edilir. Ancak bu durumda,  

1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝐿| <

1

𝑘 + 1
< 𝜂 

olup, böylece 

lim
𝑛→∞
(𝑛∈𝑀)

𝑥𝑛 = 𝐿 

elde edilir. 

 

Son olarak logaritmik ℐ∗-Cauchy dizisi tanımlanarak 

logaritmik ℐ-Cauchy dizisi ile aralarındaki ilişki 

incelenmiştir. 

 

Tanım 3.5. Eğer bir 𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisinin 𝑥𝑀 = (𝑥𝑚𝑘) alt 

dizisi alışılmış bir Cauchy dizisi olacak şekilde bir  

𝑀 = {𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘 < ⋯} ⊂ ℕ, 𝑀 ∈ ℱ(ℐ)  

kümesi mevcut yani, 

lim
𝑘,𝑝→∞

1

𝑚𝑘𝑚𝑝
|𝑥𝑚𝑘 − 𝑥𝑚𝑝| = 0 

ise 𝑥 dizisine denir. 

                                  

Teorem 3.5. Eğer 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi bir logaritmik ℐ∗-Cauchy 

dizisi ise 𝑥 dizisi aynı zamanda logaritmik ℐ-Cauchy dizisi 

olur. 

 

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi bir logaritmik  ℐ∗-Cauchy dizisi olsun. 

Bu durumda tanım gereği her 𝜀 > 0  ve tüm  𝑝, 𝑘 > 𝑘0 =

𝑘0(𝜀) ∈ ℕ  için 

1

𝑚𝑘𝑚𝑝
|𝑥𝑚𝑘 − 𝑥𝑚𝑝| < 𝜀 

olacak şekilde bir 
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𝑀 = {𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘 < ⋯} ⊂ ℕ, 𝑀 ∈ ℱ(ℐ) 

vardır.  𝑁 = 𝑁(𝜀)= 𝑚𝑘0+1  olsun. Bu durumda, her 𝜀 > 0 

için 𝑘 > 𝑘0 = 𝑘0(𝜀) ∈ ℕ olduğunda 

1

𝑚𝑘
|𝑥𝑚𝑘 − 𝑥𝑁| < 𝜀 

eşitsizliği geçerlidir. Şimdi 𝐻 = ℕ\𝑀  alalım. Bu durumda, 

𝐻 ∈ ℐ ve 

𝐴(𝜀) = {𝑛 ∊ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀} 

         ⊆ 𝐻 ∪ {𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘0}                                (3) 

olduğu açıktır. Burada (3) kapsamasının sağ tarafındaki 

küme ℐ ya ait olduğundan her 𝜀 > 0 için 𝐴(𝜀) ∊ ℐ olacak 

şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) bulanabilir. Dolayısıyla 𝑥 dizisi 

logaritmik ℐ-Cauchy dizisidir. 

 

Teorem 3.6. Eğer ℐ ideali (AP) şartını sağlayan bir uygun 

bir ideal ise bu durumda logaritmik ℐ-Cauchy dizisi ve 

logaritmik  ℐ∗-Cauchy dizisi kavramları çakışır. 

İspat: Eğer bir 𝑥 =   (𝑥𝑛) dizisi logaritmik  ℐ∗-Cauchy dizisi 

ise ℐ idealinin (AP) özelliğine sahip olmasına gerek 

olmadan Teorem 3.4 den 𝑥 dizisi logaritmik ℐ-Cauchy 

dizisidir. Şimdi 𝑥 dizisinin bir logaritmik ℐ-Cauchy dizisi 

olduğunu kabul edelim 𝑥 dizisinin bir logaritmik ℐ∗-Cauchy 

dizisi olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑥 dizisi bir logaritmik 

ℐ-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda tanım gereği her 𝜀 > 0 

için 

𝐴( 𝜀) = {𝑛 ∊ ℕ:
1

𝑛
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀} ∈ ℐ 

olacak şekilde 𝑁 = 𝑁(𝜀)  vardır. Şimdi   𝑖 = 1,2, … için 

𝑚𝑖 = 𝑁 (
1

𝑖
) olmak üzere 

𝑃𝑖 = {𝑛 ∊ ℕ:
1

𝑛𝑚𝑖
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚𝑖| <

1

𝑖
} 

kümesini alalım. Burada,  𝑖 = 1,2, … için 𝑃𝑖 ∈ ℱ(ℐ) olduğu 

açıktır.  ℐ ideali (AP) şartını sağladığından Lemma 2.1 den 

bir 𝑃 ⊂ ℕ var öyle ki 𝑃 ∈ ℱ(ℐ) ve tüm i için 𝑃\𝑃𝑖  sonludur. 

Şimdi 

lim
  𝑛,𝑚→∞

1

𝑛𝑚
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| = 0 

olduğunu gösterelim. Bunu ispatlayabilmek için 𝜀 > 0 ve 

𝑗 ∈ ℕ alalım öyle ki  𝑗 >
2

 𝜀
  olsun. Eğer 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑃 ise 𝑃\𝑃𝑗   

sonlu bir kümedir dolayısıyla tüm 𝑚, 𝑛 > 𝑘(𝑗) ler için 𝑚 ∈

𝑃𝑗   ve 𝑛 ∈ 𝑃𝑗   olacak şekilde 𝑘 = 𝑘(𝑗) vardır. Dolayısıyla 

tüm 𝑚, 𝑛 > 𝑘(𝑗) için  

1

𝑛𝑚𝑗
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚𝑗| <

1

𝑗
    𝑣𝑒   

1

𝑚𝑚𝑗
|𝑥𝑚 − 𝑥𝑚𝑗| <

1

𝑗
 

ve dolayısıyla 𝑚, 𝑛 > 𝑘(𝑗) için 

1

𝑛𝑚
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| <

1

𝑛𝑚𝑗
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚𝑗| +

1

𝑚𝑚𝑗
|𝑥𝑚 − 𝑥𝑚𝑗| 

                          <  𝜀 

elde edilir. Böylece 𝑥 dizisi bir logaritmik ℐ∗-Cauchy 

dizisidir. 
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