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Oz

Yapilan bu galismada, 6ncelikle, 7(H, 1)-toplanabilirlik kavrami
tanimlanmistir ve (H, 1)-toplanabilirlik kavrami ile J(H,1)-
toplanabilirlik kavrami arasindaki iliski verilmistir. Daha sonra,
logaritmik J-yakinsaklik kavrami ve logaritmik J-Cauchy dizi
kavrami tanimlanarak aralarindaki iligki arastirilmistir. Ayrica
logaritmik J7*-yakinsakhk kavrami tanimlanarak logaritmik J-
yakinsaklik ile iliskisi incelenmistir. Son olarak logaritmik J7*-

Cauchy dizi kavrami tanimlanarak logaritmik J-Cauchy dizi ile
arasindaki iliski arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: ideal; J-yakinsaklik; Logaritmik yakinsaklik; —J-
Cauchy dizi; Logaritmik J-yakinsaklik.
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Abstract

In this paper, firstly, the concept of J(H,1)-summability is
defined and the relation between the concepts of (H,1)-
summability and J(H,1)-summability is given. Then, the
concept of logarithmic J-convergence and the concept of
logarithmic J-Cauchy sequence are defined and their relations is
investigated. Also, the concept of logarithmic 7*-convergence is
defined and its relation with logarithmic J-convergence is
investigated. Finally, the concept of logarithmic J*-Cauchy
sequence is defined and its relation with logarithmic J-Cauchy
sequence is investigated.

Keywords: Ideal; J-convergence; Logarithmic convergence; J-Cauchy
sequence; Logarithmic J-convergence.

1. Giris

Bu makalede N dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar
kiimesi olarak alinmistir. Toplanabilme teorisinde 6nemli
bir yakinsaklik c¢esidi olan istatistiksel yakinsakhk
kavramini Schoenberg (1959) ve Fast (1951) birbirinden
bagimsiz olarak yakinsak olan reel sayi dizilerinin bir
genellestirilmisi olarak tanimlamislardir. Daha sonra
(2000)

istatistiksel yakinsakligin bir genellestirilmis hali olarak

Kostyrko vd. ideal yakinsaklik kavramini
tanimlayarak bir ¢ok onemli ozelliklerini vermislerdir.
Bunla birlikte Glirdal (2004) ve ayni zamanda Nabiev vd.
(2007) ideal Cauchy dizisi tanimlayarak ideal yakinsaklk
ile iliskisi ve 6nemli bazi 6zelliklerinin incelemislerdir.
Alghamdi vd. (2013) logaritmik yogunluk ve logaritmik
istatistiksel yakinsaklik kavramlarini tanitmistir. Nuray
(2022) lacunary (H,1) toplanabilirlik, lacunary kuvvetli
(H,1)
logaritmik

harmonik toplanabilirlik, lacunary istatistiksel

toplanabilirlik ve lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavramlarini tanimlamis ve bu kavramlar

arasindaki iliskileri incelemistir.

Bu ¢alismada 6ncelikle, 7(H, 1)-toplanabilirlik kavrami
tanimlanmistir ve (H, 1)-toplanabilirlik kavrami ile

J(H, 1)-toplanabilirlik kavrami arasindaki iliski verilmistir.

Daha
logaritmik

sonra, logaritmik
J-Cauchy dizi

aralarindaki iligki arastirilmigtir. Ayrica

J-yakinsaklik kavrami ve

kavrami  tanimlanarak
logaritmik J*-
yakinsaklik kavrami tanimlanarak logaritmik J-yakinsaklik
ile iliskisi incelenmistir. Son olarak logaritmik 7*-Cauchy
dizi kavrami tanimlanarak logaritmik J-Cauchy dizi ile
arasindaki iliski arastinlmistir. Bu g¢alisma logaritmik
yogunluk ile tanimlanan logaritmik istatistiksel
yakinsakligin bir genellestirilmesi olan logaritmik ideal
kavraminin tanimlanmasi

yakinsaklik acisindan

toplanabilme teorisinde faydali bir kaynak olacaktir.
2. Temel Tanimlar ve Kavramlar

Simdi, makalede temel olarak kullanilan ve asagida
belirtildigi gibi literatlirde mevcut olan bazi 6nemli tanim
ve kavramlar verilecektir. (Alghamdi et al. 2013, Alotaibi
and Mursaleen 2012, Das et al. 2011, Edely and
Mursaleen 2009, Fast 1959, Fridy 1985, Giirdal and Huban
2014, Girdal and Agik 2008, Giirdal et al. 2009, Kostyrko
etal. 2000, Moric 2004, Mursaleen and Mohiuddine 2012,
Nabiev et al. 2007, Nabiev et al. 2019, Nuray 2022, Savas
and Giirdal 2015, Sahiner et al. 2011, Tripathy et al. 2012,
Ulusu and Diindar 2014, Ulusu and Nuray 2020, Yamanci
and Girdal 2013).
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Her € > 0 igin

1
lim—|{k <n:|lx, — Ll =¢€}|=0
nn
ise x = (x;) dizisi L ye istatistiksel yakinsak denir.
Bir (x;) dizisinin harmonik ortalamasi
1 = X
Ty = —

v
ni=1

biciminde tanimlanmistir. Buradan = 1,2, ... igin

n
1
£, = z? ~ logn

i=1
dir.

Bir (x;) dizisi eger
n
1O xg
lim— ) —=a
n—oo n 4 l
=1

ise a ya (H, 1)-toplanabilir denir.

Tam (H,1) toplanabilir reel dizilerin kimesi H ile
gosterilecektir. 0 sayisina (H, 1)-toplanabilir tim reel
kiimesini H° ile Siradan

dizilerin gosterilecektir.

yakinsamanin her zaman harmonik toplanabilirligi

gerektirdigi ve bunun tersinin yalnizca ek kosullar altinda
gecerli oldugu iyi bilinmektedir.

Bir (x;) dizisi eger

n
. 1 lx; — al
lim —Z - =0
n-oo {’n ; i
i=1

ise a ya gli¢li harmonik toplanabilir denir.

Bir x = (xy) dizisi igin
n

T, = l,‘llz X /k

k=1

olsun. Burada

NgE

1/k =logn (n =1,2,3,...)

L, =

=
1l
g

dir.

Eger t = (t,) dizisi L ye yakinsar ise x dizisi L ye
(H, 1) —toplanabilir denir, yani (H,1) —limx = L dir.
Eger k = 1 ise, bu durumda

n
ln=21/k=n
k=1

ve (H, 1)-toplanabilirlik, (C, 1)-toplanabilirlige indirgenir.
Bir x = (x;) dizisinin, eger 7 = (t,,) dizisi istatistiksel
olarak L ye yakinsak ise (H,1) istatistiksel toplanabilir
denir, yani

st —limt = L = H(st) — limx
dir. Istatistiksel toplanabilen (H,1)
kiimesini, H(st) ile belirtiriz ve bu tir dizilere istatistiksel

tim dizilerin

(H, 1) —toplanabilir diziler adini veririz.
Eger her € > O igin
1 1
lim— {k <nm-—|x,—L| = £}| =0
n k

ise, bu durumda x = (x,) dizisi L ye logaritmik

istatistiksel yakinsaktir denir.

Bir 7 € 2N sinifi asagidaki sartlari sagliyorsa bir idealdir
denir:

(o ey,
(ii) A, B € J oldugunda A U B € 7 dir,
(iii) A € Jve B € A oldugunda B € 7 dir.

J ideali igin eger N & J sarti saglaniyorsa bu durumda, 7
ya gergek (nontrivial) ideal ve J gergek (nontrivial) ideali
icin de her n € N igin {n} €J sarti saglaniyorsa bu
durumda da 7 idealine uygun (admissible) ideal denir.

Bir F € 2N sinifi
iHoeF,

(ii) A,B € F oldugunda AN B € F,
(iii) A € F ve B 2 Aoldugunda B € F

sartlarini sagliyorsa bu durumda F ye N (zerinde bir filtre
denir.

J < 2N bir gergek ideal ise
F@)={M cN:(3H € 7)(M = N\H)}

kiimesi N Uzerindede bir filtredir. Bu filtreye J idealine
karsilik gelen siizgeg adi verilir.

9 c 2N bir admissible idealine ait her karsilikli ayrik ve
sayilabilir {44, A3, -+ } kiimeler ailesi icin A;AB; (j € N)
sonlu kiime ve B = U‘J?"=1 B; €7 sartlarini saglayan
sayilabilir bir {By, By, -} kiimeler ailesi varsa J idealine
(AP) ozelligine sahiptir denir.

J < 2N bir admissible ideal olmak lizere her € > 0 icin
A(e)={neN:|x,—L| =¢c}e]

ise (x;) dizisi L ye J-yakinsaktir denir.

J < 2N bir admissible ideal olmak tizere her £ > 0 igin
Ale)={neN:|x, —xy| =c} €T

olacak sekilde bir N = N(¢) sayisi varsa (x;) dizisine J-
Cauchy dizisidir denir.
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7 < 2N bir admissible ideal olsun.
Jim i, =L

olacak sekilde bir
M={m <m,<--<m,<--}cN MeFQ)
kiimesi varsa (x;,) dizisi L ye J*-yakinsaktir denir.

7 < 2N bir admissible ideal olmak lizere eger x,, = (Xmy)
altktimesi alisiimis Cauchy dizisi ise yani,

k,lz;rjloolxmk - xmpl =0

olacak sekilde bir M € F(J) olan bir M = {m; <m, <
- < my, < -} € N kiimesi varsa (x;,) dizisine 7*-Cauchy
dizisi denir.

Lemma 2.1 (Nabiev vd. 2007) 7 € 2N, (AP) ozelligine
sahip bir admissible ideal olmak lzere F(J) filtresini
alalim. Bu durumda, her i igin {P;};°, N kiimesinin alt
kiimelerinin sayilabilir bir ailesi ve P; € F(J) olmak lzere
P € F(J) ve her i igin P\P; sonlu bir kime olacak sekilde
bir P ¢ N kiimesi vardir.

3. Bulgular

Bu kisimda oncelikle J(H,1)-toplanabilirlik tanimi
yapilarak (H, 1)-toplanabilir ile arasindaki iligki verilmistir.
Calisma boyunca 7 € 2N bir admissible ideal olarak kabul

edilecektir.

Tanim 3.1. x = (x,,) dizisi igin
n

1
= " ~ logn (n=1,2,3,...)
k=1
olmak Uzere,
n
1 X
T, =— ) —
n ] k

olsun. Eger T = (t,,) dizisi L ye J-yakinsak yani,
J —limt =L = H(J) — limx
ise bu durumda, x dizisi L ye J(H, 1)-toplanabilirdir denir.
Diger bir ifade ile her € > 0 icin
n
1 X
TN
Mk=1
ise, x dizisi L ye J(H, 1)-toplanabilirdir denir.

A(e) = {n e N:

28]67

Teorem 3.1. Eger bir x = (x,,) dizisi L ye (H,1)-
toplanabilir ise bu durumda, L ye J(H, 1)-toplanabilirdir.

ispat: x = (x,,) dizisi L ye (H,1)-toplanabilir olsun. Bu
durumda, her € > 0 igin bir ng = ny(e) € N var oyle ki

hern > ny igin
n

dir. Buradan her € > 0 igin

n
Rl
k=1

oldugu agiktir. J uygun ideal oldugundan {1,2, ...,n,} € J

A(e) = [n e N:

= e} c{1,2,...,n0}

ve dolayisiyla A(g) € 7 elde edilir. Buradan da x dizisi L ye
J(H, 1)-toplanabilirdir.

Simdi logaritmik J-yakinsakhk ve logaritmik J-Cauchy
dizisi tanimlari yapilarak aralarindaki iliski incelenmistir.

Tanim 3.2. Eger her € > 0 igin,
1
A(e) = {n € N:;lxn —-Ll = s} eJ

ise bu durumda, x = (x,) dizisi L ye logaritmik J-
yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik

I(log)
J(log) —limx = L veyax, — L

ile gosterilir.

Tanim 3.3. Eger her € > 0 i¢in bir N = N(¢) € N vardir
oyle ki

1
B(e) = {n € N:Elxn —xy| = s} €J
ise bu durumda, x = (x,,) dizisine logaritmik J-Cauchy

dizisi denir.

Teorem 3.2. Eger bir x = (x,,) dizisi 7(log)-yakinsak ise
logaritmik 7- Cauchy dizisidir.

ispat: x = (x,) dizisi L ye J(log)-yakinsak olsun. Bu
durumda, her € > 0 igin

1
A(e)={neN:E|xn—L| Zs}ef]

dir. 7 bir ideal oldugundan N & A(g) saglayan bir N € N
vardir. Her € > O igin N = N(¢) € N olmak lzere

1
B(e) = {n € N:Elxn —xy| = 25} €J
kiimesini alalim. Simdi
iy — L+ =[xy — L=~y — 30
n Xn n XN = Xn — Xy

esitsizligi dikkate alindiginda eger n € B(¢) ise bu
durumda,

! | L+ ! | L =2

—|x, — —|xy — L] = 2¢

n " nN

oldugu gorulir. Diger taraftan N € A(e) oldugundan
1

—lxy =Ll <e¢

~ly LI

oldugu acgiktir. Buradan da her € > 0 igin
1

—|x, —L| > ¢

~ I — L|

olup, dolayisiylan € A(¢e) elde edilir ki

B(e)cA(e) €

oldugu gorilir. Buradan B(e) € 7 yani, (x,) dizisi bir
logaritmik J-Cauchy dizisidir.
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Simdi de
logaritmik J-yakinsaklik ile arasindaki iliski verilmistir.

logaritmik J*-yakinsaklik tanimi yapilarak

Tanim 3.4. Bir x = (x,,) dizisi igin,
M={m <m,<---<m,<--}cN,MeF(@)
(yani N\M € J) kiimesi var oyle ki
o1
Yim =, — L] = 0
oluyorsa, x dizisi L ye logaritmik 7*-yakinsak denir ve

7*(log)
J*(log) — limx = Lveyax, — L

biciminde gosterilir.
Teorem 3.3. Eger bir x = (x,,) dizisi L ye logaritmik J*-
yakinsak ise x, L ye logaritmik J-yakinsaktir.

ispat: Bir x dizisinin L ye logaritmik 7*-yakinsak oldugunu
kabul edelim. Bu durumda, bir
M=N\H={m <m, < <my <--}€F() olmak
Uzere

. 1
,llrgm—k |xmk - L| =0 (1)
olacak sekilde bir H € 3 kiimesi vardir. € > 0 alalim.
Buradan (1) esitligi geregince her k >k, igin

1
— —-Ll <
b, — £l <
olacak sekilde k, = kq(g) € N vardir. Agik olarak

1

Ae) = {n € Nim, — L] 2 s}

CHU{m; <my < - <my} (2)
dir. (2) kapsamasinin sag tarafindaki kime J ya ait
oldugundan A(¢g) € 7 olur. Bdylece x dizisi L ye logaritmik
J-yakinsaktir.

Teorem 3.4. Eger J ideali (AP) sartina sahip ise J(log)-
yakinsak bir dizi 7*(log)-yakinsaktir.

ispat: 7 idealinin (AP) kosulunu sagladigini kabul edelim.
JI(log) — Tlll_r)glo X, = L olsun. Budurumda, her € > 0 igin
A(e) = {n € N:%Ixn —L| = s} €J

oldugu agiktir. Simdi k = 2 ve k € N igin

A= {n € N:%lxn —Ll = 1}

ve

A—{ EN1<1| Ll < 1}
kEPE N = k-1
kiimelerini alahm. i # j icin A; N 4; = @ oldugu agiktir.
(AP) kosulundan bir {B,, },en kiime dizisi vardir dyle ki j €

Nigin A;AB; sonlu ve

B=U3je7
j=1

dir. M = N\B igin

im x, =L

1

n—-oo

(mem)

oldugunu ispatlamak yeterlidir. n > 0 olmak tzere

ﬁ < 1 olacak sekilde k € N alalim. Bu durumda,

k+1

1

N:=|x, —L| > }CUA-

{ne nlxn |=n .1]
]:

olur. j=12,...,k+1 igin A;AB; sonlu  kimeler
oldugundan,
k+1
UB]- Nn{n € N:n >ny}
j=1
k+1
= UA]- N{n € N:n > ngy}
j=1
olacak sekilde bir ny € N vardir.n > ny,ve n € B ise
k+1

ne UBj
Jj=1

ve (1) esitliginden

née¢ UAj
j=1

elde edilir. Ancak bu durumda,

1| Ll < ! <
o k+1 "

olup, boylece
Jim, x, = L
(mem)

elde edilir.

Son olarak logaritmik J*-Cauchy dizisi tanimlanarak
logaritmik  J-Cauchy dizisi ile aralarindaki iliski

incelenmistir.

Tanim 3.5. Eger bir x = (x,) dizisinin xy = (X, ) alt
dizisi alisiimig bir Cauchy dizisi olacak sekilde bir

M={m <m,<---<m,<-}cN, MeF(Q)
kiimesi mevcut yani,

] 1
lim
k,p—oo mkmp

|xmk - xmp| =0

ise x dizisine denir.

Teorem 3.5. Eger x = (x,,) dizisi bir logaritmik 7*-Cauchy
dizisi ise x dizisi ayni zamanda logaritmik 7-Cauchy dizisi
olur.

ispat: x = (x,,) dizisi bir logaritmik 7*-Cauchy dizisi olsun.
Bu durumda tanim geregi her e > 0 ve tim p,k > k, =
ko(e) €N igin

1
mymy,

|xmk - xmp| <e¢

olacak sekilde bir
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M={m <m,<---<my<-}cN, MeF@Q)
vardir. N = N(&)=my, 41 olsun. Budurumda, her e > 0
icin k > ko = ky(¢) € N oldugunda

mik|xmk x| <

esitsizligi gecerlidir. Simdi H = N\M alalim. Bu durumda,
H € Jve

1
A@) = fn e N, — x| 2 ]

CHU{m; <my < - <my,} (3)
oldugu agiktir. Burada (3) kapsamasinin sag tarafindaki
kiime 7 ya ait oldugundan her £ > 0 igin A(¢) € J olacak
sekilde bir N = N(&) bulanabilir. Dolayisiyla x dizisi
logaritmik J7-Cauchy dizisidir.

Teorem 3.6. Eger 7 ideali (AP) sartini saglayan bir uygun
bir ideal ise bu durumda logaritmik J-Cauchy dizisi ve
logaritmik J*-Cauchy dizisi kavramlari ¢akisir.
ispat: Eger birx = (x,,) dizisi logaritmik J*-Cauchy dizisi
ise 7 idealinin (AP) ozelligine sahip olmasina gerek
olmadan Teorem 3.4 den x dizisi logaritmik 7-Cauchy
dizisidir. Simdi x dizisinin bir logaritmik J-Cauchy dizisi
oldugunu kabul edelim x dizisinin bir logaritmik 7*-Cauchy
dizisi oldugunu gostermek yeterlidir. x dizisi bir logaritmik
J-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda tanim geregi her € > 0
icin

1
A(e) = {n € N:Elxn—x,vl > e} eJ
olacak sekilde N = N(g) vardir. Simdi i = 1,2, ...igin

m; =N (%) olmak lzere

1 1
P; = {n € N:n_mi|xn —xmi| < ?}
kiimesini alalim. Burada, i = 1,2, ...i¢in P; € F(J) oldugu
aciktir. 7 ideali (AP) sartini sagladigindan Lemma 2.1 den
bir P c Nvar oyleki P € F(J) vetumiicin P\P; sonludur.
Simdi

1
lim —Jx,—x,| =0
nlm%onml n = Xm|

oldugunu goésterelim. Bunu ispatlayabilmek icin € > 0 ve
j € N alalim éyle ki j >3‘g olsun. Eger m,n € P ise P\P;
sonlu bir kiimedir dolayisiyla tim m,n > k(j) lerigcinm €
P; ven € P; olacak sekilde k = k(j) vardir. Dolayisiyla
tim m,n > k(j) igin

1 1 1 1
—xn—xm.|<—, ve —|xm—xm.|<—,
nm g mm; J j
ve dolayisiyla m,n > k(j) igin

1 1 1
%lxn —Xml < n—nlj|xn —xm].| +m—m] Xm —xm].|

< ¢
elde edilir. Boylece x dizisi bir logaritmik J7*-Cauchy
dizisidir.
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