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0z

Iki boyutlu hiicresel déntstmler, hiicreler ve kurallar iceren sistemlerdir. Her
hucre, belirli bir durumda (6rnegdin, “1” veya “0" gibi) bulunur ve zaman icinde
bu durum, komsu hicrelerin durumlarina bagli olarak degisir. Bu déntsamler,
basit baslangic kurallarindan karmasik ve dinamik desenler tretebilir. iki boyut-
lu hticresel déntstmlerde lokal kural yardimiyla temsili matrisler elde edilir. Bu
matrisler bulunurken cesitli sinir sartlarindan faydalanilir. Bu calismada simdiye
kadar cok az calisilan ara sinir sarti kullanilacaktir. Ara sinir sarti altinda cesitli
ornekler yapilacak. En sonunda genelleme yapilacak ve temsili matrisin en ge-
nel hali sunulacaktir.

Anahtar Kelimeler: iki Boyutlu Hiicresel Déntisiimler, Terslenebilirlik, Temsili Matris.

Abstract

Two-dimensional cellular automata are systems that involve cells and rules.
Each cell is in a certain state (e.g., “1” or “0”) and this state changes over time
based on the states of neighboring cells. These transformations can produce
complex and dynamic patterns from simple initial rules. In two-dimensional cel-
lular automata, representative matrices are obtained using local rules. Various
boundary conditions are utilized in determining these matrices. In this study,
an intermediate boundary condition, which has been rarely studied so far, will
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be used. Various examples will be made under the intermediate boundary con-
dition. Finally, generalization will be made and the most general form of the
representative matrix will be presented.

Keywords: Two Dimensional Cellular Automata, Reversibility, Representative
Matrice

GIRIS

Hiicresel doniisiimler (CA), davranislari tamamen belirlenmis yerel ku-
rallarla tanimlanan 6zel ayrik dinamik sistemlerdir. Bu sistemler, CA'nin
cesitli yonlerine ve tiirlerine odaklanarak kapsamli bir sekilde incelenmis-
tir. 1950’lerde von Neumann ve Ulam tarafindan yapilan ilk aragtirmalar ve
Hedlund’un teorik kesifleri, CA arastirmalarinin temelini atmistir (von Neu-
mann ve Ulam,1966; Hedlund,1969). Bir boyutlu (1D) CA’lar matematiksel
olarak derinlemesine incelenmis ve ¢ok sayida uygulama sergilenmistir. An-
cak, iki boyutlu hiicresel doniisiimlere (2D CA)olan ilgi daha azdur.

Von Neumann, CA'nin bir¢ok zarif 6zelligi nedeniyle son derece evrensel
olabilecegini 6ne siirdii ancak kurallarinin karmasikligi, o dénemde bilgisa-
yar programlama dillerine uygulanmasini engelledi. 1980’lerde, S. Wolfram
basit 1D uniform CA kurallarinin 6zelliklerini arastirmaya basladi ve basit
kurallarin bile karmasik ve kaotik davranislar sergileyebilecegini kesfetti(
Wolfram, 1983).

Matris lineer cebiri kullanarak, Z, cismi iizerinde, 2D lineer en yakin
komsu uniform CA'nin null veya periyodik sinir kosullariyla davranislarini
tanimlayan birlesik matematiksel CA modelleri literatiirde basarili bir sekil-
de ¢alisilmistir( Choudry vd., 2005; Dihidar ve Choudry, 2004).

Son yillarda uniform lineer hiicresel dontisiimlere (CA) biiyiik ilgi goste-
rilmigtir (Akin vd., 2010; Siap vd., 2011, Sah, 2022). Yapis1 ve zarif 6zellik-
leri sayesinde, CA bir¢ok bilimsel hesaplama problemini modelleme, benzer
model davraniglarini anlama ve bazen de dogalarini kolayca agiklama firsati
sunar. Z,’deki durum degerlerine sahip hibrit ve uniform 2D CA’nin mate-
matiksel analitik davranislar1 arastirilmistir. ( Choudry vd.,1999; Dihidar ve
Choudry, 2004).

Arastirmacilar temel olarak uniform 1D ve 2D hiicresel doniisiimlerin ce-
sitli sinir sartlar1 altinda karakterizasyonunu arastirmaktadir. Bu makalede, ara
sinir sart1 kosullara sahip 6zel bir 2D sonlu lineer hiicresel doniisiim ailesine
odaklaniyoruz. Bagka bir deyisle, belirli sabit kosullara sahip iki durumlu bir
CA problemi incelenmistir. CA'nin dogas1 geregi, bazi énemli matematiksel
calismalara izin vermek ve dinamik sistemlerde kaosun ¢ok karmasik ve komp-
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leks davranislarini elde etmek oldukga basittir. Lineer CA'nin birgok farkl tiir-
de uygulamaya sahip olabilecegine inanilmaktadir. Calismada kural matrisle-
rini kullanarak, sunulan sonuglar bu 2D CA'nin cebirsel sonuglarina dair daha
fazla bilgi verir ve yazarlarin literatiirde buldugu bazi zarif uygulamalarla ilis-
kilidir(Choudry vd., 2005; Akin vd., 2010; Chou ve Reggia., 1997).

Bu c¢alismada iki boyutlu hiicresel dontisiimlerin temsili matrisi ara sinir
sart1 altinda elde edecegiz. Bu sinir sart1 iki boyutlu hiicresel doniisiimlerde
¢ok az kullanilmistir. Calisma bu yoniiyle diger ¢alismalardan farklidir.

MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, 6zel yerel kural kullanarak, asal bir say1 olan p ile sonlu alan
F,tizerinde 2D hiicresel doniisiim (CA) ailelerini tanitiyoruz. [lk olarak, sonlu
lineer hiicresel doniisiimlerin tanimini hatirlayalim. 2D lineer hiicre otomat
(LCA), mxn hiicrelerden olusur ve bu hiicreler m satir ve n siitun halinde
diizenlenir. Bu hiicreler, sonlu alandan 0,1,...,p-1 degerlerinden birini alabi-
lir ve mnxmn tipinde matris olarak diistintilebilir. Bir duruma sahip bir hiicre
kiimesine konfigilirasyon veya bilgi matrisi denir. Bir CA konfigiirasyonu, tiim
hiicrelere durum atamasi yapmaktadir. Her bir (lineer) CA konfigiirasyonu, p
modiilii kullanarak, ¢+ 1 anindaki bir hiicrenin durumu, t anindaki komsulari-
nin bazi durumlarina bagli olacak sekilde yerel bir (lineer) gecis kurali araci-
ligryla bir sonraki konfigiirasyonu belirler. 2D CA’nin en yakin komsulari igin,
merkezde belirli bir hiicre olan 3 X3 matris halinde dokuz hiicre diizenlenir ve
klasik tiirde komsuluklar vardir, ancak bu calismada sadece baz1 6zel bitisik
komsularla kendimizi sinirliyoruz. Bu nedenle, (i,j) hiicresinin t+1 anindaki
durumunu su sekilde tanimlariz:
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Bir hiicrenin bir sonraki durumunun degeri tiim dokuz komsuya bagh
olmayabilir. Yerel bir iliskiyi kisitlayarak, hiicrelerin kenarindaki kurallarin
hassas bir yorumlanmasi gerekmektedir. Kenardaki hiicrelerin komsuluk so-
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rununu gozlemlemek miimkiindiir. Kenar hiicrelerinin en u¢ noktalarinda
komsu bulunmamaktadir. Bu durumu ¢6zmek igin bazi iyi bilinen yaklagim-
lar vardir. Burada, bunlardan biri olan ara sinir kosulunun tanimini verelim.

Ara sinir kosulunda, sol (sag) sinirdaki hiicrenin degeri, bir sonraki (6n-
ceki) hiicredeki degeriyle ayni1 olacaktir. Yani, sol (sag) sinirdaki bir hiicrenin
degeri, onun hemen yanindaki (bir 6nceki) hiicrenin degerine esit olacaktir.
Bu sekilde, kenar hiicrelerinin degerleri, sinirlarin hemen 6tesindeki hiicre-
lerin degerleriyle uyumlu hale getirilir.

BULGULAR VE TARTISMA

Calismanin bu boliimiinde lokal kural yardimiyla ara sinir sarti altinda
elde edecegimiz temsili matris incelenip, genelleme yapilacaktir. Simdi lokal
kural1 asagida verelim.

f(xu,xiz,x13,x21,x22,x23,x31,x32, X33) = aX1; + bxyq + €X3; + dxy3

X11 a.xq; X13
b.x,, X2 d.x,;
X31 C.X37 X33

Tablo1. Lokal Kural
Lokal kural yardimiyla temsili matrisinin en genel halini bulmak i¢in m ve
n durumlarinin bazi 6zel durumlarini inceleyelim:

Ornek 1. m=3 ven=3 alarak lokal kurala karsilik gelen, T temsili matrisi-
ni bulalim. Bunun igin ilk 6nce ara sinir sart1 altinda 3 X3 tipinde hiicreler-
den olusmus 2D CA'nin konfigiirasyonu yazilsin. Daha sonra bu hiicrelere
lokal kuralr uygulayalim.
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Eger lokal kurali uygularsak, T doniistimii altinda asagidaki gibi yeni bir
konfigiirasyon elde ederiz.
ax,,+bx +cx, +dx ,
ax,,+bx +cx ,+dx .
ax,,+bx +cx +dx

axll+bx23+cx31+dx22
ax12+bx21+cx32+dx23
ax13+bx22+cx33+dx2 )
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ax21+bx33+cxn+dx32
ax22+bx31+cx12+dx33
ax23+bx32+cxlg+dx31

Lokal kuralimiz: biitiin hiicrelere uygulayarak, T matrisimizi olusturaca-
g1z. Bunun i¢in dogal tabanlarimizdan faydalanacagiz.
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Boylece 9. mertebeden kural matrisimiz asagidaki gibidir:

/0 d b ¢ 0 0 a O 0\
b 0 d 0 ¢c 0 0 a 0
d b 00 0 c 0 0 a
a 00 0d b ¢ 0O
T=10 a 0 b 0 d 0 ¢ O
0 0 ad b 0 0 0 c
c 0 0 a 0 0 0 d b
\0 c 0 0a 0 b 0 d /
0 0 ¢c 0 0 a d b 079y
53 (b, d) C13 a.Ig
= al, S;(b,d) cl;
CI3 a.Ig Sg(b,d) o
0 d b
Burada, S;(b,d) = (b 0 d) alt matristir. cl3, al3 alt birim matrislerdir.
d b 0)/3,

Ornek 2. m=4 ve m=4 alarak lokal kurala karsilik gelen, 16. mertebeden
T temsili matrisini bulalim. Bunun i¢in ilk 6nce arasinir sart1 altinda 4x4 ti-
pinde hiicrelerden olusmus 2D CAnin konfigiirasyonu yazilsin. Daha sonra
bu hiicrelere lokal kurali uygulayalim.
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X3 Xy | X33 | X34 | Xy

X1 X | X3 | X214 | X,

X Xoy | Xy | X24 | Xpy

X3 Xy | X33 | X34 | X3y

X41 | X42 | Xa3 | X4 | X42

X5 Xpy | Xy | X24 | Xy

Eger lokal kurali uygularsak, T doniisiimii altinda asagidaki gibi yeni bir

konfigiirasyon elde ederiz.

ax,,+bx ,+cx, +dx,,
ax,,+bx  +cx ,+dx .
ax,,+bx ,+cx +dx ,
ax,,+bx ,+cx, ,+dx

X23

X1 Xy | Xp3 | X224 | Xy

ax ,+bx ,+cx, +dx,,
ax ,+bx, +cx,, +dx,,
ax ,+bx,, +cx  +dx,,
ax ,+bx, +cx,, +dx,,
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Xz | X3 Xy | Xaz | X34 | X3

Xy | Xy Xy | X5 | X124 | X,

ax,,+bx,, +cx, +dx,,
ax,,+bx, +cx,,+dx,,
ax,,+bx, +cx, +dx,,
ax,,+bx, +cx,, +dx,,

Xz | X3y X3y | X33 | X34 | X3y

X3 | X1 X | X3 | X14 | X,

Xoy | X9y Xoy | Xy | X24 | Xpy

ax,, +bx, +cx, +dx,,
ax,,+bx, +cx, ,+dx,,
ax,,+bx, , +cx +dx,,
ax,,+bx, +cx ,+dx,,
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Boylece 16. mertebeden T kural matrisimiz asagidaki gibidir:

(0 d b 0 c 00 0a 00 0 0 0 0 0\
b 0 d 0O 0O c 00 0 a 0 O0O0OO0O0
O b 0O0d OO ¢c 00 0 a 0 0O0O0UO0
0O d b OO O O c 00 0 a 00 00O
a 0 0 0O 0Od b 0 c 0 0 0 O0O0O0TDO
O a 0O 0Ob 0d O O c 0 0 O0O0O0OTDO
0O 0O a OO0 b Od OO ¢ 0 O0O0OO0OTPO
T = 0O 0 0a 0d b OO0 OO c 0 O0O0DO
0O 00 0a 00 O Od b 0 c 0 0O
0O 0 000 a 00 b 0d OO0 TCc 0O
O 0 000 0 a 00 b 0dOOTCc O
O 0 0 00 0 0 a 0db 0 O0O0O0 Cc
0O 0 0 0Oc 00 0 a0 O0 O0O0OUCdTVDbD O
0O 0 00O0Oc 00 O a o0 OUWDbDOGCddO
\0 0O 0 0 00Oc 00 O a 0 O0UDbD 0 d )
0 0 0 OO 0 0 c 0 0 O a 0 d b 0ix1s
S4(b,d) cl, al, 0,
_ al, S4(b,d) cl, 0,
- 0, al, S.(b,d) cl,
Oy el; al, S:(b,d)/ L6
Burada,
0 4 b 0
b 0 d 0
Ssbd =1y b o g
0 d b O

alt matristir. cl pal, alt birim matrislerdir. O ,ise alt sifir matristir.

nm23 nmeZ* icin (T) kural(temsili) matrisinin en genel hali
asagidaki gibidir:

71



Journal of Cihannuma Technology, Engineering and Natural Sciences Academy €

S(b,d) &l al 0 0 .. 0 0 0 \
al S(b,d) cl 0 0 .. 0 0 0
0 al S(b,d) cl | I 0 0 0
0 0 al S(b,d) cI
. . . . S(b,d) cl 0
\ 0 0 e 0 al  Sd) cl
0 0 0 w0 al  S(b,d)

clal birim matrislerdir. O ise sifir matristir. S__ (b,d), alt matrisinin en
genel halini de asagidaki gibi yazabiliriz:

/0 d b 0 0 0 0\
b 0 d 0 0 0 0
0 b 0 d 0 0 0
0 0 b 0 d
Snxn(b: d) = 0 0
\0 0 0 0 b 0 d )
0 0 0 d b 0

Sonug¢

Bu ¢alismada yeni bir sinir sart1 olan ara sinir sarti altinda iki boyutlu
hiicresel déniisiimlerin tanimi verildi. Iki boyutlu hiicresel déniisiimlerin ara
sinir sart1 altinda temsili(kural) matrisinin bulunmasi icin lokal kural tanim-
landi. Tanimlanan lokal kural yardimiyla iki boyutlu hiicresel doniisiimlerin
ara sinir sart1 altinda temsili(kural) matrisi bulundu. Elde edilen sonuclar
goz oniine alindiginda, bu ¢alismada elde edilen temsili(kural) matrislerin
terslenebilirliginin incelenmesi agik bir problem olarak yazar tarafindan
calisilmaktadir.
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Yazar Katkilar1
Makale tek bir yazar tarafindan ele alinmistir. Dogrudan baska bir yazar tarafindan
katki saglanmamuistir.

Cikar Catismasi
Yazarlar tarafindan ¢ikar ¢catismasinin olmadigi rapor edilmistir.

Fonlama

Herhangi bir fon destegi alinmamustir.

Etik Bildirim

Bu ¢alisma igin etik kurul izni gerekmemektedir.
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