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Abstract

In [13], Deveci and Karaduman defined the Pell orbit P, (G) of the group G = (A} by generated the
set A={a,,a,,...,, }. In this paper, we examined the Pell orbits of the centro-polyhedral groups (n,—2,2),
(-n,2,2), (2,n,-2), (2,-n,2), (-2,n,2), (2,2,-n), (2,—2,n) for N >3 and the centro-polyhedral
groups (-2,2,3) (-2,2,4), (-2,2,5), (-2,2,6), (3,2,-2), (4,2,-2), (5,2,-2), (6,2,-2) with

respect to the generating set {X, Y, Z} and the order X, Yy, z of generators.
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Giris

Bilindigi gibi lineer indirgemeli dizilere, matematik, fizik, bilgisayar bilimleri sanat ve
doga bilimleri gibi modern bilimin bir ¢ok alaninda rastlanmaktadir. Bunlara 6rnek olarak
[5,6,15-23,26,28-35,37] calismalar1 verilebilir. Gruplarda indirgemeli diziler, ilk olarak 1960
da Wall [36] tarafindan calisilmistir. Wall bu ¢alismasinda, devirli gruplarda standart
Fibonacci dizilerinin periyotlarini incelemistir. Sonraki siirecte, bir ¢cok bilim adamu teoriyi
cesitli indirmeli dizilere tagimistir. Bunlara 6rnek olarak [1-3,7-12,14,24,25,27] calismalari

verilebilir.
{Pn} Pell dizisi, P, =0, P, =1 baslangi¢ elemanlari ile N >1 i¢in

P

L, =2P +P (¢D)]
bagintisi ile tanimlanir. Pell dizisi
1,2,5,12,29,70,1609, - -
seklinde meydana gelir.
Kilig ve Tasg1 [34]’de genellestirilmis k-mertebeden Pell sayilarinin k dizilerini,

1-k<n<0igin
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pi {1 egern=1-i,
" |0 diger durumlarda,
Baslangi¢ elemanlari ile, n >0 ve 1<i<K i¢in
P =2P , +P ,+..+P, (2)
bagmtisi ile tanmimlamiglardir. Burada P!, i. dizinin n. terimidir. (2) de i =k olarak alimrsa

P¥ ifadesi genellestirilmis k-mertebeden Pell sayisi olarak adlandirilir. k=2 olarak alinirsa

{P¥} dizisi standart {P,} Pell dizisine indirgenir.

Tanim 1.1. Eger bir dizi belli bir noktadan sonra bir alt dizinin tekrar1 seklinde meydana
geliyorsa bu diziye periyodiktir denir. Ornegin; a,b,c,d,e,c,d,e,c,d,e,--- dizisi periyodiktir
ve peryodu 3 tiir.

Deveci ve Karaduman [11]’de {P)} genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisini m moduliine
gore indirgeyerek, P“™ =P (mod m) olmak iizere

n

{Pk,m} — {Plk,m’ sz,m"_.’ kam,"'}
dizisini elde etmis ve bu dizinin periyodik oldugunu gostermislerdir. Bu ¢alismada {Pk’m}

dizisinin periyodu hPR, (m) ile gdsterilmistir.
Deveci ve Karaduman ayni ¢alismada, sonlu bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell
dizisini agsagidaki gibi tanimlamisglardir:
Sonlu bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi, grubun X,, X;, X,, X5, =++, X, -**
elemanlarinin bir dizisidir. Burada, X, X;, X,, -+, X i1 grubun iretecleri olmak lizere, bu
tiretegler dizinin baslangi¢ elemanlar1 olarak kabul edilerek n> j igin dizinin elemanlari,
~ XX, -+(%,4) " J <n <k igin

= {Xnkxnm'--(xnl)z; n=>Kk icin
seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanir.
Ayrica, dizinin X,, X, X, -+, X; , baglangi¢ elemanlarmin grubun tretegleri olmasi gerekir
ve bundan dolay1 sonlu bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi grubun yapisini
yansitir.  Xo, Xp, Xy, -+, Xj 4 tarafindan tretilen sonlu bir gruptaki bir genellestirilmis k-
mertebeden Pell dizisi Q, (G; X, -+, ) ile gdsterilir.
Theorem 1.1 (Deveci ve Karaduman [13]). Sonlu bir gruptaki bir genellestirilmis k-

mertebeden Pell dizisi periyodiktir.
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Bu calismada, Q, (G;XO,---,XH) dizisinin peirodu PQ, (G;XO,-'-, Xj_l) ile gosterilmistir.

Tamm 1.2. I,m,n>1igin (I, m,n) polyhedral grubu asagidaki gibi taktim edlir
<x,y,z:x' =y"=z"=xyz :1>.

(I,m,n) polyhedral ~ grubunun sonlu  olmast icin gerek ve yeter sart

U= ImnG' +l + 1 —1) =mn+nl+Im—-Imn olmak iizere x>0 olmasidir. (I,m, n)
m n

polyhedral grubunun mertebesi 2Imn/ dir.

Tanmm 1.3. I,m,nel] igin <| ,m, n) centro-polyhedral grubu asagidaki gibi taktim edlir
<x,y,z:x' =y"=2" :xyz>.

Bu gruplar i¢in detayli bilgi [2,4] calismalarinda bulunabilir.

Tamm 1.3 (Deveci ve Karaduman [13]). A={a,a,,..,a,} olmak iizere A kiimesi
tarafindan iretilen G=(A) grubunun P,ga)(G) genellestirilmis Pell orbiti G nin

elemanlarinin asagidaki gibi tanimlanan {x} dizisidir:

0<i<n-1 icin X =a

i i+1

baslangic eleman ile i>0 icin

Xeon = (%) (%) "’2---(ximfz)["l(x”nfl)(‘”l) olup burada 1<j<n-1 olacak sekilde

a+j) ..
o= dir.
« (1+1] !

P\)(G) dizisi periyodik olup bu dizinin periyodunun uzunlugu LEN,P“(G) ile
gosterilmistir.

Burada o =1 olarak almrsa P\”/(G) dizisi P,(G) dizisine indirgenir ve P,(G)
dizisine G grubunun A geren kiimesine gore Pell orbiti denir. LEN,P(G) ifadesine ise G

grubunun A geren kiimesine gore Pell uzunlugu denir.
Dikkat edilirse bir grubun Pell orbiti, geren sayisi basamak sayisi olarak alinan

genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisidir. Dolayisiyla Pell orbiti periyodiktir ve bu peryot
PQ,(G;a,,--,a,) degerine esittir.

Yukaridaki tanimlardan agikca goriiliir ki; sonlu bir grubun gerek Pell orbitinin
uzunlugu gerekse bu gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinin periyodu segilen
geren kiimesine ve bunun iizerinden secilecek baglangi¢ elemanlarinin dizilisine bagl olarak
degisir.
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Temel Sonuglar ve Ispatlar
Teorem2.1. G, (—n,2,2>, <—2, n,2>, <2,2, —n) centro-polyhedral gruplarindan herhangi birisi
olsun. Bu durumda G grubunun {x,y,z} geren kiimesine ve geren elemanlarin X, Y,z
siralamasina gore Pell uzunlugu

LEN(X]y'Z)P(G) = {

7n, nciftise,
14n, ntekise

seklindedir.
Ispat. Ispati <—n,2,2> grubu i¢in yapacagiz. Hemen belirtelim ki, bu grup

2

<x, y,2:x " —z%= xyz> seklinde takdim edilir ve |x|=2n ve |y|=|z| =4 dir.

y

N nin durumuna gore P(x,y,z) ((—n, 2, 2>) orbiti i¢in asagidaki iki durum s6z konusudur:

({(-n,2,2)) orbiti

Eger n sayisinin tek carpani var ise, P(x,y,z)

X=X X =Y, X =2,
)(14:)(5,)(15:)("‘12,)(16:)(“22,...’

v _ oyt vt
Xpg = X7, Xog = X247, Xy = X2 P27 .

Xpaai = X X ga = X242, X0 = X227,
seklinde olup burada o,,a,eN ve A veAd, ya 1 yada 2 dir. Bu dizinin periyodunun
uzunlugunu belirmek i¢in X,,,;, = Xi4s Xis.1ai = Xi5» Xi6.14i = X6 0lacak sekilde en kiiciik i dogal
sayit belirlemek yeterli olcaktir. Dolayisiyla 2nk =4i (ke N) yani nk=2i olacak sekilde
en kiigiik i dogal sayin1 bulmamiz gerekmektedir.

Eger n ¢ift ise 1= bu sarti saglayan en kiicik dogal sayr olacagindan

n
2
LEN,,.,.,P((-n.2.2)) :142 —=7n olur.

Eger n tek ise i=n bu sart1 saglayan en kiicik dogal say1 olacagindan

LEN,,,,P({(-N,2,2))=14n olur.

Eger n=2",(ueN) seklinde ise, Py

((-n,2,2)) orbiti
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Xo =X, X =Y, X =2,

5

Xy =X X =Y, Xig = 2,000y
9

Xog = X7y Xog = Yy Xgg = 2,007,

1+4i

Xigi =X Xyin = Yo Xyyjpp = 250
seklinde olup bu dizinin periyodunun uzunlugunu belirmek icin

Xiai = Xo =Xy Xigig =X =Y, Xuino = X, =2 olacak sekilde en kiigiik i dogal saymm belilemek

yeterli olcaktir. Dolayisiyla 2nk = 4i (k € N) yani nk =2i olacak sekilde en kiigiik i dogal

saymi bulmamiz gerekmektedir. n ¢ift oldugundan i =g bu sart1 saglayan en kiigiik dogal

n
olup LEN(X’V’Z)P(<—n,2,2>)=14E=7n olur.

<—2, n, 2> ve <2, 2, —n) gruplar1 i¢in ispat benzer sekildedir.
Teorem 2.2. G, <2,—n,2) gurubu olsun. Bu durumda G grubunun {x, y,z} geren kiimesine

ve geren elemanlarin X, y, z siralamasina gore Pell uzunlugu 14 diir yani

LEN,,,,P((2.-n.2))=14

(xy.2)

seklindedir.
ispat. Hemen belirtelim ki, bu grup (x,y,z:x* =y =2*=xyz) seklinde takdim edilir ve
ly|=2nve |x|=|z|=4 dir.

N ’nin tiim degerleri i¢in grubun olusturdugu Pell dizisi

Xo =X X =YX =2,% =22, X, = X3, X = X5 X = ¥, X, = X, X = ¥, X = 2%, X0 = 2, %, = X, X, = X7,
Xz =Y, Xy =X, X5 =Y, Xjg = 2,

seklinde olup bu dizinin periyodunun uzunlugu 14 olur.

Teorem 2.3. G, <2,—2, n),veya (n, —2,2> centro-polyhedral gruplarindan herhangi birisi
olsun. Bu durumda G grubunun {x,y,z} geren kiimesine ve geren elemanlarin X, Y, z
siralamasina gore Pell uzunlugu

ghPB(4(n—1)), n cift ise,

nhP,(4(n-1)), ntekise

seklindedir.
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Ispati <2,—2, n> grubu  i¢in  yapacagiz. Hemen  belirtelim ki, bu grup
(X,y,2:x* =y? =2"=xyz) seklinde takdim edilir ve [x|=|y| = 4(n—1) ve |z|=2n(n-1) dir.
N nin durumuna gore P(ny'z) ((2, -2, n)) orbiti i¢in asagidaki iki durum s6z konusudur:

Eger n sayisinin tek carpani var ise, P(ny'z)

((2,-2,n)) orbiti

Xo =X, % =Y, X, =2,

8 a
XhP3(4(n—1)) =Xz, th3(4(n_1))+1 =Xz“, XhP3(4(n—1))+2 =7,
= xz° _ yyaH(n)2 _
thp3(4(n—1)) =Xz, X2hP3(4(n—l))+1 =Xz , X2hP3(4(n—1))+2 =7,
= xz%"® _ yoa+(n+)ia 3
X, (a(n1))iney(4(n-1)) = X2 e Rbpy(a(n-1))itpy(a(n-1))1 = X2 + X a(n)sinanpz = 207

seklinde olup burada «,AeN dir. Bu dizinin periyodunun uzunlugunu belirmek i¢in

X =X X =X

hPy(4(n-1))+ihPy(4(n-1)) - hPy(4(n-1))" “hPy(4(n-1))+ihPy(4(n-1))+1 =X

hPy(4(n-1))+L’ XhP3(4(n—l))+ihP3(4(n—1))+2 hPy(4(n-1))+2

olacak sekilde en kiiciik 1 dogal saymmi belirlemek yeterli olcaktir. Dolayisiyla
2n(n-1)k, =(n+1)i ven(n—-1)k, =4i (ke N) olacak sekilde en kiigiik i dogal saymm

bulmamiz gerekmektedir.

. . . N
Eger n cift ise I:E bu sarti saglayan en kiigik dogal sayr olacagindan

LEN,,,,.,P((2-2.n)) :ghP3(4(n ~1)) olur.

Eger n tek ise i=n bu sart1 saglayan en kiigik dogal sayr olacagindan

LEN,,,,,P((2,-2,n))=nhP,(4(n-1)) olur.

(x.y.2)

Eger n=2",(ueN) seklinde ise, Feva)

((2,-2,n)) orbiti
Xo =X X =Y, X =12,

X =X, X =yz

hPy(4(n-1)) " “hpy(4(n-1))+1
Xomey(ann) = % Xpanpa = Y20 Kepanayiz = 277

X =Z,...

=X X =Yz » ihpy(4(n-1))+2

XihP3(4(n—1)) * Tihpy(4(n-1))+L
seklinde olup bu dizinin periyodunun uzunlugunu belirlemek icin

Xop(ana)i = %0 = % Xipanagin = X =Y Xipagngive = %o = 2 olacak sekilde en kiigiik i dogal

saym1 belirlemek yeterli olcaktir. Dolayistyla 2n(n—1)k =4(n-1)i (keN) yani nk=2i
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olacak sekilde en kiiciik i dogal sayin1 bulmamiz gerekmektedir. n ¢ift oldugundan i =2 bu

sart1 saglayan en kiiciik dogal olup LEN(X’y’Z)P(<2, -2,n)) = 2 hP,(4(n-1)) olur.

Varsayim 2.1. G, (2,n,-2) gurubu olsun. Bu durumda G grubunun {x,y,z} geren

kiimesine ve geren elemanlarin X, y, z siralamasina gére Pell uzunlugu hP,(4(n-1)) dir
yani
LEN,,,,P((2,n,-2)) =hR,(4(n-1))
seklindedir.
Lemma2.1i. LEN,  P((-2,23))=LEN,  P((32-2))=84.

ii. LEN, . P((-2.2.4))=LEN, P({4,2-2))=28.

iii. LEN, . P((-2,25))=LEN, ,P((52-2))=280.

(x,y.2) >
iv. LEN,, P((-2,2,6)

)=LEN,,,,P((6,2,-2))=168.

(x,y.2)

Ispat. Ispat Teorem 2.2 nin ispatina benzer olarak direk hesaplama ile yapilir.
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