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Abstract

Many practical problems in economics, engineering, environment, social science, medical science etc.
cannot be dealt with by classical methods, because classical method have inherent difficulties. The reason for
these difficulties may be due to the inadequacy of the theories of parameterization tools. Molodtsov initiated the
concept of soft set theory as a new mathematical tool for dealing with uncertainties. Research works in soft set
theory and its applications in various fields have been progressing rapidly since Maji et al. The idea of soft
topological spaces was first given by M. Shabir, M. Naz and mappings between soft sets were described by P.
Majumdar, S.K. Samanta. Later, many researches about soft topological spaces were studied in
[3,9,14,16,24,25,28]. In these studies, the concept of soft point is expressed by different approaches. In the
study we use the concept of soft point which was given in [14]. Soft topological spaces and soft continuous
mapping form category and this category is extension of category of topological spaces. Also category of fuzzy
topological spaces is extension of category of topological spaces.

In this article the closure problem is investigated according to algebraic operation in the category of soft

topological spaces. For this, the existence of limits of inverse systems of soft topological spaces is proven.

Giris

Sosyal bilimlerde, ekonomide, miihendislikte v.b. alanlarda karmasik problemleri
¢ozmek i¢in klasik metotlar1 kullanamayiz. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii matematiksel temel
prensipleri, belirsizligi ve kesinlik olmayan durumlar igerir. Dolayisiyla, bu durumlarda
klasik kiimeler teorisi bu tiir belirsizlik i¢ceren problemlerin ele alinmasinda tam olarak uygun
olmayabilir. Bu tiir belirsizlikleri etkili bir yolla ele alinmasini saglayan birgok sayida teori
One siirlilmiistir. Bunlardan fuzzy kiimeler teorisi, intuitionistic fuzzy kiimeler teorisi,
araliklar matematik teorisi ve rough kiimeler teorisi v.b. Bu kavramlar oldukg¢a genis bir
uygulama alanmna sahiptir. Ornegin; mantik programlamada, tibbi teshislerde, karar
analizlerinde, model tanimada v.b. alanlarda uygulamaya sahiptir. Bununla beraber bu
teorilerin kendi zorluklar1 vardir. 1999°da Molodtsov belirsizligi modellemek i¢in tamamen
yeni bir yaklasim olan soft kiime kavramini tanimlamis ve bazi 6zelliklerini vermistir [22].
Soft kiimelerle ilgili olarak birgok arastirmalar ve incelemeler yapilmistir [17,18,19,20,23].
Cebirde soft kavramim ilk olarak Aktas ve Cagman kullanarak, soft grup kavramini
tamimlayarak bazi incelemeler yapmuslardir [2]. Acar ve digerleri soft halka kavramini, Sun

ve digerleri de soft modiiller kavramini tanimlayarak bazi 6zelliklerini arastirmislardir [1, 26].
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Fuzzy soft yapisini cebire ilk olarak Jin-liang ve digerleri tasiyarak fuzzy soft grup kavramim
vermislerdir. Giindiiz (Aras) ve Bayramov fuzzy soft modiil ve intuitionistic fuzzy soft
modiiller kategorisini tanimlayarak bu kategoride bazi arastirmalar yapmuslardir [12,13].
Yine soft ve fuzzy soft gruplar kategorisinde izomorfizma hakkinda teoremler [5]
caligmalarinda ispatlanmustir.

Soft kiimelerde topolojik yapi, cebirin aksine ilk olarak 2011 yilinda tanimlanmistir
[25]. Bu calismalardan birgok arastirmacilar genel topolojinin sonuglarimi soft topolojik
uzaylara tasimaya calismuslardir [3,9,14,16,24,25,28]. Matematikte en 6nemli problemlerden
birisi, ele alinan yeni kategoride cebirsel islemlerin verilmesi ve bu islemlere gore bu
kategorinin kapal1 olmasidir. Ters ve diiz limitler tiim cebirsel islemleri icerdiginden verilmesi
gereken islemlerin en basinda gelir.

Bu calismada; soft topolojik uzaylar kategorisinde ters sistemler tanimlanmis ve bu
sistemlerin limitlerinin varligir ispatlanmistir. En 6nemli sonuglardan biri soft kompakt

uzaylarin ters limitinin de soft kompakt oldugunun ispatidir.

Kuramsal Temeller

Tanmm 2.1.[22] U bir evrensel kiime ve E parametrelerin kiimesi olsun. U nun kuvvet
kiimesini P(U) ile gosterelim ve A , E parametreler kiimesinin bos olmayan alt kiimesi olsun.
(F, A) ¢ifti U tizerinde bir soft kiime olarak adlandirilir.
Burada F, F: A — P(U) ile verilen bir doniisiimdiir.
Bagka bir ifadeyle, U tiizerinde bir soft kiime, U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin bir
parametrelenmis ailesidir. € € A i¢in F(&) kiimesi (F,A) soft kiimesinin & —elemanlarinin
kiimesi ya da € —yaklasimlarinin kiimesi olarak diisiiniilebilir. A¢iktir ki, soft kiime bir kiime
degildir.

Tamm 2.2. [20] U evrensel kiimesi iizerinde (F, A) ve (G, B) soft kiimeleri igin, eger
1) ACB ve
2) Ve € A i¢in F(e) c G(e) ise
(F, A) ya, (G, B) nin soft alt kiimesidir denir ve (F,A) € (G, B) seklinde gosterilir.
Eger (G,B) , (F,A) nin soft alt kiimesi ise (F,A) ya (G,B) nin soft {ist kiimesi denir.
(F,A) 5 (G, B) ile gosterilir.

Tanmim 2.3. [20] U evrensel kiimesi iizerinde (F,A) ve (G,B) iki soft kiime olsun.
Eger (F,A), (G,B) nin soft alt kiimesi ve (G,B), (F,A) nin soft alt kiimesi ise (F,A) ve

(G, B) soft kiimelerine soft esit denir.
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Tamm 2.4. [20] (F,A), U iizerinde bir soft kiime olsun. Eger Ve € A i¢in F(g) = @
(bos kiime) ise (F, A) soft kiimesine bos soft kiime denir ve ® ile gosterilir.

Tamm 2.5. [20] (F,A), U lizerinde bir soft kiime olsun. Eger Ve € A i¢in F(e) = U
ise (F, A) soft kiimesine mutlak soft kiime denir ve 4 ile gosterilir.

Tanim 2.6.[20] (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki soft kiime ise (F,A) A (G,B)
seklinde gosterilen "(F,A) VE (G, B)" islemi, (F, A) A (G,B) = (H, A X B) olarak tanimlanr.
Burada V (a,8) € A X B igin H((a, 8)) = F(a) n G(B) dur.

Tanim 2.7.[20] (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki soft kiime ise (F,A)V (G,B)
seklinde gosterilen "(F,A) VEYA (G,B)" islemi, (F,A)V (G,B) = (0,Ax B) olarak
tanimlanir. Burada V (@, B) € A X B i¢in 0((a, ﬁ)) = F(a) U G(pB) dur.

Tanim 2.8.[20] U evrensel kiime iizerindeki (F,A) ve (G,B) iki soft kiimenin
birlesimi (H, C) soft kiimesidir. Burada C = AU B ve Ve € C igin

F(e) , egere € A—Bise
H(e) ={G(e) , egere€B — Aise
F(e)Uu G(e), egere € ANBise

seklindedir. Bu islem (F,A) U (G,B) = (H, C) ile gosterilir.

Tanim 2.9.[20] U evrensel kiime tizerindeki (F,A) ve (G,B) iki soft kiimenin
kesisimi (H,C) soft kiimesidir. Burada C = AN B, Ve € C i¢in H(e) = F(e) N G(e) dir ve
(F,A) n (G,B) = (H, C) ile gosterilir.

X bir evrensel kiime ve E parametrelerin bos olmayan kiimesi olsun.

Tanmm 2.10. [25] X evrensel kiime iizerinde (F,A) bir soft kiime olsun. (F, A) soft
kiimesinin bagil timleyeni (F,A)" ile gosterilir ve (F,A) = (F,A) seklinde tanimlanir.
Burada F:4 — P(U), Va € A i¢in F (@) = U — F(a) ile verilen doniisimdiir.

Tammm 2.11. [25] 7, X iizerinde soft kiimelerin ailesi olsun. 7 ailesi i¢in asagidaki
kosullar saglanirsa:

1) &,Xer

2) t sinifindaki soft kiimelerin herhangi sayida birlesimi 7 ya aittir.
3) 7 simufindaki herhangi iki soft kiimenin kesisimi 7 ya aittir.

T ya X lzerinde bir soft topoloji denir.

(X, 1, E) tgliisii X tizerinde bir soft topolojik uzay olarak adlandirilir.

Onerme 2.12.[25] (X,t,E), X iizerinde bir soft uzay olsun. Herbir a € E igin
T = {F(a) | (F,E) € t} ailesi X de bir topoloji tanimlar.
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Tammm 2.13.[14] (F,E), X iizerinde bir soft kiime olsun. Eger e € E eleman: i¢in
F(e) = {x} ve her e’ € E — {e} icin F(e) = @ ise (F,E) soft kiimesi bir soft nokta olarak
adlandirilir ve (x,, E) ile gosterilir.

Tamm 2.14.[14] X evrensel kiime tizerinde (x,,E) ve (ye',E) iki soft nokta olsun.
Eger x # y veya e # e ise noktalara farkli noktalar denir.

Onerme 2.15.[14] (F, E), X {izerinde bir soft kiime olsun. O zaman (F, E), kendisinin

soft noktalarinin birlesimidir. Yani;

(F,E)=U U (xE)

e€E x€F(e)
dir.
Tamm 2.16.[28] SS(U), ve SS(V)p soft kiimelerin aileleri olsun. u:U — V ve
p:A — B doniisiimler olsun. f,,,: SS(U) 4 — SS(V)p doniisiimii asagidaki gibi tamimlanur:
1) (F,A), SS(U) 4 da bir soft kiime olsun. Bu soft kiimenin gériintiisii V y € B igin
fou(F)(y) = {pr‘y(y)nAu(F(x))  POINA=0
)} , aksi takdirde
seklinde bir soft kiimedir ve f,,,,(F,A) = ( fou(F), p(A)) ile gosterilir.
2) (G, B), SS(V)p da bir soft kiime olsun. Bu soft kiimenin ters goriintiisii V x € A igin

le(G)(x)={u_1 (¢Ge)) . rwes
b ? , aksi takdirde

sseklinde bir soft kiimedir ve f,,' (G, B) = ( foid (G),p™1 (B)) ile gosterilir.

Tamm 2.17.[14] (X,7,E) ve (Y,7,E) iki soft topolojik uzay, f:(X,t,E)—
(Y, 7, E) bir déniisiim olsun. (f(x),, E) nin herhangi (H, E) soft komsulugu igin f((F, E)) c
(H,E) saglanacak sekilde (x,,E) nin bir (F,E) soft komsulugu bulunabiliyorsa f
doniisiimiine (x,, E') de soft siirekli doniisiim denir.
Eger f:(X,17,E) — (Y,7,E) soft doniisiimii her soft noktada siirekli ise f soft siirekli
doniisiim denir.

Soft Topolojik Uzaylarin Ters Sistemleri

A, yonlendirilmis bir kiime olsun. Stop ile soft topolojik uzaylar kategorisini
gosterelim.

Tamim 3.1. Her F:A°? — Stop funktoruna soft topolojik uzaylar kategorisinde ters
sistem denir ve bu ters sistemin limitine bu funktorun limiti denir.
Simdi bu tanimi inceleyelim.

Soft topolojik uzaylarin ters sistemi
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(K!E) = ({(Xoura; Ea)}aeA ’ {(pf}f’, qg,): (Xa"Ta’rEa') - (XavTa; Ea)}a,<a,l)

seklinde bir sistemdir. Bu sistemden

({Xa}aeA ) {pg’:Xa’ - Xa}a<ar) (3.1

({Ea}aeA ) {qg,: Ey — Ea}a<a’) (3.2)

seklinde kiimelerin iki ters sistemini olusturabiliriz. Bu sistemlerin ters limitini ele alalim:

X=IlimX, ve E=IlmE, .

aeA aeA

(]'[ Xoo I o 11 Ea) soft topolojik uzaylarin ¢arpimi olsun.
aeA aeA aeA

Simdi (X, E) soft kiimede soft topoloji tanimlayalim. Eger

(F, I1 Ea) € [] t, ise F |lim E,:limE, — [] X, softkiimesini asagidaki

aeA a€eA aeA aeA a€eA

sekilde tanimlayalim.

V{e,}elimE, icin F |limE, ({e,}) = F({e,}) |limX,

aeA aeA aeA

Bu sekilde tanimlanan soft kiime lim X, da deger almaktadir. Bu soft kiimeyi

aeA

<F | limE,,limE, > ile gosterelim.

aeA aeA

Kolayca gosterebiliriz ki

{(F |1imEa,limEa>: (F, 1 Ea) €Tl ra}
SeA Sea aeA aeA

ailesi (X, E) soft kiimesinde bir soft topoloji olusturur. Bu soft topolojiyi T ile gosterelim.

Boylece (X, T, E) bir soft topolojik uzay olmaktadir.

Va€Aicin m,:limX, — X, , qo:limE, — E,
aeA a€eA

projeksiyon doniistimleri olsun. Acgiktir ki (7, qy): X, T,E) = Xy, T4, E,)  sOft
doniisiimleri soft stireklidir.

Teorem 3.2. Soft topolojik uzaylar kategorisinde her

()_(;E) = ({(Xar Ta: Ea)}aeA Y {(Pg’: qg’): (Xa’:Ta"Ea’) - (XarTaan)}a<al)

seklinde ters sistemin limiti vardir, tektir ve (lim Xq, T, lim Ea) soft topolojik

aeA a€eA

uzayina esittir.
Ispat. Gostermemiz gereken her (Y,7’,E’) soft topolojik uzay ve asagidaki

diyagrami komutatif yapan
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{((pa: 1/)0:): Y, o, E") — (XavTal Ea)}aEA

soft siirekli doniistimler ailesi i¢in:

(Qa's Pe’)

/ (Xa" Ta's Ea')

(v,7.E) (vg.q¢) (33)

(@ W) (X T Eq)

oyle tek (f,»):(Y,7,E') — (X,t,E) soft siirekli doniisim vardir ki her a € A igin

(v,7,E") (o)
(fr J‘f) / (Xa; Ta Ea) (34)
X,7,E) (T, qa)

diyagrami komutatiftir.

f:Y — X ve x:E' — E doniisimlerini asagidaki sekilde tanimlayalim.
Her e’ € E' i¢in x(e") = {y,(e')} ve her vy, soft noktasi i¢in f(y,’) = {¢a(y)¢a(er)}

olsun.

(3.3) diyagraminin komutatifliginden Kolayca gosterebiliriz ki x(e') € limE, ve f(y,’)

aeA

soft noktasi (X, 7,E) soft uzayma aittir. (f,x) soft doniisimii soft siireklidir. (3.4)

diyagraminin komutatifligine bakalim. Her bir vy, € (Y,7', E") soft noktasi i¢in
((pa' lpa)(ye') = ((pa(y))wa(e,) dir.
(0 4e) © ([0 @) = (e 00) ((FO),01)) = (e 0) ({(0D), (1))
= ((pa(y))wa(el)

f ve x dontigiimleri tek tiirlii belirlendiginden (f,») soft dontistimii tektir.
Simdi ters limitin bir funktor oldugunu gosterelim. Onun igin soft topolojik uzaylarin ters

sistemlerinin bir kategori olusturdugunu kanitlayalim.

({(Xa"’:ar E(x)}aeA , {(pg’: qg’): (Xa’rTa"Ea') - (Xa;Ta'Ea)}a<al)

114



ve

o B _B"Y. ’ r R
({(Yﬂ; Tﬁ, Eﬁ)}ﬁfB ) {(rﬁ ) %B ) . (Yﬁ’, T,B” EB,) g (},ﬁr Tﬁp Eﬁ)}ﬁ<ﬁl>
soft topolojik uzaylarin iki ters sistemi, ¢: B — A izoton doniisiim ve her [e B icin
(3, 98): KXoy, T80 Eotpy) — (Y T4, Ef)
soft topolojik uzaylarin soft stirekli doniistimleri olsun.

Tamm 3.3. Eger her 8’ > f i¢in asagidaki diyagram komutatif ise

(fg, 95")
(Xw(ﬂ’)’ To(p') Ew(ﬁ’)) > (Yﬁr, rl;,, El;,)
B") (B .
(p;pa(ﬁ) ) ) (rﬁﬁ ,x[j )
(Xo8) Toay Ep(p) (Yp, 5, Ep)
(f3.98)

((p: B — A {(f3.98): (Xo(py Ty Eop) — (Yp, 73, Efg)}ﬁeB)

ailesine
(a7 EDVaen » {(pE 46 ): K Tt o) = Koo Teo B )
ters sistemden
’ ’ B B . ! ! ! !
({(Yﬁ’fﬁ"fﬂ)}ges A5 ): (o Br) — (Yﬂ’rﬁ’Eﬂ)}kﬂ’)

ters sistemine giden morfizma denir.

Agiktir ki soft topolojik uzaylarin ters sistemleri ve onlarin morfizmalar1 bir kategori

olusturur. Bu kategoriyi Inv(Stop) ile gosterelim.

((p:B — A, {gﬁ: Epp) — E[’;}ﬁeB) ailesi kiimelerin ({Ea}aeA ,{qfx"}a<a,) ters sisteminden

, g’ . . . . . _
({EB}BEB'{HB }B<B') ters sistemine giden bir morfizmadir. Aymi sekilde ((p.B —

A,{fﬁ: X‘p(ﬁ)_)YB}BEB) ailesi de ({Xa}aeA,{pgl}Ka,) kiimelerin ters sisteminden

g’ ) ) ) )
<{YB} BB’ {rﬂ }B<B’) ters sistemine giden bir morfizmadir. Bu

morfizmalarin limitini lim fz ve lim gg ile gosterelim. O halde
BEB BEB
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<1im fg,lim gﬁ): lim(X,, 74, Eq) — lim(Yﬁ,Té,E[;)

BEB BeEB a€EA BEB

ters limitlerin bir morfizmasi olmaktadir.

Teorem 3.4. {(X,, 7, E,)} — lim(X,, 14, E,)

aeA
(<PiB — 4 '{(fﬁ'gﬁ)}ﬁeB) — ([Ln fﬁ»l(ijlgﬁ)
BeB BeB

kars1 gelmesi Inv(Stop) kategorisinden Stop kategorisine giden bir funktordur.
Teorem 35. (X,E) = ({(pra, E)}Yaen » {(pg',qg’)}a<a,) soft topolojik uzaylarin ters

sistemi olsun.
B ={(1g,qa) M (Fy, Eo) | €A, (F, Eo) € T4}

ailesi lim({, E) uzayinin soft topolojisinin bir soft tabanidir.
ispat.Her aeA igin (1ty, qo):lim(X, E) — (X4, Ta, Eg) soft siirekli oldugundan
B ailesinin kiimeleri soft agiktir. B ailesinin bir taban oldugunu géstermek igin her soft

acik (G,E) c lim(X,E) ve her x, € (G, E) soft noktasi i¢in

%o € (Tay day)” (Fug Eag) < (G,E)
saglanacak sekilde aye A ve (Fao, an) € T4, bulunmasi gerekir.
(G,E) c lim(X,E) keyfi soft acik kiime ve x, = {xg‘a} € (G, E) herhangi bir soft
nokta olsun. Soft alt uzay topolojisinin tanimindan (G,E) = lim({, 5) N (H,E)

saglanacak bicimde (H,E) c [[(X, To Eq) soft agik kiimesi vardir. Carpim

topolojisinin tanimindan

-1
%o € (PayGay) (Fay Eay) 0 oo (P Q) (Fayo Eae) © (H, E)
kosulunu saglayan ay,...,a; € A elemanlar1 ve (Fai, Eai) € Ty, kiimeleri mevcuttur. A

yonlendirilmis kiime oldugundan «y > a4, ...,y > @} kosulunu saglayan a, € A vardir.

(pal,qal) (Xao,rao,an) — (Xa,ra JEq ) i =1,k soft siirekli oldugundan

ﬂ (P 0e) " (Fap Eay) = (Fe B
soft alt kiimesi (Xg, Ta, Ea,) soft uzaymda soft agik kimedir (pg?, qge) (xe2 ) = xg!
oldugundan x5 € (Fy,, Eq,) dir ve x, € (g, Gay)” (Fuy Eq,) dir. O halde
(Mg day) (P5% 45°) (Fap Eay) = (Tap Ga) " (Fayr Ea
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I (ot B 0 (2 45) " (Fa Ea)

a€cA

saglanir. Boylece
Xe € (”ao'qao) ( ao’an) = (”ao'tho) < N (paqual) ( Eai))
k -1
- (10800 () 52)

= X Tas Ea) N n (et 06) (o Eey) © T o0 Eo) 0 (H, E) < (G, E)

olur.

Teorem 36. (X,E) = ({(Xa,‘ra, E)}uen » {(pg',qg’)}a<a,) soft topolojik uzaylarin ters

sistemi olsun.

1) Eger (pgf', qgf’): Xy, Tq' Eq) — (Xg, Tg, Eg) birebirise her ae A igin
(q, qa): 1im(X, E) — (Xa, T, Eo)

soft dontisiimleri de birebirdir.

2) Eger (pg', qg'): (X, Tg', Eqr) — (Xg, Ty, Eg) birebir ve Orten ise her ae A igin
(T 4o im(X, E) — (Xq 7o Ea)

soft dontistimleri de birebir ve ortendir.

Ispat.

1) x, = {xg‘a} F Yo = {y?{;} € 1@({, E) soft noktalari i¢in

(T[al.qal)(xe) = (T[al' Qal)(Ye’)

olsun. Her @' >a; i¢in  (pL,q%): (Xa', ot Eqr) = (Xa, Ta, Eq,)  birebir ve
!

= y:il = (pgi,qg;) (yg,,) oldugundan xg‘;, = yg,,, diir. Keyfi

a

(paerIal) (xe ,) = xea

1

ae A igin A yonlendirilmis kiime oldugundan a,a; igin a' > a,a’ > a; saglanacak

al

sekilde a’e A vardir. O halde xggjl = yg,l oldugu igin xg", =y, . Buradanise xg =
aq a o a

(b8 98") (x€,) = 0 a8 ) (v, ) = v&, du, yani x, = yr saglamr

2) (nal, Qa1)5 lim({, E) — (Xal,ral,Eal) soft doniisiimiin 6rten oldugunu

gosterelim. xgojl € (X4, Ta, Eq,) keyfi bir soft nokta olsun. Her a’ > a; igin xg‘;, =
’ 1

(pgl,qgfl) (xgojl) alalim. Her ae A ig¢in a’' > a ve a' > a; saglayan a’e A vardir. O

zaman xg = (pg’,qg;’) (ng;,) = (pg', qg’)(pggi,qggi)_l (x:‘;l) soft noktasini elde ederiz.
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Xe = {xg‘a} elemaninin lim()_(, E ) soft uzayina ait oldugunu gosterelim.

Her a <@ i¢ina’ > a,a’ > a;vea’ > a, kosulu altinda a’, @’ segelim. O halde

">a
= (pg'q%") (x& )= (008 ) (0%, a8) " (x22)

8, = (07.08) () = (o8 ) (o 08) " (x22)
Simdi " > a’,a’ > a’ kosulu altinda @'’ elemanimi alalim. O zaman
= (p&q%) (x&),) = 0% a%) (p& a% ) (x&7,) = (v&.08)) (p% 0% ) (x&)
ve
tee, = (i a%) (x8,) = (85, 45) (+83)
olur.

a

(v, q8.). (p&, q&,) soft fonksiyonlar: birebir, 6rten olduklart icin (p%,q% ) (x&",) =
x&, ve (p% 0% ) (x&,) =ng; dir. O halde

(e q") (x&,) = (08 a%) (P& 0% ) (x&),) = x&,,

(pe",a8") (x&,) = (b7, a8 ) (v 4% ) (x&,) = x&,
dir. Buradan (pg,q&)(x&,) = (p&",q¢") (x&",) = x, elde edilir. Boylece x, = (x&,)

elemani llm(X E) soft uzayma ait olur ve (1,4, qq,)(x,) = x , dir.

Sonu¢ 3.7. Eger (X,E) = ({(Xa, T Eo)}aen » {(pg',qgl)}a<a,) soft topolojik uzaylarin
ters sisteminde (p&’, q% ): (X', o, Eqr) — (X0 Ta Eg) SOft homeomorfizma ise
(T 4o im(X, E) — (Xq Ta Eo)
soft fonksiyonu da bir soft homeomorfizmadir.
Ispat. Teorem 3.6. dan (m, q,) birebir, érten ve siireklidir. Teorem 3.5. den
{(g, q0) "L (F,y, Ep): aeh, (Fy, Ey) € T4} ailesi lEn()_(, E) soft uzaymin topolojisinin
bir tabanidir. O halde (14, Go) (g, qo) “1(Fy, Eq)) = (Fy, Eg) oldugundan (74, q,) soft agik
doniisiimdiir. Boylece (m,,q,) bir soft homeomorfizmadir.
Lemma 3.8. (K, E) = ({(Xa,ra,Ea)}aeA , {(pg',qg')}a<a,), soft T, — uzaylarinin

ters sistemi ise llm(X E) softuzay1 [] (X, to Eq) soft uzayinda soft kapali
a€eA

kiimedir.

ispat. lim({, E) soft kiimesinin soft kapali oldugunu gostermek icin
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NXa 7a Ea)/lim El\ lim()_(, E) kiimesinin soft agik oldugunu gostermek

yeterlidir.

im g | \im(X,E) igin x, # lim(X,E)

«—

Herx, = {x&} € N¥e 7, E"‘)/l
oldugundan (pg, qg) (xfﬁ) + xg, saglanacak sekilde @ < § € A bulunabilir.
xg (pf,qﬁ) (xfﬁ) € XoTaEq) ve (X4, T4 Eg) sOft T, — uzayi oldugundan
3 (FyEo), (6o Ea) € 7o 5 %8, € (FyEo), (v, 45) (x£)) € (GorEo) ve
(FEl) NGy Ey =@

elde edilir. NXe 7, Ea)/lim g uzaymda (Xg, Eg) nin yerine (Fy, E;) soft
[24

B B\
kiimesini, (Xﬁ, Eﬁ) nin yerine (pa, qa) (G4, Eg) kiimesini yazalim.

-1
O halde (F,,E,) X (pfj, qf) (Gu, El) x 11 (Xy,ry,Ey) soft kiimesi x, soft
v+a,p

noktasinin bir soft komsulugudur ve lim(X, E) arakesiti bos soft kiimesidir.

Boylece

-1 X, T, E
%, € (Fy, E.) x(pg,qg) (Ga,Ea)xy;g‘B(Xy,ry,Ey) c X 1q a)/lgn(g,g)

[[(Xa Ta

. . E,) . " .
dir, yani /lim({, E) soft aciktir ve lgn({, E) soft kapali kiimedir.

Teorem 3.9. (X,E) = ({(Xa, To Eq)}aen » {(pg’, qgf’)}a<a,) bos olmayan soft
kompakt T, — uzaylarin ters sistemi ise lim({, E) bos olmayan soft kiimedir ve
soft kompakttir.

Ispat. Soft kompakt uzaylarin carpimi [[(X,, 74, E,) soft kompakttir.
[1(Xe, Ta) EO[)/1
i

im g uzaylda soft kompakttir. Lemma 3.8. den lim(X,E) soft
a —

[1Xe 70, Ea)/l

kiimesi im . uzayinda soft kapalidir. Soft kompakt uzayin soft
a

kapali kiimesi soft kompakt oldugundan lim()_( JE ) soft kompakttir.
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Simdi lim(g, E) uzayinin bos olmadigini gosterelim. Her 3 € A i¢in

(Y TI(E)) = {{xga} € I1 (Ko E:Vy < f igin (v5.45) (x£) = xeyy}
a
Bu soft kiime bos olmayan soft kiimedir. Gergekten (X 8, Tp) Eﬁ) uzayinda keyfi

Zfﬁ € (Xﬂ,‘cﬁ, Eﬁ) soft noktasini alalim ve her y < f igin zZy = (pf, qf)(z) , diger

o € A indisleri igin zZ_ keyfi soft noktalar olsun. O halde z, = {z& } soft noktast

(Yﬁ, I1 Ea) soft kiimesine aittir. Lemma 3.8. de oldugu gibi (178, I1 Ea> soft

a€eA a€eA

kiimesinin soft kapali oldugu gosterilebilir. Agiktir ki her @ < f igin

(Yﬁ, I1 Ea) c (Ya, I1 Ea) dir. O halde {Yﬁ, I1 Ea} ailesi [] (Xg, T4, Eg) uzayinda
a€eA a€A a€A a€EA

merkezlesmis soft kapali kiimeler ailesidir ve bu uzay soft kompakt oldugundan

N (Y[g, I1 Ea) # @ dir. Bu arakesitin noktalari l(i_m({,g) oldugundan

a€EA

lim(X,E) # .
Teorem 3.10. (X, E) = ({(Xa,ra, Eq)}aea » {(p&",qg')}a<a,),
!/ —_ ! ! ﬁ, B, 11 1 M
(Z, E_) = ({(YB,T ) B)}BeB , {(rﬁ Vg )}B<B’> soft topolojik uzaylarin ters sistemleri,

(LQ) = (<P= B — A, {(f3.98): KXp(p) Top) Ep(p)) — (Yﬁ'f'ﬁ'E'ﬁ)}ﬁeB) de ters

sistemlerin soft doniisiimii olsun. Eger her SeB i¢in

(f3.95): (X(p(ﬁ),r(p(ﬁ),E(p(ﬁ)) — (Yp, 7', E'g) bir soft homeomorfizma ise
lim (f, g) : lim({, E) — lim(x, E_’) de bir soft homeomorfizmadir.
ispat.Once lim (f, g) soft déniisiimiin birebir oldugunu gosterelim.

Xe = {xg‘a} Ve = {yga} € lim({, E) ,Xe # Vg olsun. x, # yz oldugundan

x50 # yg ° saglanacak bi¢imde a, € A vardir. () > a, kosulu altinda BeB segelim.
ao

eao

Xo

= eao

(e ") (45)

o(B) o(B)
ey Y eo(p)

(fﬁ,gﬂ) (x;p;?)) #* (fﬁ,gﬁ) (y;p;([;))) ve boylece l(iin (L g) soft doniisiimu birebirdir.

=50 = (8" a2 ) (v2

e(p(;;)) oldugu i¢in

dir. ( I gﬁ) soft doniistimii birebir oldugundan

Simdi lim (f, g) soft dontistimiin orten oldugunu gosterelim.
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B

,} € lim(Y, E’) keyfi eleman olsun.
eﬁ — S

Ve = {y

(f[;,gﬁ): (X(p(ﬁ),r¢(ﬁ), E(p(ﬁ)) — (Y[;, T'g, E’B) soft dontigimii 6rten oldugundan

(fﬁ;,gﬂ) (zép (([; ))) = yeﬁ , saglanacak sekilde Z;p (i )) soft noktasi bulunabilir. Her a € A i¢in
® B @

B _eB)

@(B) > a kosulunu saglayan f € B elemanini alalim ve xg = (pa .G ) (Zip ()

) olsun.
€o(B)

a
xea

soft noktast f§ € B elemanindan bagimsizdur,
Xe = {xg‘a} € lgn(g,g) ve l(iln (Lg) (xp) = y,r dir.
[spat1 tamamlamak i¢in lgn ( /: , g) soft doniisiimiin soft acik oldugunu géstermek
yeterlidir. Bunun i¢in Teorem 3.5 den yararlanarak her S € B ve her
(F(p(ﬁ),E(p(ﬁ)) € Ty(p) soft kiimesi i¢in (T[(p(ﬁ), q¢(ﬁ))_1(F¢(ﬁ), E(p(ﬁ)) soft kiimesinin
li(_m ( j_r , Q) soft donlistimii altinda goriintiisiiniin soft acik oldugunu gostermek
yeterlidir. Her S € B i¢in

(f.98) ° (Ty(p) Qpip)) = (g, qp) o lim (L Q)
oldugundan
(o5 4o~ o 95)” = [tim (£, g)]_l (mg.95) "

olur. (f[;, gﬂ)(F¢(ﬁ), E(p(ﬁ)) = (Gﬁ, El,?) Olsun.(fﬂ,gﬂ) soft homeomorfizma oldugundan
-1 -1 -1
oy 408)) Foey Eoe) = Moy dom)” U 98) " (3 95) (Foir o))

= |tim (£, 2)]_1 (m5.95)" (s 98) (Foey Eos))

dir. Buradan ise

im (£,9) (o) 40~ Fopry Eoipy)] =

=lim(f.g)°

A~/ |

[iim (£, Q)]_l (ng.q5) " (f5.95) (Fypiy E<p(ﬁ))>

dir. (nﬁ, qﬁ)_l(fﬁ, gﬁ)(F(p(ﬁ), E(p(ﬁ)) soft kiimesi soft agiktir.
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