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Ayni Dagilimh Olmayan Kesilmis Tesadiifi Degiskenlerin
Sirah Istatistiklerinin Bilesik Dagilim Fonksiyonu
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Ozet
Bu calismada, bagimsiz fakat aymi dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali
istatistiklerinin bilesik dagilimlar: elde edilmistir. Ayrica bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis stirekli

tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin dagilim fonksiyonlari ile ilgili bazi sonuglarda verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sirali Istatistikler, Kesilmis Tesadiifi Degiskenler, Dagilim Fonksiyonu, Permanent.

Joint Distribution Functions of Order Statistics from Nonidentically
Distributed Truncated Random Variables

Abstract

In this study, the distributions of order statistics of independent but not necessarily identically distributed
truncated continuous random variables are obtained. Moreover some results related to the distribution functions
of order statistics of independent but not necessarily identically distributed truncated continuous random
variables are given.

Keywords: Order statistics, Truncated random variables, Distribution function, Permanent

1. Giris

Swrali istatistikler, istatistik teorisinde oldukg¢a Onemli bir yere sahiptir. Clinkii sirali istatistiklerin
dagilimlari, 6rneklemin alindigi dagilimdan bagimsizdir. Herhangi bir dagilima sahip siirekli bir
tesadiifi degiskenin tanim kiimesi, her iki veya herhangi bir taraftan sinirlandirildiginda olusan
dagilima esas dagilimin kesilmis dagilimi denir. Kesilmis 6rnekler, bilinen kiigiik ve/veya biiylik
gozlemlerin ¢ikarilmasindan olusan ana kiitleden tesadiifi olarak se¢ilmis gézlemlerden olusur [1].

Bagimsiz ve ayn1 dagilimli siirekli bir ana kiitleden gelen sirali istatistikler i¢in saglanan bazi
bagintilar elde edilmistir [2, 3, 4]. Ayrica, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan siirekli tesadiifi
degiskenlerin sirali istatistiklerinin bilesik olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlar1 elde edilmistir
[2]. Bagimsiz fakat aymi dagilimli olmayan siirekli bir ana kiitleden gelen sirali istatistiklerin
dagilimlar i¢in bazi bag@mtilar verilmistir [5]. Siirekli ¢ok degiskenli tesadiifi degiskenlerin farkli
anlamlarda sirali istatistikleri tanimlanmigtir [6]. Permanent yardimiyla bagimsiz fakat ayni dagilimli
olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ifade
edilmistir [7, 8, 9].

Bu calismada, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin
sirali istatistiklerinin bilesik dagilimlari, farkli sekillerde ifade edilmistir.
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2. Materyal ve Metot

Bu boliimde ilk olarak kullanilacak kavramlar tanitilacaktir. Daha sonra bagimsiz fakat ayni dagilimh
olmayan kesilmis stirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin bilesik dagilim fonksiyonlar ile
ilgili teoremler verilecektir.

2.1. Kullamilan Kavramlar
X1, Xp,.., X, tesadiifi degiskenlerinin dagilim fonksiyonlart F,F,,...,F, ve olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 f;, f,,...,f, olsun. Bu tesadiifi degiskenlerin meydana gelme sirasina bakilmaksizin

biiyiikliiklerinin  siras1 gz Oniline alinirsa bu tesadiifi degiskenlerin sirali istatistikleri,
Xin £ Xoy £...< X,y Olarak ifade edilir. Herhangi bir x reel degeri i¢in X; 'nin dagilim fonksiyonu,

X
F(X)=P{X; <x}= jfi(t)dt, i=12,...n (1)
esitligi ile ifade edilir[10]. Ayrica 0O<p<1l olmak {izere Ffl(p)zinf{x: F(x) > p}
=sup{x: K (x) < p}, xR ifadesi genel anlamda F; "nin ters fonksiyonu olarak ifade edilebilir [4, 11,
12,13].a(F) ve w(F) swrasiyla, F’ nin soldaki ve sagdaki son noktalarini géstersin. O halde

a(R)=inf{x:K(x)>0}= Fi_l(O) ve W(F) =sup{x:FK(x)<1}= Fi_l(l) ifadeleri yazilabilir [14].
X 7 in her iki taraftan kesilmis dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonua(,FR)=u;ve
W(,F) =V, olmak iizere

fi ()

o 00 = o R )

)

olarak ifade edilebilir. (1) ve (2)’den X’ in her iki taraftan kesilmis dagiliminin dagilim fonksiyonu,

qui(X): Fi(x)_Fi(ui)
F(vi)-Fu)
olarak elde edilir. Ayrica, bagimsiz ve aynmi dagiliml kesilmis siirekli bir ana kiitleden gelen

X%, X5%,..., X, *nin dagihim fonksiyonu , F*,

1
quS:_ whi 3

S ies

seklinde tanimlanir. Burada s, {1,2,...,n} tamsayilarinin bir altkiimesi olmak {lizere ng s’nin eleman
sayisini gostermektedir. Ayrica A=[a; a, ... ] ifadesi a;,a,,... kolon vektorleri olmak iizere, a;’in
W
iy defa, a,’nin i, defa almmasi ile olusturulan matrisi ve [ A][s/-) ifadesi de s N olmak iizere,
indisleri s’de olan satirlarin alinmasi ile A’dan olusturulan matrisi gostermektedir. Ayrica
A=[a; a, ...] matrisinin permanenti Per(A) ile gosterilir ve permanent, agilimindaki biitiin
o0
terimlerin isaretlerinin pozitif olmasi hari¢ determinant ile aynidir.

2.2. Teoremler

Bu kisimda, bagimsiz fakat ayni1 dagilimhi olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin siral
istatistiklerinin bilesik dagilim fonksiyonu i¢in asagidaki teoremler verilecektir [15].
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Teorem 2.2.1.
""" Mms, M, n,....Ms, My z( w4l -t ) —m
1
qurl,rz,...,rd:n(Xl’XZ’---’Xd) - z z ( :I-)W1 H[ tW+ WJ
My aMy,my ty e, wol tw — My
> (4 —md)! Z H perl  WF(x,) 1su/) - 4)
nS:nftd My N Ng ey a W_l mw+1_mw71_tw+twfl

..... my,m, m, m, n..,m;m,

Burada, z Z Z z z i zz s wFOW) =R () P (%) w P ()’

Mgy My, My Mg =l My =0 My =0 td ----- Lt ty=my L=myt=m

(w=1, 2, ..., d+1) kolon vektdrlerini ve Z , D#V igin svﬂsv =¢ olmak lizere USW

Ny Ny v Ny 4 w=1
d
tizerinden toplamu ifade etmektedir. Ayrica, S = USW y g =My — —t, +t,_1 ve ty =m;  dir.
w=1

Ispat.

qurl,rz,...,rd:n(Xl’XZ’---de):P{Xr n —Xl’xr in S X rd:n SXd} (5)

esitligi yazilabilir. (5),
n,...,Ms,m,

qurl,rz,...,rd:n(XLXZ"-'de) = ZCperA (6)
My ..., My, My

seklinde ifade edilebilir. Burada; A=[,F(%) F(X)-wF(x)..1-,F(xs)] karesel bir matris,

m, m,—-m, n-my
uv F(Xw) _UVF(XW—l) = (uv Fl(xw) “uv Fl(xw—l)’ uv F2 (Xw) “uv FZ (Xw—l) IR R I:n (Xw) “wv I:n (Xw—l))’ kolon Vektérﬁ,
wFi(%) =0 ve y, F(Xg,) =1 dir.

Permanentin 6zelliklerinden,

perA: per[qu(Xl) qu(XZ)_qu(Xl) qu(Xs)_qu(XZ) qu(Xd)_qu(Xd—l) 1_qu(Xd)]

m, m,—m, m;—m, My —My_; n—-my

Zd( e mdtd[ J 32:2( 2" mzt[ J il( 1" ml—tl[ mlj
4

-per[qu(Xl) qu(XZ) tl qu(Xd)]

m,—t,  my—m,—t,+t; d o n-my—ty+t;

n—-my —Mm, My, —m, n- m1—itw d W+
-2 - Z ICI H( C ]th
= t,=0 t,=0

2= w=1 ng=n-t,

-per[qu(Xl) qu(XZ) qu(Xd) ][5/-)

My—t,  My—my—t,+t,  n—-m,—t,+t, ,

w1~ My
ty —my)!
Y-

ng=n—ty +my

-per[ qu(Xl) qu(Xz) qu(Xd) ][5/-)

m,—t,+m,  my—m,—t,+t; n—-my —t, +ty_,

I ID Y |

ty=m, t,=m,t,=m, w=1

My M, Z( w1~ w) [
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My m, Z( w1 —Lw) —
IR0 S 1 (S I PRSI

=my t,=m,t=m w=1 ng=n—ty, +m, Ny Ny, e Ngy
. per[ qu(Xl)][sll-) per[ qu(XZ) ][32/-) per[ qu(Xd) ][Sd /-)
m, —t, +m, m;—m, —t, +t; n—my_,—t;+ty_,
d
n,..,ms,m, Z(mw+1_tw) d m -m
1
= > (D= H( tw+ WJ > tg-mg) D
ty ety ) woi\ tw My n, =n—t, +m, Ny Mgy ooy
d
JTeerl  wWF()  1sw/) (7
w=1 mw+l _mwfl _tw +tw71

yazilabilir. Burada, 1=(11,..,1)" kolon vektoriidiir. (7), (6)’da yerine yazilirsa (4) elde edilmis olur.
Boylece, ispat tamamlanmis olur. Yukaridaki teoremde; bagimsiz fakat aym dagilimli olmayan
kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerden elde edilmis olan X, .., X, .j,...,X, ;, nin bilesik dagilim

fonksiyonu, permanent kullanilarak verilmistir. Teorem 2.2.1.’de, permanentin 6zellikleri kullanilarak
asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.2.
""" M, M, n,....M3, M, z( Wl -t ) —Mm
1
qurl,rz,...,rd:n(Xl’X2’---1Xd)— Z C Z ( 1)Wl H( ,[W+ Wj
MyaMy,m ty e, w\ tw — My
> tg-mg)l > Hn 1‘[uv o (%) - 8)
Ng=n—ty +my Ny Mgy eens Mgy, W

Burada, s,, ={5%,52,...,5,;* } "dir. Teorem 2.2.2°de, (3) kullanlirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.3.
..... m,,m,
uv r1 r,. rdn(xl’xz’ Xd) ZZ an C
..... m,,m,
L m3’m2 Zd:(mwﬂ tw) d m —m _ _
Z (D= H[ tW+l WJ[uvI:S(XW)]mW+1 Mottt C))
ty oty ty woal b =My
Burada, > = Z( )N i
ns_z(
ispat. (5),
uv r1 [ PO P n(Xl’XZ’ Xd) ZZP{Xr n = Xli r n = X2"" r n = Xd} (10)

seklinde ifade edilebilir. (9), (8) ve (10)’dan elde edilir. Boylece, ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.2.1°de, permanent agilimi kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.2.4.
n,..,my,m, m, d+1 m,
qurl,rz,...,rd:n(XliX2""1Xd): Z CZHUV ](Xl)H Z( 1) Mt
My,..my,m P =1 w=2t=m,, .
t-m,
Z HUV 7 (XW)HUV 7 (XW 1) (11)
n,=t-m,, I=
n,=m,—t

Burada; 7 ={ry, 7.t} 7' ={#, 000t .3, TNT =0, 70T ={jin_ 10 Jm 200 dm } V8 WF (%) =17dlir,

Ispat.
n,..,ms,m, m, m, n
qurl,rZ,...,rd n (le XZ’---de) = Z C ZH uv I:jl (Xl) 1_‘[[uv|:jI (XZ)_uv I:j, (Xl)] H[l_uv I:jl (Xd )]
my,...m,,m P I=1 I=m,+1 I=m, +1
n,..,Mmg,m, m; d+1 m,
= Z C ZH uv g, (Xl)H H[quJ, (Xw)— quJ, (Xw-1)] (12)
my ,...,M,, My P I=1 w=2l=m,_+1

ifadesi yazilabilir. Burada, ,F; () =0’dir.

Simdi,
m, m, t—-m,,
l_l[uvl:j| (Xw)_uv I:jl (Xw—l)] = Z(_l)mwit z H u’ g, (Xw) H uv’ ) (Xw 1) (13)
I=m,_+1 t=m,_, n,=t-m,, I=1

n,.=m, -t

esitligini goz Oniline alalim. (13), (12)’de yerine yazilirsa (11) elde edilmis olur. Bdylece, ispat
tamamlanmis olur. Teorem 2.2.4. asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 2.2.5.
n,..., My, m, d+1 m,
-1 _
uvI:r1 Iy IgiN (X11X2, Xd)— z C Z Huv Ji (Xl)H Z( 1) t
md """ mZ'ml Pmd ..... mzml W_Zt mwi
Z Huv 7, (Xw)Huv 7| (XW 1) (14)
n,=t-m,, I=
n, 7mw—t
Burada, Z C < dy <o i 1 < sz <o iy s ding 1. < iy 12 << Jp» 0lmak iizere, (1,2,...,n)’nin
Cpmd,.,mz,ml

biitiin (Jy, j,...,J,) permiitasyonlar1 lizerinden toplami ifade etmektedir. Teorem 2.2.4. asagidaki gibi
de ifade edilebilir.

Teorem 2.2.6.
n,...,Mg,m, d+1 m,
qurl,rz,...,rd:n(XllXZ’""Xd): Z (n_md)'z Huv i (Xl)H Z( 1)
my,...,m,,m Prg w=2t=m,, ,
t-m,_,
: Z Huv 7, (Xw)Huv 7 (Xw—l) (15)
n,=t-m,, I=
n,=m,-t
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Burada,z (1, 2,...,n)’nin biitin (j, j,,..., jmd) permiitasyonlar1 iizerinden toplami ifade etmektedir.

Py

Teorem 2.2.4.”de, (3) kullanilirsa asagidaki teorem verilebilir.

uv r1 Iy ly: n(lexz, Xd) ZZ 'min'zc [qu (Xl)]m1
d+1 m, v o 1
11 Z )" ‘t[ W;J[UVF O] ™™ [ P ()™ (16)
w=2t=m,, . My

Burada, ,,F°(xq,,)=1" dir.
Ispat. (16), (11) ve (10)’dan elde edilir. Boylece, ispat tamamlanmus olur.
3. Sonuclar
Bu boéliimde, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin siral
istatistiklerinin dagilim fonksiyonlari ile ilgili bazi sonuglar verilecektir.
Asagidaki sonucta, ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin r. sirali

istatistiginin dagilim fonksiyonu verilecektir.

Sonug 3.1.

WFr;n(x>:gm:Z(—1)“*[ mj Y (t-m)tperd, FIIs/)

n=htem e
zmzn_:rml(n m)IZ( )‘t(n rrnnjn X mio- t+m),”lt_+[mqu o

=ZZer[ )Z( 1 “( J[WF S i

é;ml(n m)uz f[uv i (X)Zn:( n™ tngtgw ()

= Smo-mr [Tof 0300 3 [Tk

=So-miy [Tof@E e T [Ture

=sz§( ][UVF 1" Z( 1" ‘( ][WF Ot a7)

ispat. (4), (8), (9), (11), (14), (15) ve (16)’da d =lalmirsa, (17) elde edilir.

Sonug 3.2 ve Sonug 3.3’de; ayni dagilimli olmayan kesilmis siirekli tesadiifi degiskenlerin sirasiyla,
minimum ve maksimumunun dagilim fonksiyonlar1 verilecektir.
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Sonug 3.2.
whn (%) 21_%2(_1)n_t(nJ z tiperf,, F(x)][s/)
N0 t n,=n-t n-t
1 i n—t
=1-=3 () > (n—t)!H wFy (%)
r]'t=0 t ng=n-t =

=zz{1—z<—1)“[”] LES 00T
-1——2 Z( oy Huv F.r ()
P

n,=n-tl=1

1Y Y Y [Tur®
cpo t=0 n,,:n—tl_]_
n n—t

=103 > (D" Y [TwFa(.
P =0 n,=n-tI=1

Ispat. (17) de r =1almirsa, (18) elde edilir.

Sonuc 3.3.
1
qun:n(X) = _I per[qu(X)]
n

_H quI (X)
—ZZ[WF )"
ZHWF, (x)

P 1=l

zn!ZHuv i (X)

<P 1=1

= > [[wF; .

P 1=l

Ispat. (17) de r =nalinirsa, (19) elde edilir.
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