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Frege ve Hilbertarasinda 19.yiizyilin sonlari ve 20. yiizyilin baglarinda geometrinin temellendirilmesi
uizerine gerceklesmis olan yazigmalar, ikili arasindaki geometri aksiyomlarinin statiisiine yénelik
farkl fikirleri ortaya koymaktadir. Hilbert, geometriyi aksiyomatize ederken, olanak agisindan bir
tiir uzay goriisiinden bahsetse dahi, dizgesinde mantiksal-olmayan terimleri salt sematik terimler
olarak ele almis ve konu-nétr olarak gérdiigii mantiksal ¢ikarimi, sentaktik tutarliliga indirgemistir.
Frege ise geometrinin temelleri ve aksiyomatik dizgelerin tutarlilik ve bagimsizliklarina yonelik
meta-teoretik yaklasimlar séz konusu oldugunda, semantigin sizmadig1 salt sentaktik yaklasimlari
yetersiz buldugu icin Hilbert’e gesitli itirazlar yéneltmistir. Bu ¢alismada, ihtilafin aksiyomatik
dizgelerin dogasina yénelik anlagsmazlik ve tutarlilik ve bagimsizlik kanitlarinin metodolojisine
yonelik anlagmazlik olarak iki ana baslikta yogunlastig1 ve temelde ikilinin geometrinin nesnesi
ve gorii arasindaki iligkiye yonelik farkli tutumlarinin bu duruma sebep oldugu iddia edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Geometri, Gorii, Aksiyomatizasyon, Mantiksal Cikarim, Tutarlilik ve Bagimsi-
zlik Kanitlari, Konu-Notr.
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Abstract

The correspondence between Frege and Hilbert on the grounding of geometry in the early twentieth
century reveals their different ideas about the status of the axioms of geometry. Although Hilbert
mentions space intuition as a ground of geometry, he treated the non-logical terms in his system
as purely schematic terms and reduced logical deduction, which he considered topic-neutral,
to syntactic consistency. On the other hand, Frege raised various objections to Hilbert on his
foundations of geometry and metatheoretic approaches to the consistency and independence of
axiomatic systems, as he found purely syntactic approaches without semantics to be insufficient.
Analyzing the correspondence between the two, it will be argued that the dispute centers on
two main topics: disagreement over the nature of axiomatic systems and disagreement over the
methodology of consistency and independence proofs, and that at the root are different attitudes
towards the relation between the object of geometry and intuition.

Keywords: Geometry, Intuition, Axiomatization, Logical Deduction, Consistency and Independence
Proofs, Topic-Neutral.
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Giris

18. ve 19. yuzyillar hem geometri hem de aritmetik acisindan kokli degi-
simlerin yagsandig1 bir déneme isaret eder. Bu dénemde Cantor ve Dedekind
gibi matematikcilerin ¢alismalari ile kiitme kurami kisa bir siire icerisinde
olaganistii bir gelisim gostermistir. Cantor ¢alismalarinda, kiimelerin egle-
nikligi fikrinden yola ¢ikarak farkli sayallara sahip sonsuzluklarin oldugu-
nu ortaya koymus ve “sonludtesi” (Transfinite) sayilar kavramina dayanan
bir dizge gelistirmistir (Hilbert, 1967, s. 374-375). Cantor’un bu calismalari,
daha sonra Frege ve Dedekind'in katkilariyla genisletilmis ve kiime kura-
m1 matematige actig1 yeni kapilardan otiirii modern dénemin basinda ¢ok
onemli bir yere oturmustur. Bununla beraber, kiime kuraminda kiimelerin
olusmasina dair herhangi bir kisitlayici kosuldan s6z edilmemesi, Russell’'in
ifade ettigi “kendini icermeyen kiimelerin kiimesi’nin, kendisini bir eleman
olarak icerip icermemesi 6rneginde oldugu gibi ¢esitli paradokslara yol ac-
mustir. (alintilanan kaynak eklenmeli)

Yine bu dénemlerde, Oklidyen-olmayan geometrilerin Oklidyen geomet-
ri Uzerinden goreli tutarlilik kanitlarinin gosterilmesi sonucunda ise, bir-
birleriyle ¢elisik ama kendi i¢lerinde tutarli geometrilerin miimkiin oldugu
kanitlanmistir. Hem Russell paradoksu gibi paradokslarla kiime teorisi iize-
rinden matematigin temellerine dair siiphelerin gtindeme gelmesi, hem de
Oklidyen-olmayan geometrilerin goreli tutarlilik kanitlarinin verilmesinin
bir uzantisi olarak geometrinin a priori dogruluga sahip oldugu fikri sorgu-
lanir hale gelmistir. Bu gelismelerin sonucunda matematigin odak noktasi,
kendinde dogruluk fikrinden, tutarlilik ve kanitlanabilirlik fikrine kaymuis,
bu durum ise Hilbert programinda oldugu gibi matematige dair bicimselci
anlayislarin gelismesine kaynaklik etmistir.

Bu tartismalarin geometri alanindaki etkisi, Kant'in a priori uzay go-
risii fikrinin tartismaya agilmasi olmustur. Geometri alaninda siiregiden
tartismalardan Poincare ve Russell arasinda yasanan tartismada, Poincare
geometrik aksiyomlarin kilik degistirmis tanimlar (definition in disguise)
oldugunu ve her tiirlii celigskiden uzak olmak kayd: ile keyfi bir bicimde
secildiklerini savunmustur (Poincare, 1964, s. 54). Poincare’ye gore, aksi-
yomlar itibari olduklari i¢in Oklidyen geometri ve Oklidyen-olmayan geo-
metriler arasinda hangisinin daha dogru olduguna yonelik bir soru sorma-
nin anlami yoktur, yalnizca verili kosullar altinda hangisinin daha kullanish
oldugu sorgulanabilir. Russell'in savundugu “semantik atomizm” diisiince-
sine gore ise (Coffa, 1991, s. 130-134), aksiyomatik sistemlerin temelinde
tanimlanmasi1 imkansiz ilkel terimler yer alir ve bu terimler aksiyomlardaki



The Origins of the Frege - Hilbert Controversy in the Foundations of Geometry

kullanimlarina 6ncel olacak bir anlama sahip olduklar i¢in, geometrinin
aksiyomlar tarafindan tanimlanamazlar.

Poincare ve Russell ihtilafina benzer bir ¢ikis noktasina sahip olan Fre-
ge-Hilbert ihtilafinin tarihsel seyrini inceleyecek olursak, aralarindaki ya-
zigsmalarin Hilbert'in Geometri'nin Temelleri (Grundlagen der Geometrie-1899)
tarih kalabilir ama Almancasi gerekli degil adl1 eserinden de dnceye gittigi-
ni goriiriiz. Frege 1895'te, daha 6nce katildiklar: bir konferansta Hilbert’le
yapmis olduklar1 ve kesintiye ugramis bir konugmay1 miiteakiben, mate-
matikteki formalizm {izerine bir yazisma baslatmistir. Hilbert 1899°da Geo-
metrinin Temelleri'ni yazdiktan sonra ise Frege bunun hemen akabinde, Hil-
bert’e bu eseriyle alakali yorumlarini iletmis ve sistemine dair daha fazla
aciklama yapmasi talebinde bulunmustur (Sterrett, 1994, s. 2). Aralarindaki
yazisma Hilbert'in Frege’'ye yazdigl cevap ve bu cevap lizerine Frege’nin
Hilbert’e yazdig1 bagka bir mektupla devam etmis ve Frege, 1903’te Hil-
bert’in aksiyomatik dizgesi ile alakali fikirlerini “Geometri'nin Temelleri
Uzerine” baslikli makalesinde tekrar diizenlemistir. Frege’nin bu makalesi-
ne cevabi Alwin Korselt ayni baslikli makalesinde, Hilbert’in ¢alismasinin
saf bicimselci bir bicimde anlasilmasi gerektigini belirterek vermistir. Son
olarak Frege, 1906’da yayimladig1 ve bir dnceki makalesiyle ayni baslikli
ve onun ikinci parcasi niteligindeki makalesinde, Hilbert'in geometri aksi-
yomatizasyonuna dair elestirilerini Korselt'in cevabini da igerisine alacak
sekilde genisleterek ve ayrintilarina girerek stirdirmiistir.

Modern matematigin Hilbert ve Poincare ¢izgisini devam ettirip gelis-
tirdigini diistiniince bu tartismalarin sonucu belli olmus gibi goziikse de,
ikililer arasinda gerceklesen yazigmalar dikkate alindiginda, hala cevabi
verilmemis sorular oldugu goriilebilir. Ozii itibariyle Fregenin aritmetigi
mantiga indirgeme calismalarinin devami gibi goriilebilecek olan Hilbert’in
geometri aksiyomatizasyonunun neden Frege tarafindan bu denli bir tep-
kiyle karsilandigini incelemek ve Frege diisiincesinde geometri ve aritme-
tik arasindaki farki anlamlandirmak, geometrinin temellerine yonelik bir
arastirma icin dnemlidir. Bu calismada, Frege ve Hilbert arasinda yasanan
geometrinin statiistine yonelik anlasmazlik, Hilbert’in Geometri'nin Temelleri
adli eseri ve Frege’nin buna getirdigi itirazlan iceren mektuplar ve maka-
leler baglaminda incelenecektir. Bu baglamda, tartismanin merkezinde iki
diisiiniiriin aksiyomatik sistemlerin dogasi ve tutarlilik ile bagimsizlik ka-
nitlarinin metodolojisine dair goriis farkliliklarinin yer aldig1 gosterilecek,
bunun ise ikilinin goérii ile geometrinin nesnesi olan uzay arasindaki iligkiye
dair farkli bakis a¢ilarina sahip olmalarindan kaynaklandig1 savunulacaktir.

3 ‘ felsefe dinyasi
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1. Geometrinin Yeniden Aksiyomatizasyonu

19. yiizyilin sonlar1 ve 20. yiizyilin baglarinda yasanan matematige saglam
bir temel bulma cabalar1 arasinda, 6zellikle David Hilbert'in 1920’lerde ge-
listirdigi Hilbert Programi, modern matematik anlayisinin gelisimi acisindan
en etkili yaklagimlardan biri olmustur. Hilbert Programi’nin erken agamala-
rinda, mantiksal bicimselcilerin yaptig1 aksiyomatik uygulamalar, programin
gelisimine yon vermis (Zach, T.y.: 1-2), tim matematigi aksiyomatik bir yap1
icinde diizenlemek ve bu aksiyomatik sistemin tutarli oldugunu kanitlamak
programin amacli olmustur (Zach, 2019). Bu tutarliligin kaniti ise Hilbert'in
“sonlucu” (Ing. finitary) yéntemi ile saglanmalidir. Hilbert'in aksiyomatizas-
yon metodu, analiz ve kiime teorisi gibi alanlar1 da kapsayan klasik mate-
matige felsefl ve tatmin edici bir temel saglamay1 hedefler. Bu baglamda,
Hilbert'in Geometrinin Temelleri eseri, aksiyomatik metodun kavramsallagsti-
rilmasinin gelisimini sunmasi itibariyle felsefi bir 6nem tasir.

Hilbert, bu eserinde geometrinin yeniden aksiyomatizasyonunu gercek-
lestirirken, geometrinin 6gelerini ve bunlara bagh bes aksiyom grubunu
aciklar (Hilbert, 1950, s. 2). Geometriyi seylerin {iclil sistemi olarak ele alan
Hilbert, ilk sistemin gibi harflerle ifade edilen noktalarla, ikinci sistemin
gibi harflerle ifade edilen cizgilerle ve ii¢lincii sistemin gibi Yunan harf-
leriyle ifade edilen diizlemlerle tanimlandigini belirtir. Bu {i¢li sistemde,
noktalar dogrusal geometrinin, noktalar ve dogrular diizlemsel geometri-
nin, noktalar, dogrular ve diizlemler ise uzay geometrisinin 6geleridir. Hil-
bert’e gore, geometrinin bu ¢geleri arasinda “lizerinde”, “arasinda” ve “es”
gibi belirli karsilikli iligkiler bulunur ve bu iligkilerin tam ve Kesin tasviri
geometrinin aksiyomlarinin bir sonucudur.

Hilbert, geometrinin 6geleri arasindaki iligkilerin aksiyomlarin belirlen-
mesiyle netlesecegini ifade eder ve geometrinin aksiyomlarini cesitli grup-
lar halinde sunar (Hilbert, 1950, s. 2-15). i1k grup, “birbirinden farkl iki A
ve B noktasi her zaman tam olarak bir dogru cizgiyi belirler” gibi aksiyom-
larin bulundugu ve geometrik 8geler arasindaki konumsal iligkileri tanim-
layan “Baglanti Aksiyomlari”dir. Ikinci grup, “eger A, B, C bir dogru cizginin
noktalar: ise ve B, A ile C'nin arasinda yer aliyorsa, B ayni zamanda C ile
Anin da arasinda yer almaktadir” gibi aksiyomlarla “Siralama Aksiyomlar1”
olarak adlandirilan, “arasinda” terimini tanimlayan aksiyomlardan olusur.
Uciincii grup, “Paralellik Aksiyomu” olarak bilinen, bir dogrunun diginda
verilen bir noktadan gecen ve bu dogruyu kesmeyen tek bir dogru buluna-
bilecegini ifade eden aksiyomdur. Dérdiincii grup ise “yer degistirme” (Ing.
displacement) veya “es olma” (congruence) kavramlarinin tasidig: diistin-
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ceyi iceren “Eslik Aksiyomlar1” olarak adlandirilir. Son olarak, “suireklilik”
fikrini temsil edecek sekilde, Hilbert’in “Stireklilik Aksiyomu” olarak tanim-
ladig1 ve Arsimet Aksiyomu’nu iceren aksiyom yer alir. Alintilanan kaynaga
sonda yer verilmeli

Hilbert, bu bes grup aksiyomun birbirleriyle ¢elismedigini, yani mantik-
sal ¢ikarimlarla bu aksiyomlardan c¢eliskili dnermeler tiiretmenin imkansiz
oldugunu, reel sayilar iizerine insa ettigi bir tutarlilik kanitiyla gosterir.
Aksiyomlarin kendi aralarindaki uyumlulugu (compatibility) gdsterdikten
sonra ise, “Paralel Aksiyomlari’nin Bagimsizlig1”, “Eslik Aksiyomlari’nin Ba-
gimsizlig1” ve Siireklilik Aksiyomunun Bagimsizlig1” béliimlerinde bu ak-
siyomlarin karsilikli bagimsizliklarini da gosterir (Hilbert, 1950, s. 19-22).
Eserinin sonraki béliimleri ise geometrideki cesitli teoremlerin ispatlarina

ayrilmistir.

Hilbert, Oklid’in aksiyom-postula ayrimim terk ederek sadece aksiyom-
lara yer vermekte ve aksiyomlara dair bakis acisini koklii bir sekilde de-
gistirmektedir. Oklid'in Ogeler adli eserinde, geometrik iligkileri aciklayan
onermelere “postula” denir; “biiyiikliigiin esitligi” gibi daha genel dogrulari
ifade eden Onermeler ise “aksiyom” olarak adlandirilir (Barker, 2003, s. 37-
42). Postulalarda kullanilan “nokta” veya “dogru” gibi terimler, geometrinin
belirli nesneleri hakkinda konusur ve postulalar bu nesnelerle ilgili dog-
rulan belirtir. Bu sistemde hem aksiyomlar hem de postulalar acikca dog-
ru kabul edilen ilkeler sundugu icin ispatlari gerekmez ve diger geometrik
yasalarin ispatinda temel olarak kullanilir. Hilbert, Oklidyen geometrinin
Otesinde bir genelleme elde etmek amaciyla, geometrinin temel kavramlari
olan nokta, dogru ve diizlem yerine, genel bir {i¢c nesneli sistem ve bu nes-
neler arasindaki iligkileri ele almay1 6nerir. Boylece geometrinin aksiyom-
lar1, bu genel sistemdeki {i¢ nesne arasindaki iligkileri tanimlar ve “nokta’,
“cizgi”, “lizerinde olmak” gibi geometrik terimler tanimlanmadan kullanilir.

Hilbert'in yeni aksiyomatik yéntemiyle baslica hedeflerinden biri, ge-
ometrinin herhangi bir gorliye dayanmaksizin yapilabilmesidir. Bu yakla-
simda, matematiksel ve mantiksal unsurlar uzay goriisiinden ayrildiginda,
geometrinin epistemolojik temelleri daha net bir sekilde ortaya konabilir
(Mancosu, 1998, s. 149). Hilbert’in burada uzay goriisii ile kastettigi, Kant
felsefesinde sentetik a priori bilginin temellendirilmesinde kullanilan uza-
yin a priori goriisii fikridir. Kisaca agiklayacak olursak Kant, Saf Aklin Elesti-
risinin (. “Girig” bolimiine, a priori ve a posteriori bilme yetileri ile analitik
ve sentetik yargilar arasindaki farklari ortaya koyarak baslamistir. Burada
duyu verisine dayali yargilar a posteriori, duyu verisine dayanmaksizin ev-
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rensel olarak zorunlu olan yargilar ise a priori olarak belirlenirken, sente-
tik yargilar yiikklemin 6zne kavramda icerilmedigi yargilar olarak, analitik
yargilar ise yiiklemin hali hazirda 6zne kavramda icerildigi yargilar olarak
aciklanmistir (Kant, 2000, s. 130).

Kant’a gore, tiim analitik yargilar dogalar1 itibariyle a priori’yken, sente-
tik a posteriori yargilara ek olarak sentetik a priori denilen iiciincii bir yargi
tipi daha miimkiindiir. Ayrica, bu i¢ yargi tipi arasindan bilgimizi gercekten
arttiranlar da sentetik a priori yargilardir. Bu tip yargilar a priori olduklari
icin duyu deneyimiyle temellenmezler, yani zorunlu ve evrenseldirler. Sen-
tetik olduklari i¢in de ickin olarak iliskili olmayan kavramlarin birbirlerine
baglanmasiyla olusurlar, yani kendi mantiksal bicimleri itibariyle dogru ol-
mazlar. Boyle olunca da sentetik a priori bilgilerin “li¢iincii bir sey” tara-
findan temellendirilmeleri gerekir (Barker, 2003, s. 22-27). Sentetik a priori
bilgiyi temellendirmek i¢in ihtiyacimiz olan ii¢lincii sey ise zihnimizin saf
formlari olan uzay ve zamanin a priori gériisiidiir. Buna goére, geometri uzay
goriisiini temel alirken, aritmetik zaman goriisiinii esas alir; yani geometri-
nin nesneleri uzay goriisiine dayanarak insa edilirken, say1 gibi aritmetigin
nesneleri zaman goriisiine dayanarak insa edilirler. Aritmetik ve geometri-
nin sentetik a priori olmasl ise, bu alanlardaki bilginin hem deneysel bilgi-
ler gibi bilgimizi arttirmasi, hem de zorunlu ve evrensel olmas1 demektir
(Cevik, 2019, s. 51-54).

Bununla beraber Oklidyen-olmayan geometrilerin géreli tutarlilik kanit-
larinin verildigi tarihsel siireg ile birlikte, a priori gorii fikri sarsilmistir.
Oklidyen ve Oklidyen-olmayan geometrilerin ortak ézelligi mantiksal aci-
dan esit derecede kabul edilebilir olmalar: ve ayni derecede tutarli olma-
laridir. Ozellikle Einstein'in Genel Gérelilik Kurami'ni (1915) Oklidyen-ol-
mayan Riemann geometrisiyle ifade etmesi ile bu geometrilerden herhangi
birisinin uzay1 daha dogru bir bicimde temsil ettiginin sdylenemeyeceginin
ortaya ¢ikmasi, bi¢cimselci matematik felsefesinin gelismesinin temel saik-
lerinden olmustur. Birbirleriyle celisik ama kendi i¢lerinde tutarli olduklar1
distniilen bu geometrilerin ortaya ¢ikmasi ve kabul gérmesiyle, matema-
tikte kendinden dogruluk fikrinin yerini tutarlilik ve kanitlanabilirlik fikri
almistir (Gézkan, 2008, s. xii).

Bu siirecin 6nemli bir sonucu olarak Hilbert, gériiye dayanmayan bir
geometri aksiyomatizasyonu gelistirmek ile, hangi aksiyomlarin secilecegi
konusunda goriisel olandan yararlanilabilecek olsa dahi, nihayetinde bu bil-
gilerin Otesine gecilerek herhangi bir liclii nesne sistemi iizerinde ¢alisilma-
s1 gerektigini savunmaktadir. Buna goére Hilbert'in calisma arkadaslarindan
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Bernays'’in da belirttigi gibi, aksiyomatik sistemin tutarlilik problemi, uzay
ve zamanin saf goriisiine dayandigi siirece anlamsizdir (Mancosu, 1998, s.
174) ve bu nedenle, uzay ve zamanin saf goriisii fikri terk edilmelidir. A pri-
ori goril ise sadece meta-matematiksel baglamlarda kullanilmali ve sistem
icindeki rolii, arastirilabilir sembollerin manipiilasyonu ve kombinasyonlari
ile sinirlandirilmalidir.

Hilbert'in bir diger amaci, aksiyomlar1 Oklid’in yénteminden farkli bir
sekilde konumlandirmaktir. Hilbert'e gére, aksiyomatik sistemler olgusal bir
seyler hakkinda bilgi vermez, sadece matematiksel olarak arastirilmasi gere-
ken iliskiler sisteminin icsel &zelliklerini ifade eden bir yap:1 sunar. Bu bag-
lamda, aksiyomlara dogru veya yanlis denemez; ¢iinkii aksiyomlar yalnizca
sistem icindeki baglamda anlam kazanir. Eger bir {iclii nesne sistemi ve bu
nesneler arasindaki iligkiler belirlenmisse, geometrinin aksiyomlar: bu ilis-
kileri ve terimleri iceriyorsa, yani geometrik terimler ve bunlar arasindaki
iligkileri, bu nesneler ve aralarindaki iligkilerle esleyince aksiyomlar dogru
hale geliyorsa, tiim geometrik teoremler de bu sistem a¢isindan dogru olur.
Hilbert, boyle bir geometrik aksiyomatizasyonun hem tam hem de basit ol-
masi gerektigini savunur (Mancosu, 1998, s. 151). Bir sistemin tam olmasi,
olagan matematikte kabul edilen geometrik dogrular: icerebilmesini ifade
ederken; basit olmasi, sinirli sayida aksiyomun yeterli olabilmesi ve bu aksi-
yomlarin birbirlerinden bagimsiz oldugunun gosterilmesini ifade eder.

Hilbert'in belirledigi bu iki temel sartin yani sira, aksiyomlarin tutarlili-
ginin saglanmasi da gereken bir diger énemli kosuldur. Tutarlilik, aksiyom-
lar arasinda sinirli sayida adim sonucunda ¢eliski elde edilememesi seklin-
de tanimlanabilir. Hilbert'in aksiyomatik sisteminde tutarliligin bu denli
onemli olmasinin nedeni ise, tasvir edilen matematiksel yapinin varliginin,
aksiyomatik teorinin tutarliligiyla garanti edilmesidir (Zach, Ty.: 3). Ozel-
likle Oklidyen-olmayan geometrilerin Oklid geometrisine goreli tutarlilik
kanitlarinin verilmesiyle birlikte, bu geometrilerin aksiyomlarinin giinliik
deneyimin uzayiyla celisen énermelere sahip oldugu diisiiniildiigiinden, ak-
siyomlarin kendi i¢ tutarliligini kanitlamak zor bir problem olarak ortaya
cikmistir (Nagel ve Newman, 2008, s. 44). Oklidyen-olmayan geometrile-
rin tutarlilik kanitlar1 Oklidyen geometrinin tutarliligina dayandirildig icin
ise, esas sorun Oklidyen geometrinin tutarliligi meselesine déniigmiis olur.

Bu sorunun ¢6ziimii icin gelistirilen yoéntem, bicimsel bir sistemin soyut
aksiyomlarini, somut bir model araciligiyla kendi i¢indeki dogru 6nerme-
lere cevirmek olmustur. Bu amacla Hilbert, Geometrinin Temelleri'nde, Oklid
aksiyomlarini kartezyen koordinat sistemini kullanarak basit cebirsel dog-
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ruluklar haline getirmistir (Nagel ve Newman, 2008, s. 45-48). Geometrik
aksiyomlarin tutarhiliginin aritmetik diizeyde ele alinmasi, dogal olarak
aritmetikte tutarlilik kaniti arayisina zemin hazirlamigtir (Mancosu, 1998,
s. 151). Bu sebeple 1900’lerin basi itibariyle Hilbert’in esas odak noktasi,
aritmetigin aksiyomatizasyonu olmustur.

Sonraki asamada Hilbert, goreli tutarlilik kanitlarinin sinirliliklarini as-
mak amaciyla “mutlak tutarlilik kanit1” (direct consistency proof) ingilizce-
lerini yazmanin gerekli oldugunu dilstinmiiyorum arayisina girmistir (Na-
gel ve Newman, 2008, s. 53-54). Bu yaklasim, tutarlilif1 kanitlamak icin
baska bir sistemin tutarliligini varsaymaya ihtiya¢ duymaz. Mutlak tutar-
lilik kanit1 elde edebilmek i¢in ilk adim, sistemin tam anlamiyla bicimsel-
lestirilmesidir. Bu, sistemdeki sembollerin tamamen anlamdan yoksun, ici
bos isaretler olarak ele alinmasi anlamina gelir. Tam anlamiyla bicimsel bir
sistemde, aksiyomlar ve teoremler, temel isaretlerden kurallar araciligiyla
daha biiyiik yapilarin olusturuldugu anlam icermeyen zincirler olarak bir
araya gelir. Bu durumda, aksiyomlardan teorem tiiretmek, belirli bir isa-
retler kiimesinden kurallar cercevesinde bagka bir isaretler kiimesine gec-
mekten ibarettir. Bicimsel matematikte asil 6nemli olan sembollerin anlami
degil, bu sembollere kurallar tarafindan kazandirilan islevdir.

Ancak, mevcut bicimsel sistemdeki anlamdan yoksun isaretler ve bu
isaretlerle olusturulan formiillerin yapisi hakkinda konusulurken, anlamh
onermeler ortaya c¢ikar. Bu anlamli 6nermeler, dizgenin kendisine degil, diz-
ge hakkinda konusan iist diizey matematiksel yap1 olan meta-matematige
aittir. Bu ¢ercevede, tutarlilifin da meta-matematiksel bir kanit oldugu an-
lasilir. Hilbert’in bicimsel bir dizge ile onun betimlenmesi arasindaki fark:
kullanarak gelistirdigi mutlak tutarlilik kaniti, dizgedeki tiim tamdeyimle-
rin incelenmesi ve dizgenin aksiyomlarindan celiskili énermelerin tiiretilip
turetilmediginin gosterilmesi tizerine kuruludur (Nagel ve Newman, 2008,
S. 55-59). Bu tiir bir tutarlilik kaniti, formiillerin sonsuz 6zelliklerine ve bu
ozelliklerden tiiretilen sonsuz ¢ikarimlara dayanamayacagindan, Hilbert ta-
rafindan sonlu bir yaklasim benimsenmistir. Baska bir dizgenin tutarlilifina
basvurmadan, sinirli sayida ¢ikarim ilkesiyle sonug elde etmeyi hedefleyen
bu mutlak kanit, sonlucu ve meta-matematiksel bir yaklasimi temsil eder.

Hilbert'in mutlak tutarlilik kaniti arayisina, dnermeler mantig1 bagla-
minda Principia Mathemetica’da gerceklestirilen mutlak tutarlilik kanit1 ile
ulasilabilmistir (Brown, 2008, s. 75). Ancak, s6z konusu aritmetik oldugun-
da, Godel'in 1930’larda yaptig1 calismalar, dogal sayilar aritmetigini iceren
herhangi bir bicimsel sistemin her zaman eksik olacagini ve bu sistemde
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her zaman karar verilemeyen onermelerin bulunacagini gostermistir. Ay-
rica, Godel, bu tiir sistemlere kendi iclerinde tutarlilik kanit1 verilemeyece-
gini, yani geometrinin tutarliliginin da kendisine dayandirildig1 aritmetik
icin mutlak tutarlilik kaniti bulmanin mimkiin olmadigini ortaya koymus-
tur (Gozkan, 2014, s. xv).

Hilbert Programi’nin tutarlilik kaniti1 bulma amacini temelden sarsan bu
teoremler, Principia Mathematica gibi bicimsel dizgeler genisletilse bile, bu
sistemlerde tiiretilmeyecek aritmetiksel dogruluklarin var olmaya devam
edecegini gostermistir (Nagel ve Newman, 2008, s. 78). Bu siirecte genel
olarak Godel’in kanitlamalar: 6n planda olsa da Frege'nin geometrinin yeni
tip aksiyomatizasyonuna yoénelik itirazlarinin incelenmesi de Hilbert prog-
raminin sinirhiliklarini anlamak agisindan énemlidir.

2. Frege-Hilbert ihtilafinin Ayrisma Noktalar

Frege, Hilbert'in aksiyomatik dizgesi ile alakali fikirlerini ¢esitli konferans ve
yazismalarda dile getirmis, daha sonradan bu fikirleri “Geometrinin Temel-
leri Uzerine” (1903 ve 1906) bagligiyla yayimladigi iki makalede toparlayarak
ayrintili bir bicimde ele almistir. Bahsi gecen makaleler, karsilikli yazismalar
ve Hilbert'in Geometrinin Temelleri adl1 eseri ikilinin genel diistince yapisi da
dikkate alinarak incelendiginde, iki diisiiniir arasinda gelisen ihtilafta temel
ayrisma noktalarinin, aksiyomatik dizgelerin dogasi ve tutarlilik/bagimsizlik
kanitlarinin metodolojisi iizerine temellendigi gériilmektedir.

2.1. Aksiyomatik Dizgelerin Dogasina Yonelik Anlasmazlik

Frege ve Hilbert arasindaki aksiyomatik sistemler izerindeki anlasmazlik,
esasen geleneksel aksiyom-tanim ayrimi ile modern aksiyom-tanim ayrim-
lar1 arasindaki farkliliklardan kaynaklanmaktadir. Hilbert’in sisteminde ge-
ometrik terimler acik bir sekilde tanimlanmamis, aksine bu terimlerin an-
lami sistemin genel yapisi i¢inde ortiik olarak belirlenmistir. Bu yaklasim,
Frege’nin itirazlarina yol acmistir (De Castro, 2018, s. 114). Frege'ye gore,
boyle bir diizenleme aksiyomlarin tanimlara 6zgil yiikler tasimasina neden
olur ve aksiyom ile tanim arasindaki 6nemli farki ortadan kaldirir.

Ayrica, geleneksel matematik anlayisinda aksiyomlar, mantiksal cika-
rimlar yoluyla dogrulugu kanitlanmasi gerekmeyen, kendiliginden dogru
kabul edilen ve sav iceren kesin diisiincelerdir. Oklidyen geometride ak-
siyomlarin gecerliligi, uzay goriisiine dayanarak temellendirilir ve bu ak-
siyomlar, goriiniin temel ve birbirine bagli unsurlarini ifade eder (Frege,
1971b, s. 114). Ek olarak, aksiyomlarin tanimlar digsindaki matematiksel
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onermelerden farkli olarak, énceden belirlenmemis anlam veya génderim
iceren terimlerle ifade edilmemesi, bu 6nermelerin ve kavramlarin kesin ve
belirsizlikten uzak olmasini saglar (De Castro, 2018, s. 114).

Tanim, klasik matematikte bir terim veya isaretin anlamini ve gonderi-
mini belirleme islevini tistlenir. Tanimlar, daha 6nce anlami belirlenmemis
terimleri ele alarak anlamlarini netlestirdikleri ve bu terimlere génderim
kazandirdiklar icin diger matematiksel onermelerden farklidir. Aksiyom-
lar veya teoremler ise, tanimlar araciligiyla belirlenmis terimlerin {izerine
insa edilir. Bir tanim dogru ya da yanlis olamayacagindan 6tiirii, dogrulu-
gunu kanitlamaya gerek yoktur; tanim yalnizca kabul edilebilir veya edile-
mez olabilir. Bagka bir ifadeyle, aksiyomlar gériiye dayandigindan celigki
barindirmazken, tanimlarin celiski icermemesi icin dikkatle olusturulmasi
gerekir; yani, ayni isaretin birden fazla ifadesi olmamalidir (Frege, 1971a,
s. 24-25). Boylece tanimlar, sadece bir ara¢ olarak islev goriir ve epistemik
degerleri 6zdeslik ilkesinden 6teye ge¢mez. Ancak, tanimlarin mantiksal ya-
piy1 belirlemedeki rolii, onlarin pragmatik degerini énemli 6l¢tide artirir.

Frege, aksiyom ve tanim arasindaki belirgin farklara dayanarak, bir tani-
min, tanimladig1 terimin génderimini net ve belirsiz olmayan bir bicimde
belirlemesi gerektigini savunur. Eger bir tanim belirsizlik tasiyorsa, tanim-
lanan isaret de tutarsiz bir kullanim sergiler. Bunun ilk nedeni, tanimlanmisg
isaretin génderiminin bilesik bir kavram olmasindan 6tiirii, tanim tanim-
lanan seyin mantiksal yapisini yeterince belirleyemediginde, génderimin
de belirsiz kalmasidir. Bu durumda, herhangi bir nesnenin tanimin kapsa-
mina girip girmedigini belirlemek miimkiin olmayabilir (Kluge, 1971b, s.
xxv). Ote yandan Frege’ye gore bir noktanin tanimi verildiginde, herhangi
bir nesnenin (6rnegin bir kol saati) nokta olup olmadig1 bu tanima bakilarak
acikca belirlenebilmelidir (Frege, 1971b, s. 63).

Tanimin tanimladig1 seyin gonderimini tam ve acik bir bicimde belir-
lemesi gerekliliginin diger sebebi ise, tam-olmayan bir tanimla tanimlanan
bir seyin génderiminin de metafizik acidan tam-olmayan olmasidir (Kluge,
1971b, s. xxvi). Bu durum, kavramin nesneden farkli olarak doymamis olma-
s1 gibi tamamlanmamig bir hali degil, metafizik anlamda tam-olmayan bir
varliga isaret eder; bu tiir bir varlik ise imkansizdir. Uciincii halin imkan-
s1zlig1 ilkesi de, aslinda kavramlarin keskin ve net bir sekilde tanimlanmasi
gerektiginin bagka bir ifade bi¢cimidir.

Frege, Hilbert’'in sistemine parca parca tanimlama yaklasimi nedeniyle
de karsi cikar (Kluge, 1971b, s. xxvii). Frege ac¢isindan, belirli durumlar icin
yapilan tanimlarin daha sonra genigletilerek diger durumlar1 da kapsayacak
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sekilde degistirilmesi kabul edilemez. Bunun birincil nedeni, bu tiir parcali
tanimlarin tanimlanan terimi belirsiz ve net olmayan bir bicimde tanimla-
dig1 i¢in, kavrama keskin sinirlar kazandiramamalaridir. Ikincisi ise, prag-
matik acidan, sonradan eklenen tanimlarla dnceki tanimlar arasinda celiski
riski tasimasidir ve bu metotta ¢eliski riskini énleyecek bir kural bulunma-
maktadir. Ayrica, par¢a parca tanimlama yonteminin kabul edilmesi duru-
munda, tanima yapilan her eklemenin tanimlanan terimin génderimini de-
gistirecegi endisesi de vardir. Bu degisiklik, dnceden bu terimleri kullanarak
yapilmis kanit ve teoremlerin gecerliligini yitirmesine, yani kanitlandig:
diustnilen seylerin aslinda kanitlanmamis hale gelmesine yol acar.

Frege’nin aksiyom ve tanim arasindaki ayrimi temel alarak ortaya koydu-
gu bu itirazlarin kokeninde, kavram ve nesne anlayisinin farklilig: yatmak-
tadir. Frege, Hilbert'in aksiyomatik sisteminde, birinci-diizey kavramlarla
ikinci-diizey kavramlarin karistirildigini 6ne siirer. Frege’ye gore Hilbert'in
sisteminde, nesne ve birinci-diizey kavram iliskisi dikkate alinarak varlik
cikarimi yapilmakta, diger bir deyisle ikinci-dlizey kavramlarla ilgili cika-
rim yapma hatasina diisiilmektedir (Frege, 1971a, s. 32-36). Hilbert'in siste-
minde, her tikel nokta bir nesne olarak ele alinirken, “... bir noktadir” ifadesi
birinci-diizey kavrami temsil eder. Frege’ye gore, bu durumda tiim 6zellikler
de birinci-diizey kavramlarla uyumlu olmalidir. Halbuki Hilbert’in aksiyom-
lar1 noktanin tanimi olarak ele alindiklarinda, onlarin belirttigi 6zelliklerin
birinci-diizey degil, ikinci-diizey 6zellikler olduklar1 goriiliir. Bunun dogura-
cag ilk zorluk, ayni aksiyomlarla, “nokta olma” kavraminin tanimi yaninda
“dogru olma” ya da “diizlem olma” gibi birden ¢ok kavramin tanimi da es
zamanli yapildigindan, yani birden fazla bilinmeyen olmasindan 6tiirii, ger-
cek anlamda bir tanimin yapilip yapilmadigina dair siiphenin bulunmasidir.

Bu zorluk yok sayilarak, Hilbert'in aksiyomlarinin ikinci-diizey kavram-
lar siipheye mahal birakmayacak bir bicimde tanimlamis oldugu kabul edil-
se bile, Oklid’in nokta kavramyi, altina nesne diisen birinci-diizey bir kavram
iken, Hilbert’'in tanimladig1 kavram ikinci-diizey bir kavramdir. Ayni sey
goreli tutarlilik kanitlarinda kullanilan reel sayilar icin de gecerlidir. Do-
layisiyla, iki ayr1 durumda “nokta” teriminin, farkli génderimlere sahip ol-
dugu soylenebilir (Frege, 1971a, s. 36-37). Bu durumda, Oklidyen geometri
ve diger geometriler, Hilbert'in ikinci-dlizey kavramlari tanitan daha genis
aksiyomatik sisteminin 6zel drnekleri olarak goriilmektedir. Bu sistemler,
birinci-diizey kavramlarla sinirlandigindan, her bir geometri “nokta” kavra-
mini kendi 6zel baglaminda tanimlar. Ornegin, X-geometrisinin noktasinin,
Y-geometrisinin noktasindan farkli oldugu kabul edildiginde, bu farklilik,
yapilan tutarlilik ve bagimsizlik kanitlarini da sorgulayici bir hale getirir.
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Hilbert'in ise asil vurguladigl nokta, Frege ile kendi amaclar1 arasinda-
ki farkhiliktir. Hilbert’in amaci, 6zellikle paralel aksiyomunun diger aksi-
yomlardan tlirememesi gibi, sistemin meta-teoretik 6zelliklerini gdsterecek
matematiksel dnermelere dair bir anlayis gelistirmektir (Kluge, 1971a, s.
10-14). Frege'nin aksine, Hilbert sisteminde hi¢bir énvarsayimin kabul edil-
medigi, tamamen bagimsiz bir matematiksel cerceve sunmay1 hedeflemis-
tir. Bu fark, Hilbert’in matematigi nesnel ve sistematik bir temele oturtma
cabasini yansitir. Aksiyomlarinda yer alan a¢iklamalar ise, “nokta” gibi kav-
ramlar i¢in birer tanim mahiyetindedir ve burada gecen ifadelere art1 olarak
Frege'nin beklentisinde oldugu gibi, 6rnegin “nokta” kavramina “boyutsuz-
luk” gibi tanimlar ekleme niyetinde de degildir. Bunun sebebi ise, bu tarz
girisimlerin orada olmayan bir sey hakkinda konustuklari i¢in, hicbir zaman
bulunamayacak olani aramak gibi olmalaridir. Bu ise matematigin kesinli-
gine zarar verir.

“Nokta” gibi kavramlara {i¢ satirlik bir tanim vermenin imkansiz oldu-
gunu distinen Hilbert'e gore, bir tanim ancak tim aksiyom yapisinca ta-
mamlanabilir ve her aksiyom tanima bir seyler Katarak kavrami degistirir.
Bu sebeple de “nokta” her aksiyomatik dizge de farkli bir seye karsilik gel-
mektedir. Bir kavram tam ve kesin surette sabitlendikten sonra ise, Hilbert'e
gore sisteme o kavramin tanimina katkida bulunacak yeni bir aksiyom ek-
lenmesine izin verilemez.

Hilbert ikinci olarak ise, Frege'nin vazedilmis aksiyomlarin dogru olduk-
lar1 i¢in birbirleriyle ¢elismeyecekleri yaklagiminin tersine, kendisinin yak-
lasiminda keyfl olarak vazedilmis aksiyomlar toplulugunun tiim sonuglar1
itibariyle birbirleriyle celismedikleri siirece dogru olduklar1 ve bu sayede de
aksiyomlarca tanimlanan seylerin var olduguna deginir. Hilbert’in anlayisin-
da her teori, icinde gecen kavramlarin birbirleri ile iliskilerini yansitan bir
cerceve ya da bir semadir ve bu sistemin temel 6geleri istenildigi gibi keyfl
bir bicimde inga edilebilirler. “Nokta” gibi temel terimler, farkli aksiyomatik
sistemlerde farkli anlamlar tasiyabilir ve bu baglamda sistemin teoremleri
de bu terimlerin anlamlar dogrultusunda sekillenir. Boylece her teori, farkli
temel kavramlar iceren sistemlere uygulanabilir. Bu durum, Hilbert’in aksi-
yomatik yaklasiminin dogruluk, varlik ve tutarlilik gibi konular klasik ma-
tematik anlayisindan ne denli farkli bir perspektiften ele aldigini gosterir.

Frege, Hilbert'e yazdig1 son mektubunda (Kluge, 1971a, s. 14-21), Hil-
bert’in sistemini artik daha iyi kavradigini ve bu sistemin esas amacinin
geometriyi uzay goriisiinden tamamen bagimsiz, saf mantiksal bir disipline
donistiirmek oldugunu ifade eder. Frege'ye gore Hilbert'in sisteminde ak-
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siyomlar, gecmiste uzay goriisii tarafindan dogrulanan temel ilkeler olarak
kabul edildikleri eski anlayisin aksine, teoremlerin kosullarini belirleyen
ifadeler olarak goriilmiislerdir.

Dolayisiyla, Frege ve Hilbert arasindaki temel farkin aksiyomlarin do-
gasina yonelik anlayislarindan kaynaklandig1 goriliir: Frege, aksiyomlari
sabit bir konuya dair dogru savlar olarak degerlendirirken, Hilbert aksiyom-
lar1 coklu-drneklenebilir kosullar: ifade eden tekrar-yorumlanabilir tiimce-
ler olarak ele almaktadir. Bu fark, Frege'nin de dahil oldugu eski diisiince
bicimiyle 19. yiizyilda gelisen yeni bir matematiksel yaklasim arasindaki
catismay1 yansitir (Blanchette, 2018). Frege’nin aksiyom anlayisi, sabit-ta-
nim alanina sahip klasik aksiyom kuramina dayanirken, Hilbert’in yaklagi-
m1 konular: sabitlemeyip ¢oklu érneklenebilirligi ifade eden araclar olarak
goriildiiklerinden, Hilbert’in tekrar-yorumlanabilir tiimceleri, Frege'nin kla-
sik aksiyom anlayisiyla uyumlu degildir. Hilbert'in aksiyomlarin dogasina
yonelik vazettigi varlik ve dogruluk kriterinin bir uzantisi olarak ise, ikili
arasindaki anlasmazligin tutarlilik ve bagimsizlik kanitlarinin metodolojisi-
ne yonelik olan ikinci boyutu ortaya ¢ikar.

2.2. Tutarlilik ve Bagimsizlik Kanitlarinin Metodolojisine Yonelik Anlasmazlik

Hilbert, bagimsizlig1 ve tutarliligl, “kanitlanamazlik” tizerinden degerlen-
dirmistir. Bir énermenin belirli bir 6énerme kiimesine bagimli olmasi, o
onerme kiimesinden tiiretilebilmesi anlamina geldigi icin; bagimsizlik, bir
onermenin belirli bir énerme kiimesinden kanitlanamamasi olarak tanim-
lanmigtir.' Onermelerin tutarhilig1 ise, bu énermeler arasinda bir celigkinin
kanitlanamamasi olarak ele alinir (Blanchette, 2018). Hilbert’in bu kanaitla-
11 saglamada basvurdugu temel teknik, “tekrar-yorumlama” yéntemidir. Bu
yaklasimda, AX bir geometrik aksiyomlar kiimesini ve B ise bu aksiyomla-
rin tutarliligini varsaydigimiz bir arka plan temsil eder. AX’in geometrik
terimleri, B'nin teoremlerini ifade edebilecek sekilde tekrar-yorumlanarak,
AX aksiyom kiimesinin tutarliligi, arka plan teori olan B'nin tutarliligina
indirgenir, dolayisiyla eger B tutarliysa, AX de tutarli kabul edilir. Ornek
olarak, Hilbert’in ilk tutarlilik kanitinda, “nokta” ve “dogru” gibi geometrik
terimler, sirali reel sayi ciftleri iizerinden tekrar yorumlanmis ve geometri-
nin aksiyomlar1 Reel sayilarin tutarlilifina indirgenmistir. Benzer sekilde, I
onermesinin AX dnermeler kiimesinden bagimsizlig1 da, AX ve -I'nin (yani
-I'nin AX 6énerme kiimesi ile birlikte) tutarliliginin B’ye goéreli olarak kanit-
lanmas: ile gosterilmistir.

1 Ancak p 6nermesi, Q 6nerme kiimesinden tiiretilemiyorsa; p, @'dan bagimsizdir. Aksi takdirde, yani p
onermesi, @ dnerme kiimesinden tlretilebiliyorsa; p, Q'ya bagimldir.

K ‘ felsefe dinyasi



felsefe dinyasi

«©
B~

Geometrinin Temellendirilmesinde Frege — Hilbert ihtilafinin Kokenleri

Tekrar yorumlama ile goreli tutarlilik kaniti elde edilmesi su sekilde
Ozetlenebilir (Blanchette, 2018):

+ AX tutarsizsa, bir celigki olmasi gerekir.
+ Mantiksal ¢ikarim terimlerin 6zel anlamlarindan bagimsizdir.
- Oyleyse AX’in tekrar-yorumlanmas: da geligkiyi tasir.

+ AX’in tekrar-yorumlanmasi sonucunda B'nin teoremlerinde ortaya ¢i-
kabilecek bir celigki ise B'nin de tutarsiz olmas1 demektir.

+ Boylece, B'nin arka plan bir teori olarak tutarliligl varsayildiginda,
AX’in tutarlilig1 da B'nin tutarlilifina indirgenmis olur.

Hilbert’in kullandig1 teknikleri bu perspektife gére yeniden ifade eder-
sek: AX adli bir aksiyom kiimesinin geometrik terimleri, B adli1 arka plan
teorisi yardimiyla tekrar yorumlanir. Bu yorumlama islemi, AX'in terim-
lerinin B'nin teoremlerini temsil edecek sekilde yapilandirilmasi anlamina
gelir. Bu yontemde, AX’in icerdigi n tekrar-yorumlanabilir terim, degisken
gibi diisiiniilebilir ve értiik bicimde n-bosluklu (n-place) bagintisini tanim-
lar. B'nin tutarlilig1 varsayimi altinda (Hilbert’in reel sayilar iizerine dayan-
dig1 kanitinda oldugu gibi) olusturulan yorum, AX tarafindan tanimlanan
bagintisini saglayan bir n-6geli (n-tuple) yorum olarak kabul edilir. Diger
bir ifadeyle, sirasiyla AX’in tekrar yorumlanabilir terimlerinin birer yoru-
mu olarak ele alinan bu n-6ge, AX’in (bu ¢rnekte geometrinin aksiyomlar)
dogrulugunu garanti eder. Boyle bir yorumun varligiyla, ’in saglanabilirli-
gi (Ing. satisfiability) gosterilerek, AX'in B'ye géreli tutarliligi kanitlanmig
olur (Blanchette, 2018). Bu bakis agisi, geometrik terimlerin ¢oklu yorum-
lara acik olmasini saglayarak, geometrinin aksiyomlarinin da bu terimlerin
tanimlarini veren “értiik tanim” kiimesi olarak goriilmesine imkan tanir.

Frege’nin Hilbert’in metodolojisine yonelik elestirilerini anlamak iginse
oncelikle, Frege’nin gercek énerme ve sahte-énerme arasindaki ayrimini iyi
kavramak gerekmektedir (Frege, 1971b, s. 69-71). Frege, gercek bir 6nerme-
nin dogru ya da yanlis olan bir diisiinceyi ifade ettigini savunur. Buna karsi-
ik, sahte-6nermeler dilbilgisel olarak dogru yapilar icerebilir ancak gercek
bir diislince sunmazlar. Sahte-énermelere 6rnek, kosul tiimcelerinin ¢nctil-
leri veya ardillaridir. Ornegin, “Eger a 1’den biiyiikse, o zaman pozitif bir
sayidir” gibi bir 6nerme, kendi basina anlamli bir diisiince ifade etmeyen,
sadece kosullu bir yapidir. Bu ifade, “1’den biiylik olan sayilar pozitiftir”
gibi daha genel ve anlaml bir diisiinceyi ifade ederler. Bu ise “1’'den biiyiik
olma” kavraminin “pozitif say1” kavraminin altina distiigii anlamina gelir.

“« _»

Buradaki orijinal 6énerme, “a” gibi génderimi olmayan bir terim barindirsa
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da, bu terimler genelleme anlami kattiklari i¢in, 6nerme biitiin halindeyken
bir diigiinceyi dile getirebilmektedir. Ote yandan, orijinal énermeyi bilesen-

« »

lerine ayirdigimizda elde ettigimiz “a 1’den biiyiikse...” gibi bir bilesen, “a
gibi bir degisken tasidigl ve “a’nin ne gonderimi ne de anlami olmamakla
beraber, burada genelleme de ifade etmedigi icin bir diisliince ifade etme-
mektedir. Ozetle biitiinii bir diisiince ifade eden bir énermenin bu tarz gra-

matik bilesenleri hicbir sey sdylemeyen sahte-6nermelerdir.

Frege'nin Hilbert’in tutarlilik ve bagimsizlik kanitlarina yonelik getirdi-
gi itirazlar, gercek 6nerme ve sahte-dnerme ayrimindan yola ¢ikarak vardigi
“saf bicimsel sistem” anlayisina dayanmaktadir. i1k olarak, modern matema-
tigin bicimsel sistem anlayisindan bahsedecek olursak, Frege'ye kars1 Hil-
bert’in sistemini savunan Korselt'e gére, modern matematigin saf bicimsel
sistem anlayisinda bilinmeyen bir isaret iceren bir aksiyomun varligi, aksi-
yomun bu isaretin kullanimini belirleyen kurali sundugu anlamina gelmek-
tedir (Korselt, 1971, s. 39-40). Bu durum, klasik matematikte aksiyomlarin
olgularin temel dogrularini ifade ettigi diisiincesiyle celiskili gibi goriine-
bilir, ancak modern matematikte aksiyomlar artik belirli empirik olgulari
yansitir sekilde algilanmadiklari i¢in, génderimi belirsiz terimler icermeleri
de sorun teskil etmemektedir. Bicimsel cikarim dizilerinin cesitli sekillerde
yorumlanabildigi bu anlayista matematik, belirli bilinen yorumlar: disarida
birakmayacak bicimde kendi ilkelerini diizenleyen olarak goriiliir.

Korselt’in “saf bicimsel bir sistem” olarak adlandirdig1 bu sistemde yer
alan gonderimi belirsiz terimler sistemin saf bicimsel olarak kalabilmesi
icin sarttir ve sistemin nesnelligini de teminat altina alir. Aksi takdirde, Hil-
bert’in 6nermelerindeki terimler belirli gonderimlere sahip olsaydi, bicim-
sel bir kuram yerine, bi¢imsel bir kuramin ¢esitli yorumlarina ait olurlardi.
Halbuki saf bicimsel bir dizgede, gdénderimsiz terimlerin yorumlar1 genis
bir deger araligina sahip olmal: ve farkli deneyimler arasindaki es zamanl
baglantilar gosterebilmelidir (Korselt, 1971, s. 40-47). Dolayis1iyla, bicimsel
bir kuramin isaretleri/sembolleri, génderime sahip degildir ve ilgili yorum-
larin kurallari, sistemin kanunlari tarafindan belirlenir.

Ote yandan Frege, saf bicimsel bir sistemi, 6nciil sahte-6nermeleri ortak
olan genel teoremlerin bir sistemi olarak tanimlar (Kluge, 1971b, s. xxxvi-
i-xxxviii). Bu tiir bir sistemde, standart mantiksal teknikler kullanilarak, bir
kuramin 6nciil sahte-6nermelerini ve bir sonug sahte-6nermesini iceren tek
bir karmasik énerme tiiretilebilir ve boylesi bir énerme ya da kuram, genel
olmasina ragmen kavramlar arasi iliskileri belirler. Ayrica, sistemdeki gon-
derimsiz ifadeler, farkli yerine koyma (Ing. substitution) hamleleri vasita-
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siyla gonderimi belirli ifadelerle degistirilerek, cesitli tikel kuramlar elde
edilebilir. Frege’ye gore, Hilbert’in aksiyomlari, énermesel bir biitliniin 6n-
ciil sahte-6nermeleri olarak degerlendirilip tanim ya da aksiyom olarak go-
riilmediklerinde, bu aksiyomlarin tanimlanmamis anlamsiz ifadeler icerme-
si bir sorun tegkil etmez. Aksine, bu onlarin 6nciil-sahte 6nermeler olmalari
icin gereklidir. Benzer sekilde, Hilbert'in teoremleri de énciil sahte-énerme-
lere benzer bir bicimde tanimlanmamis anlamsiz ifadelere sahip olduklarin-
dan ve tiiretildikleri aksiyomlar da dogru ya da yanlis degeri alamayan sah-
te-6énermeler olduklar icin, teorem olarak kabul edilemezler. Dolayisiyla,
Frege acisindan Hilbert'in sisteminde aksiyomlar, 6énciil sahte-6nermeler;
teoremler ise, ardil sahte-6nermeler olarak diisiiniilebilir. Cikarimlar ise, an-
lamsiz ifadelerin yerine génderimi olan ifadelerin koyulmasiyla ortaya ¢i-
kabilecek salt ¢cikarim semalar: olarak ele alinabilir. Sonug¢ olarak, Frege'ye
gore Hilbert’'in sistemi ancak genellik belirten ikinci-diizey saf bicimsel bir
sistem olarak degerlendirilebilir.

Hilbert'in sistemi Frege'nin ifade ettigi saf bicimsel sistemler gibi ele
alindiginda, ikinci-diizey bir sisteme karsilik gelen Hilbert'in aksiyomatik
dizgesi, Oklidyen ya da Oklidyen-olmayan geometrilerin aksiyomlarinin
yerine-koyulmasiyla 6érneklendirilmis ve bu sekilde ancak birinci-diizey bir
sistem elde edilmis olunur. Buna gore, (Hilbert'in aksiyomatik dizgesi ge-
nel bir sistem olarak, Oklidyen ve Oklidyen-olmayan geometriler ise tikel
ornekler olarak ele alindiklarinda) ancak genelden tikele yapilacak farkl ¢1-
karimlarla, 6nciil sahte-6nerme olarak is goéren sahte-aksiyomlar, farkli bi-
rinci-diizey teorilerin gercek aksiyomlarina déniisebilir. Ayni sekilde ardil
sahte 6nerme islevi goren sahte-teoremler de, birinci-diizey teorilerin ger-
cek teoremlerine dontisebilir.

Ote yandan Hilbert ve Korselt'e gére ise, Oklidyen-olmayan geometriler-
deki farkli paralel aksiyomlar1 Oklidyen geometrinin paralel aksiyomunun
yerine koyuldugunda 6rneklendirilmis olur ve bu sayede farkli ve tutarh
tikel geometriler elde edilir (Kluge, 1971b, s. xxxviii-xxxix). Playfair'in Ok-
lid’in 5. postulasini “bir dogru iizerinde olmayan bir noktadan o dogruya,
ancak ve ancak tek bir paralel dogru ¢izilebilir” seklinde ifadelendirmesi
tizerinden diisiinecek olursak, Oklidyen-olmayan geometrilerin bu besinci
postula yerine “bir dogru tizerinde olmayan bir noktadan o dogruya, en az
iki paralel dogru cizilebilir” ya da “bir dogru lizerinde olmayan bir noktadan
o dogruya, hicbir paralel dogru cizilemez” aksiyomlarini kullandiklarini ha-
tirlayabiliriz. Bu durumda Oklidyen geometrinin paralel aksiyomu yerine,
onunla celigkili olan diger paralel aksiyomlarindan biri yerlestirildiginde,
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Hilbert'in sistemi drneklendirilmis ve bu sekilde farkli ve yine tutarl: tikel
geometriler elde edilmis olur.

fkinci olarak, Hilbert'in sisteminde bagimsizligin, bir énermenin belirli
bir énerme kiimesinden kanitlanamamasi olarak tanimlanmisti. Bu érnek-
lendirme sonucunda, Oklidyen geometrinin paralel aksiyomu hari¢ diger
aksiyomlari, Oklidyen geometrinin paralel aksiyomuna esasen celigkili olan
Oklidyen-olmayan geometrilerin paralel aksiyomlarindan biri ile birlikte
kullanilmig ve buradan tutarsizlik ¢itkmamis olur. Eger Oklidyen geometri-
nin paralel aksiyomu, diger aksiyomlara bagiml: olsaydi, onlardan tiiretile-
biliyor olurdu. Bu durumda da sistemde kendisi yerine kendisiyle celigkili
diger paralel aksiyomunun kullanilmasi ile tutarsiz bir dizge elde edilirdi.?
Sonug olarak tutarsiz bir dizge elde edilmediginden &tiirii, bu durumda Ok-
lidyen geometrinin paralel aksiyomunun diger aksiyomlardan bagimsizlig:
da gosterilerek, Oklidyen geometrinin kendisi hakkinda da bir seyler soy-
lenmis olur.

Frege’ye gore ise, bicimsel sistemlerin dogasi, bu tiir bir ¢ikarim yapil-
masina olanak tamimaz. Frege'nin Hilbert'in sistemini Oklidyen geometri
gibi tikel, birinci-diizey bir geometri olarak degil, bu tarz bir geometrinin
ancak yerine koymayla elde edilebilecegi, ikinci-diizey genel bir dizge ola-
rak gordiigiinii hatirlayalim. Frege’ye goére, bu noktada yapilabilecek tek ¢i-
karim, cesitli birinci-diizey teorilerin ikinci-diizey bir teorinin altina diis-
tigidiir. Bu ¢ikarim énemli olsa da Oklidyen geometrinin birinci-diizey
aksiyomlarinin bagimsizligiyla ilgili dogrudan bir kanit sunmaz. Bu kanit-
lar daha cok, tikel birinci-diizey aksiyomlarin ¢ikarimlandig: ikinci-diizey
sahte-aksiyomlarin kavramlarinin dzellikleriyle ilgilidir ve bu 6zelliklerin
bagimsizliklar: hakkinda bilgi verir. Oklidyen geometri gibi birinci-diizey
aksiyomlarin tutarlilifn ve bagimsizligi icin farkh bir yontem gereklidir
(Kluge, 1971b, s. xxxix).

Bagka bir ifadeyle, ikinci-diizey genel bir geometrinin tutarliligi, birin-
ci-diizey bir geometri ile o geometriyi saglayan bir yorum bulundugunda
gosterilebilir, ancak bu tiir bir tutarlilik, bagka bir birinci-diizey geometrinin
tutarliligini garanti etmez. Yani bu érneklendirme ile birinci-diizey bir geo-
metri olan Oklidyen-olmayan geometrilerin tutarliligi, Hilbert’in ikinci-dii-

2 Hilbert'in sistemindeki paralel aksiyomu harig diger aksiyomlara @, paralel aksiyomuna da p diyelim,
Oklidyen-olmayan bir geometrinin paralel aksiyomu bu durumda -p olacaktir. Bu érneklendirme so-
nucunda, p yerine -p konuldugundan, Q ve -p birlikte bir aksiyom kiimesi olusturmus olur. Yeni olus-
turulan bu kiime kendi iginde tutarliysa, p'nin @'dan bagimsizligi da gésterilmis olur. Zira eger p, Q'ya
bagimli olsaydi; p, @'dan tiiretilebiliyor olurdu. Bu durumda da Q'dan p tiretilebildigi icin, Q ve -p'den
olusan aksiyom kiimesi tutarsiz olurdu.
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zey siteminde yerine koyma ve bu geometriyi saglayan bir yorum bulma ile
gosterilerek Hilbert'in sisteminin de tutarliligi gosterilmis olur, ama Hil-
bert’in sistemi genel ve ikinci-diizey bir sistem oldugu icin, bu durum tikel
ve birinci-diizey bagka bir geometri olan Oklidyen geometrinin tutarliligini
garantilemez.

Blanchette, Frege’nin Hilbert’in goreli tutarlilik kanitlarini neden gecerli
bulmadigini su sekilde aciklar (Blanchette, 2018):

+ AX, Hilbert’in aksiyomlarini iceren tlimce kiimesi;

» genel durum, yani AX tlimce kiimesindeki n tekrar-yorumlanabilir te-
rim ile 6rtilk olarak tanimlanmis n-bosluklu bagint;

+ , AX’in terimlerinin siradan geometrik anlamlarini aldig: diisiince kii-
mesi (6rnegin burada nokta geometrik noktay1 temsil eder);

« ise, AX’in terimlerinin Hilbert’in tekrar-yorumlamasi ile anlam kazan-
dig1 distince kiimesidir (bu durumda nokta bir reel sayi cifti anlamina
gelir).

+ Hilbert’in ’in tekrar-yorumlanmasiyla insa ettigi n-6ge, "1 saglar. 'in tu-
tarlilig1 ise’in saglanmasina/gerceklesmesine yol acar. Frege'nin itirazi,
In tutarhligindan’in tutarliligina gecilebilse de, 'in tutarliligindan 'nin
tutarliligina ge¢menin sorunlu olmas: noktasindadir. Bunun nedeni, ve
nin 6zel geometriler olmasi, 'in ise genel bir durumu ifade etmesidir.
Ozet olarak, 6zel geometriler genel aksiyomlarin 6zel érnekleridir ve ézel
bir geometride celiski olmamasindan yola ¢ikilarak genel geometrinin tu-
tarliligina ulagilabilse de, bagka bir 6zel geometrinin tutarliligl sonucuna
ulasilamaz. Bu nedenle, '1n tutarlilifindan ya da ’in saglanabilirliginden
‘nin tutarliligina gecilecekse, bu adimin acikca gésterilmesi gerekir.

Halbuki Hilbert acisindan béyle bir aciklamaya ihtiya¢ duyulmaz. Hil-
bert’e gore tutarlilik, AX’in geometrik terimlerinin yer-tutucu olarak ele
alinmas1 durumunda, AX tarafindan tanimlanan kavram ve iligkilerin iske-
lesine (Ing. scaffolding) uygulanir. Bu nedenle, 'nin tutarliligi, yalnizca 'in
tutarlilig1 saglandiginda gecerli olur. Zira her iki diisiince kiimesi de ayni
iskelenin Orneklemesidir (Blanchette, 2018). Frege icin, geometrik yorum
uzerinden saglanan tutarlilik ile reel sayilar yorumu iizerinden elde edi-
len tutarlilik farkli iken ve Frege, Hilbert'in 'den ’ye gecisinin aciklamasini
isterken, Hilbert’in pesinde oldugu tek bir soru vardir ve tiimcelerin dog-
ru ifade edildigini gdsteren bir yorum bulundugunda bu soru cevaplanmis
olur. Yani Hilbert’in yaklasiminda, nin tutarliligindan 'nin tutarliligina ya-
pilmis bir gecis zaten s6z konusu degildir.
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Bunlara ek olarak, Frege acisindan Hilbert’in aksiyomla tlimceleri mi
diisiinceleri mi kastettigi de belirsizdir. Frege ic¢in, tutarlilik ve bagimsiz-
lik énermelerin ya da tiimcelerin degil, diistincelerin konusu oldugu gibi,
dustnceler belirli bir konu tizerine olduklarindan otiirdi, belirli kelimelere
farkli anlamlar yiikleyerek elde edilen tekrar-yorumlama, diislincelere uy-
gulanabilir degildir: bu tarz bir tekrar-yorumlama sadece tiimceler icin s6z
konusu olabilir. Eger Hilbert aksiyomlarina tekrar-yorumlama uyguluyorsa,
onlar: tlimce olarak goériiyor demektir. Ancak aksiyomlarin bagimsizlik ve
tutarliligini kanitlamaya calisiyorsa, bu da onlar diisiince olarak degerlen-
dirdigi anlamina gelir. Bu celigki, Hilbert’in aksiyom anlayisinin net olma-
digin1 gosterir (Blanchette, 2018) ve diistince kiimeleriyle tiimce kiimeleri
arasinda aciklanmasi gereken cikarimlar yapildigl anlamina gelir.

Sonug olarak, Frege’nin goriisleri, bu iki ana tartisma ¢ercevesinde hem
Hilbert’in sistemini daha iyi anlamamiza yardimci olmus, hem de dil-diinya
iligkisi, tanimlarin ve aksiyomlarin dogasi, kavram-nesne iliskisi ve birin-
ci-diizey ile ikinci-diizey kavramlar arasi iliskilere dair ¢énemli a¢iklama-
lar sunmustur. Giiniimiizde aksiyomatizasyona yonelik standart goriis, Hil-
bert’in anlayisin siirdiirse de Frege’nin itiraz ettigi noktalarin ne dereceye
kadar yanitlandig: hala 6nemli bir soru isareti olarak kalmaktadir.

3. ihtilafin Kaynagi Uzerine: Gorii ve Uzay Nesnesi

Geometri aksiyomlarinin statiisiine yonelik Frege-Hilbert ihtilafi degerlen-
dirildiginde, Frege'nin Hilbert'in géstermis oldugu tutarlilik ve bagimsizlik
kanitlarini gecersiz bularak Hilbert’in devrimci bakis acgisini yakalayama-
mi1$ olmasi yorumunun literatiirde 6éne ¢iktig1 goriiliir (Blanchette, 1996, s.
318). Aksiyomatik bakis acisinin ancak kismi olarak yorumlandig1 ve soyut
yapilar arasindaki benzerlikler iizerinden karakterize edilebilecegi gercegi
ortaya ciktiktan sonra, Hilbert’'in sistemi kabul gérmiis, modern matematik
bu anlayis dogrultusunda ilerlemis ve bir¢ok verimli calisma gerceklestiril-
mistir. Bununla birlikte, Hilbert'in tutarlilik ve bagimsizlik kanitlar: 6nemli
meta-teoretik sonuclar saglasa da Frege'nin itiraz ettigi sekliyle bu kanitla-
rin, geometri aksiyomlarinin tutarlilik ve bagimsizliklarini gercekten sagla-
y1p saglamadiklar1 degerlendirilmelidir.

Bir¢ok yorumcu acisindan ihtilafin temelinde, Hilbert'in yalnizca sen-
taktik tutarliligl hedeflemesine karsilik, Fregenin geometri baglaminda
semantigi de g6z 6niinde bulundurma gerekliligini ¢ne ¢ikarmasi yer al-
maktadir. Frege’nin itirazlarinin kulaga ilk basta sasirtici gelmesinin sebebi
ise, mantikcilik projesindeki en énemli iddialarindan birisi olan aritmetiksel
dogrularin mantik ilkelerinden ¢ikarimsanabilmesi iddiasinin Hilbert prog-
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raminin da itici glicli olmasidir. Halbuki geometri Frege icin, aritmetigin
aksine dogrular1 mantik ilkelerinden c¢ikarimsanamayacak alanlardan biri-
sidir, yani Oklidyen geometrinin dogrular1 mantigin dogrularindan bagim-
sizdir ve goriiye dayanir.

Bu konuyu daha detayli ele aldigimizda, Hilbert'in sisteminin mantik-
sal terimlerin anlamlarini sabit tuttugunu, mantiksal olmayan terimleri ise
yalnizca sematik bir sekilde ele aldigini ve bu terimlerin semantik bir de-
geri bulunmadigini goériiriiz (Blanchette, 1996, s. 319-320). Baska bir ifa-
deyle, aksiyomlar herhangi bir tikel konuyu ifade etmedikleri icin, cesitli
yorumlara ac¢ik olup mantiksal olmayan terimlere cesitli 6zellikler ve iligki-
ler atanmasini saglayabilirler. Tutarlilik kanitlar: da bu yeniden-yorumlama
esasina dayanarak sunulmustur. Bu perspektiften bakildiginda, Hilbert’in
sisteminde mantiksal ¢ikarim ac¢isindan gizli bir kisitin mevcut oldugu go-
ralir: bir timcenin digerlerinden tiiretilme ilkeleri, mantiksal olmayan te-
rimlerin iceriklerinden bagimsizdir. Dolayisiyla Hilbert agisindan ¢ikarim-
lar konu-nétr olup, tutarliliktan anlasilan sentaktik tutarliliktir.

Ote yandan Frege'nin Kavram Yazisynda olusturdugu bicimsel dizge ko-
nu-noétr gibi goziikse de ve Frege acisindan mantigin ilkelerinin sentaktik
doéniisim kurallariyla ifade edilebilecegi diistiniilebilir olsa da, ihtilaf Fre-
ge’nin tutarlilik ve bagimsizlik gibi temel mantiksal iligkilerin tiimceler de-
gil, diistinceler diizeyinde gerceklestigini savunmasindan kaynaklanir. Fre-
ge, bir diisiincenin cesitli tiimcelerle ifade edilebilecegi goriisiindedir ve bu
gorisiin arkasinda “kavramsal analiz” anlayisi yer alir (Blanchette, 1996, s.
322-324). Buna gore, bir diisiinceyi ifade eden ve sentaktik olarak basit olan
bir tiimcenin icerdigi kavramlara kavramsal analiz uygulandiginda, elde
edilen tiimce, kavramlar1 daha basit kavramlara ayrilamayan, sentaktik ola-
rak daha karmasik bir tiimcedir. Her iki tiimce de ayn1 diisiinceyi ifade eder,
ancak kavramsal analize tabi tutulmamis basit timcenin sagladig: ¢ikarim-
lar, mantiksal analiz sonucunda elde edilen tiimcenin sagladigi ¢ikarimlarin
tamamini gosteremez. Bu farkin arkasinda, Frege'nin tiiretilebilirlik ve ka-
nitlanabilirlik arasindaki ayrimi yatmaktadir.

Tiretilebilirligi timceler izerinden tanitirken, kanitlanabilirligi diisiin-
celer izerinden tanitan Frege'ye gore tiiretilebilirlik-kanitlanabilirlik ayri-
m1, tutarliligin disiincelerle ilgili oldugunu ve bir distince kiimesinin an-
cak kendisinden bir ¢eligki kanitlanamiyorsa tutarli sayilacagini gosterir. Bir
dislince kiimesini ifade eden bir tiimce kiimesi iizerinden ise, o diisiince
kiimesinin tutarlilig1 degil ancak tutarsizlig1 gosterilebilir. Yani, diisiinceleri
ifade eden tiimce kiimesinden sentaktik olarak ¢eligki tiiretilebiliyorsa, bu
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distince kiimesi tutarsizdir. Fakat celiski tiiretilemiyorsa, diisiince kiimesi-
nin tutarliligina dair herhangi bir pozitif ¢ikarimda bulunulamaz. (Blanchet-
te, 1996, s. 325-327). Ornegin “B noktasi, A ve C noktalari arasindadir” ve “B
noktasi, C ve A noktalar: arasindadir” tiimceleri ele alinip “arasindalik” kav-
rami kavramsal analize tabi tutuldugunda, birinci tiimcenin ifade ettigi di-
slincenin, diger tiimcenin ifade ettigi diisiinceyi zaten icerdigi goriliir. Dola-
yisiyla distinceler tizerinden gittigimizde, siralilik belirten ek bir aksiyoma
gerek olmadig: goriiliir. Yani “A, B, C bir dogru {izerindeki noktalar olmak
lizere, B, A ile C'nin arasinda ise, B ayni zamanda C ile A'nin da arasindadir”
gibi bir aksiyom gereksiz hale gelir. Bu durumda Hilbert acisindan bagimsiz
olan bu aksiyom, Frege acisindan diger siralama aksiyomlarina bagimhidir.

Ozetle Frege'nin bakis acisina gore sentaktik tutarlilik, diisiincelerin tu-
tarliligini garantilemez. Bir diisiince kiimesi tutarsiz olabilirken, onu ifade
eden ve mantiksal analize tabi tutulmamis timceler tutarl olabilirler. Bu-
nun nedeni, mantiksal analizin, mantiksal sonuclarin énceden belirlenme-
mis baglantilarini agiga cikarma potansiyelidir (Blanchette, 1996, s. 331).
Dolayisiyla, Hilbert'in model-kuramsal yaklasiminda, mantiksal-olmayan
terimlerin icerigi énemsiz; ayni sentaktik bicime sahip tiimceler, ayn1 mo-
del-kuramsal 6zelliklere sahip olabilirken, tutarlilik ve bagimsizlig1 seman-
tik acisindan ele alan Frege icin, Hilbert'in sentaktik tutarlilik ve bagimsiz-
lik kanitlarinin yetersiz olmasi anlasilabilir bir durumdur.

Frege acisindan, bagimsizligin ¢ikarimlar tizerinden kanit-kuramsal ola-
rak mi, yoksa anlam ac¢isindan dogrulukla baglantili olarak m1 tanimlanaca-
g1, tutarlilik ve bagimsizlik kanitlarina yénelik itirazlarinda 6ne ¢ikan ikinci
meseledir (Eder, 2016, s. 6-9). Frege'nin yazilarindan, aksiyomlarin dogru
distuinceleri ifade ettigi klasik aksiyomatik sistemlerin, gercek aksiyomla-
rin bagimsizligl icin gerekli goriildiigii anlasilabilir. Frege, temel dogrular:
kullanma gereksinimini vurgular ¢clinkii bagimsizlik kanitinda oldugu gibi,
kanitlanabilirlik ve dogruluk arasinda bir baglant1 kurulmasi gerektigine
inanir. Dolayisiyla Frege, onciillerin dogrulugunun kabul edilmedigi bir ka-
nitlama anlayisini kabul etmez.

Frege'nin itiraz ettigi ticiincili nokta ise, Hilbert'in sisteminde varlik ve
tutarlilik arasinda ortaya cikan doéngiiselligin, Hilbert'in mutlak tutarlilik
kaniti sunamamasindan kaynaklandigidir (De Castro, 2018: 120). Acacak
olursak, Hilbert bir grup aksiyomun tutarliligini belirli modellerin varli-
gina basvurarak gostermis, ancak matematiksel nesnelerin varligini da tu-
tarlilik iizerinden tanimlamis ve bu yaklasim bir dongitisellige yol acmistir.
Hilbert’in bu noktadaki goriistinii daha iyi anlamak i¢in, Frege ve Hilbert
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arasindaki kavram anlayislarindaki farkliliklara bakmak gerekir. Frege'nin
kavram anlayisinda bir kavramin kaplamina nelerin diistiigiintin belirli ol-
masi gerekirken, Hilbert bunu anlamsiz bulur ve kavramlari tanimlayan ak-
siyomlarin celiskisizligini gostermenin yeterli oldugunu savunur.

Hilbert’'in konuya iligkin diger diistinceleri incelendiginde, aslinda bir ce-
sit yapisalciligi (Ing. structuralism) savundugu anlagilabilir (De Castro, 2018,
s. 119-120). Bu yapisalciligin temel sorunu, aksiyomatik dizge ile tanimla-
nan yapilarin tekrar-yorumlanmasi ile olusturulan ve aksiyomatik dizgeyi
orneklendiren sistemlerin, belirli bir arka plan ontolojisine dayandirilmasini
gerektirmesidir. Bu arka plan ontoloji, yapisalci olmayan bir sekilde tanim-
lanmali, yani aksiyomlari, s6z konusu yapilarin tanimlayici kosullar1 degil,
mutlak anlamda dogru énermeler olarak ele alinmalidir. Bu durum aksiyo-
matik dizgelere salt bicimsel bir yaklasimin bir yerden sonra tikanacagini
gosterir. Ornegin, Hilbert geometri aksiyomlarinin tutarhiliging, reel sayilar
teorisine dayandirarak gdstermistir. Bu durumda geometrik aksiyomlarin tu-
tarlilig: aritmetik aksiyomlarin tutarlilig: ile gosterilebilse de, aritmetik ak-
siyomlarin tutarlliginin gésterilmesi icin mutlak bir kanit gerektirir.

Frege’nin tutarlilik ve bagimsizlik kanitlar1 iizerinden yeni aksiyomatik
sisteme yonelttigi bu elestirilerin temelinde ise, degerlendirmelerde ortak
olarak 6ne ¢ikti81 lizere, geometri-gorii iliskisi yer alir. Buna gore Frege'nin
asil meselesi, analitik-sentetik sinirini, yani sadece mantiksal kanunlari kul-
lanarak kanitlanabilen seylerle, sadece goriiye dayali olarak kanitlanabilen
seyler arasindaki ayrimi netlestirmek olarak yorumlanabilir (Eder, 2016, s.
6-9). Dolayisiyla geometrinin temellendirilmesi baglaminda Frege acisin-
dan geometrinin gorilye dayanmasi ¢ne ¢ikar.

Frege icin uzay goriisii i¢ boyutlu ve diizdiir; geometrinin aksiyomlari
ise uzaydaki geometrik diizlemsel nesneler hakkinda konusan apacik dog-
rulardir (Shipley, 2015, s. 2-4). Ancak Frege, geometrinin dayandig1 goriiyii
detayl bir bicimde a¢iklamaz. Frege’nin yazilarindan anlasildig1 kadariyla,
onun geometriyi temellendirdigi gorii, 6znel veya psikolojik bir gériiden
ziyade, herkes tarafindan paylasilan nesnel bir seydir. Ayrica onda nesnel
olan sey, kanunlara konu olan ve kelimelerle de ifade edilebilir olandur, zira
saf goriisel olan iletilemez.

Ote yandan bircok arastirmaci Hilbert programinin karsilastig1 sorunlarin
temel sebeplerinden biri olarak gorii fikrinden uzaklasilmis olmasini gosterir.
Ornegin Mancosunun Nelson'dan aktardigina gére, matematikten epistemo-
lojik meselelerin dislanmasi, aritmetigi anlamsiz bir ¢esit oyuna indirgemek-
tedir, halbuki aritmetik i¢in olusturulan meta-matematige goriisiiz bir bi¢im-
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de gidilmesi mimkiin degildir (Mancosu, 1998, s. 174). Baska bir deyisle, ne
matematiksel aksiyomlarin epistemik karakterleri ne de saf goriiniin mate-
matiksel yargilar icin epistemik kaynak olarak varligi inkar edilemez.

Bununla beraber, Hilbert'in bicimselciliginin matematigi yalnizca isaret-
lerin manipiilasyonuna indirgeyen bir anlayis olmadig1 da savunulmaktadir.
Ornegin Giiven'e gore, Hilbert'in Geometri'nin Temelleri eserinin girisinde,
Kant’tan alint1 yaparak “biitlin bilgimiz goriiyle baslar, kavramlara gecer, ide-
lerde sona erer” ifadesini kullanmasi, bicimselciliginin yalnizca formel bir
yaklasimi degil, ayni zamanda matematigin epistemolojik temellerine dair
bir diistinceyi de icerdigini gosterir (Giiven, 2020, s. 146). Hilbert aksiyomla-
rin kendilerinin bir dogruluk degeri tasimadigini kabul ederek aksiyomatik
yontemde Snemli bir degisiklige yonelmis olsa da, kanitlama zincirinde ol-
masa dahi geometrinin olanagini belirlerken goriiye hala bir rol atfetmekte-
dir. Buna gore Hilbert, uzay ya da say1 bagintilarini formel bir dizgeyle ifade
edebilmek icin, bu dizgede somut bir goriisel kavrayisimizin olmasi gerekti-
gini savunur. Bu somut verilmisligin, goriisel kavrayis sayesinde isaret/im
haline getirildigi anlamina gelmektedir. Dolayisiyla, Hilbert'in aksiyomatik
yaklasimi, aksiyomlar dizgenin tutarlilifiyla kosul altina alarak epistemo-
lojik sorunlari matematiksel olanlardan ayirirken, ayni zamanda matematik
yapabilmenin 6n kosulu olarak goriisel verilmisligi kabul etmeye devam eder.

Gorildigi gibi Frege ve Hilbert arasindaki ihtilaf, yalnizca aksiyoma-
tizasyon, tanim ve tutarlilik gibi sistematik ve metodolojik farkliliklardan
kaynaklanmamaktadir; esasen ihtilafin kokeninde, iki diisiiniiriin geomet-
ri ve uzaya dair farkh anlayislan yer almaktadir. Hilbert'in goriisel zemini
olanak acisindan korudugu kabul edilse bile, ikilinin uzay goriisiinden ne
anladig1 ve Frege’nin itirazlarinin tamamen ortadan kalkip kalkmadig1 soru
isareti olarak kalmaya devam etmektedir.

Sonug¢

Arastirmaya konu ettigimiz ihtilafin 6énemli noktalarindan ilki, Hilbert’in
geometriye dair sentaktik yaklasiminin karsisinda, Frege'nin semantigin
de devreye sokulmasi gerekliligini savunan anlayisinin yer almasidir. Fre-
ge'nin Kavram Yazisindaki yaklagiminin bir benzerini geometride siirdiir-
mekte olan Hilbert acisindan geometrinin aksiyomlari, aritmetik aksiyom-
lar gibi mantiksal-olmayan terimlerin iceriginden bagimsiz bir sekilde,
yalnizca sematik bir bi¢cimde ele alinabilirler. Bu yaklasim, aksiyomlarin
yalnizca yapisal ve bicimsel ¢zelliklerine odaklanarak, iceriklerinden ba-
gimsiz olarak degerlendirilmesini saglar. Frege ise geometriyi, aritmetigin
aksine, mantiga dayandirmak yerine belirli bir nesnel uzay gériisiine dayan-
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dirdigindan, Frege acisindan geometrik aksiyomlarin mantiksal-olmayan te-
rimleri icerikten bagimsiz ele alinamazIlar.

Frege’nin Hilbert ve Korselt’e yonelik elestirileri de, 6zellikle geometri
baglaminda, Hilbert’'in salt sematik yaklasiminin yetersiz oldugunu vurgu-
lar. Hilbert’in aksiyomatik dizgesi sadece bicimsel bir yapiyla mi1 sinirhdir,
yani mantiksal olmayan terimlerin iceriklerinden bagimsiz midir? Eger &y-
leyse, Hilbert'in sisteminde korunan “l¢ boyutluluk” veya “stireklilik” gibi
uzayla ilgili kavramlarin temeli nedir?

Citil'in Matematik ve Metafizik kitabinda dikkat cektigi gibi (Citil, 2012,
s. 202), érnegin Hilbert Tamlik Aksiyomu ile, daha 6nce acikladig: bes ak-
siyom grubuna, tamamen geometrik bir dogasi olmayan ve daha ¢ok teorik
bir bakis saglayan ek bir aksiyom getirmistir (Hilbert, 1950, s. 15). Bu aksi-
yomla Hilbert, geometrinin temel 6gelerini nokta, dogru ve diizlem olarak
sinirlamis ve bu 6gelere bes aksiyoma uyan yeni bir geometri olusturula-
cak baska bir 6ge eklenemeyecegini belirtmistir. Eger Hilbert’in yaklagimi
sadece sematikse, sistemini ii¢ boyutla sinirlandirmanin nedeni uzayin g
boyutlulugundan bagka ne olabilir?

Detaylandirmak gerekirse, Hilbert'in geometriyi aksiyomatize ederken
uyguladig: yaklasim, aksiyomlarin icerikten bagimsiz ve terimlerinin an-
lamdan yoksun oldugu, ¢esitli modellerle doldurulabilecek ve bir 6zel mo-
del mevcut oldugunda tutarlilig1 saglanabilecek bir yap1 olarak goriilmekte-
dir. Bu baglamda, Hilbert'in geometri aksiyomatizasyonu icin basvurdugu
model reel sayilardir. Hilbert'in gériisiine gére, bu yoéntemle Oklidyen geo-
metrinin tutarliligl, reel sayilarin tutarliligina baglanarak saglanmis olur ve
boylece goreli bir tutarlilik kaniti sunulmus olur.

Bu noktada, Hilbert’'in tutarlilik ve bagimsizliga yonelik kanitlar: ince-
lendiginde, model olarak dogrudan reel sayilari degil de’ii kullandig1 gorii-
lir. Burada sorulmasi gereken soru, Hilbert'in'i model olarak se¢mesinin
gercekten rastgele bir tercih olup olmadigidir. Hilbert her ne kadar’ii secer-
ken uzayla ilgili herhangi bir icerik dlisiinmeden hareket ettigini sdylemis
olsa da,’in kendisi Ui¢ boyutluluk ve siireklilik gibi, uzay nesnesine ait gibi
goziiken ozellikler tasimaktadir. Bu, Hilbert’in aksiyomlarini icerikten ba-
gimsiz olarak sundugunu iddia ettigi dizgenin tutarlilik kanitinin dayandi-
g1'ln, aslinda uzay nesnesinden bagimsiz olup olmadigini sorgulamamiza
yol acar. Bu soru, Frege'nin de vurguladig1 gibi, geometri aksiyomatizasyo-
nunun ve tutarlilik kanitlarinin icerikten bagimsiz bir bicimde yapilip ya-
pilamayacagina, yani geometrinin uzay goriisii tizerinden temellendirilip
temellendirilmedigine dair sorularla értiismektedir.
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Ancak, Hilbert’in geometrinin olanag1 acisindan goriiye yer verdigi gz
6niine alindiginda, bu gériisel zeminden yalnizca olanak a¢isindan ve isaret-
ler/imler diizeyinde bahsettigi ve dizgenin kendisine ve kanitlama zincirine
gorinin sizmadigini iddia ettigi gorilir. Ko¢'un Frege'ye yonelik itirazina
benzer sekilde (Kog, T.y.: 52-53), Hilbert bu baglamda herhangi bir transan-
dantal zemin aragtirmasi yapmamistir. Sonu¢ boliimiinde alint1 yapilmasa
daha iyi olur. B6liimiin amaci problematigin altini cizmek ve sistematik bir
sekilde elde edilen verileri degerlendirmek olmali)

Ote yandan, Frege her ne kadar Hilbert'in sistemine yonelik elestirilerin-
de anlamin sizabilecegine dair ipuglari sunmus ve bu fikrini geometrinin
goriiye dayandigini savunarak temellendirmis olsa da, kendisi de goriiniin
nesnesinin mahiyeti hakkinda bir aciklamada bulunmamistir. Frege’nin geo-
metrinin sentakse indirgenemedigi goriisiiniin ileriye tasinamamasinda, ge-
ometrinin nesnesine dair yeterli ontolojik aragtirmanin eksikligi 6énemli bir
etken olarak goriinmektedir. Eger bu eksiklik giderilirse ve geometrinin te-
mellendirilmesi semantigi de kapsayan ontolojik bir bakis acisiyla ele alinir-
sa, hem Oklidyen hem de Oklidyen-olmayan geometrileri anlamay1 saglaya-
cak daha kapsaml1 bir uzay nesnesi hakkinda konusmak miimkiin olacaktir.
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