Arastirma Makalesi / Research Article  1gdir Uni. Fen Bilimleri Enst. Der. / Idur Univ. J. Inst. Sci. & Tech. 7(3): 125-136, 2017

Toplam Lagrange Yoéntemi ile Kabuklarin Burkulma Otesi Analizi

Cengiz POLAT!, Yusuf CALAYIR?

OZET: Bu galismada, 9-diigiimlii izoparametrik kabuk eleman kullanilarak kabuklarin burkulma 6tesi davranisi
incelenmektedir. Formiilasyonda toplam Lagrange yaklasimi esas alinmakta ve malzeme lineer elastik kabul
edilmektedir. Lineer olmayan denge denklemleri yay-boyu metodu (arc-length method) ile ¢oziilmektedir. Degisik
niimerik 6rnekler ¢oziilerek kabuklarin burkulma 6tesi davranisi elde edilmistir.
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ABSTRACT: In this study, the post-buckling behavior of shells is investigated using 9-noded isoparametric shell
elements. Total Lagrangian approach is used in the formulation and shell material is assumed to be linearly elastic.
Non-linear equilibrium equations are solved by arc-length method. Various examples were analyzed to obtain post-
buckling behavior of shells.
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GIRIS

Lineer analizlerde, yapida medyana gelen yer
degistirmelerin ve sekil degistirmelerin kiictik oldugu
kabul edilmektedir. Yani, yiikleme esnasinda yapinin
geometrisinin degismedigi ve lineer sekil degistirme
yaklagimlarmin  kullanilabilecegi  varsayilmaktadir.
Bununla birlikte, yiikleme esnasinda yapinin geometrisi
siirekli degisir ve bu degisim geometrik bakimdan
dikkate

gerekli kilmaktadir. Lineer analizler ile yapinin yiik

lineer olmayan analizlerin alinmasini
tasima kapasitesi genellikle dogru olarak tahmin
edilememektedir. Bu nedenle yap1 davranigini tam olarak
tanimlamak icin lineer olmayan denge denklemleri
kullanilmalidir (Zienkiewicz and Taylor, 2000; Parente,
2003). Geometrik bakimdan lineer olmayan sistemlerin
analizinde kullanilan ii¢ esas Lagrange kinematik
yaklagimi mevcuttur. Bunlar; Toplam Lagrange (Total
Lagrangian), Giincellestirilmis Lagrange (Updated
(Co-Rotational)

formiilasyondur (Felippa and Haugen, 2005).

Lagrangian) ve  Ko-rotasyonal

Bu c¢alismada, Mindlin-Reissner yaklagimini

temel alan 9-diigiimlii izoparametrik kabuk elemanin
formiilasyonu verilmektedir. Kayma deformasyon

etkileri “kabugun orta yiizey normali, deformasyon

sirasinda orta yiizeye dik kalmayabilir” varsayimi ile
dikkate alinmaktadir. Bu teori ile bir noktadaki yer
degistirmeler ile orta yiizey normallerinin dénmeleri
bagimsiz olmaktadir (Bathe, 1996).

Formiilasyonda toplam Lagrange yaklasimi esas
alinmakta ve malzeme lineer elastik kabul edilmektedir.
Denge denklemleri Yay-boyu (Arc-length) metodu ile
coziilmektedir. Kabuklarin burkulma 6tesi davranigini
elde etmek icin MATLAB programlama dilinde bir kod
yazilimi gerceklestirilmistir.

FORMULASYON
Elemanin Geometrisi ve Kinematigi

Sekil 1°de 20 diigiimlii bir kati elemandan 8
diigiimlii bir kabuk elemanin elde edilisi gosterilmistir.
Bu iglemin birinci agamasinda kalinlik dogrultusundaki
sekil degistirmeler sabit kabul edilerek orta diizlemdeki
diigiimler kaldirilir; ikinci agamasinda ise, karsilikli
iki diigiim, iki donme serbestligi ilave edilmis bir
diigiimle baglanarak diigiim sayis1 yariya indirilir. Kati
elemandaki toplam serbestlik 60 olmasina karsilik, elde

edilen kabuk elemandaki serbestlik ise 40 olmaktadir
(McNeal,1998).

N

!

J

/.

g

Sekil 1. 20 diigiimlii kat1 elemandan 8 diigiimlii kabuk elemanin elde edilmesi

Sekil 2’de 9 diiglime sahip bir kabuk eleman
goriilmektedir. Bu elemanin orta yiizeyindeki egrisel
koordinatlar g ile 1 ve kalinhik dogrultusundaki

koordinati ise T olsun. Bu koordinatlar -1 ve +1

126

arasinda degismektedir. Kabuk elemanin herhangi bir
k diigiim noktasinda tanimlanan dogrultman vektori

V¥ | iist ve alt yiizey koordinatlari kullanilarak
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k
Vix Xk Xk

k _ k| _

Vi = Vrl‘(y =<4Vk p 4 Yk Ity (1)
Vnz Zy Zy

alt

bagintis1 ile ifade edilebilir. Burada Vlfx, Vli‘ ve vektorlniin x, y ve z bilesenlerini; t, ise k diigiim
Y noktasindaki eleman kalinligin1 gdstermektedir. Kabuk

k . ok 4
Vi strasiyla, k diiglim noktasina ait V, dogrultman eleman icindeki herhangi bir noktanin konumu
x= 3 Nxg + 23Nt VE (2a)
k=1 2%
n C n
k
y=ZNkYk +52thkvny (2b)
k=1 k=1
n C n
zZ= Nka +_Z thkvrll(z (2C)
k=1 2%

Sekil 2. Dokuz diigiimlii kabuk eleman

seklinde verilebilir. Burada n eleman diiglim noktas1  Kabuk eleman igindeki herhangi bir noktanin yer
sayisini, N ise k diigiimii ile ilgili sekil fonksiyonunu  degistirmesi, orta yiizey iizerindeki her k diigiim

gostermektedir (Reddy, 1997; Crisfield, 1991). noktasmna ait yer degistirmeler ile bu diiglim
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noktasindaki Vrlf dogrultman vektoriine dik olan iki
vektor etrafindaki donmeler dikkate alinarak ifade

edilebilir. Sekil 3’de deformasyon sirasinda diigiim

noktasi dogrultman vektori V rlf’nm donmesi sonucu, bu
vektoriin u¢ noktasinda meydana gelen yer degistirmeler

gosterilmigtir. Sekilde goriildigi gibi V K" vektorii

n
V[ etrafinda oy acist kadar dondiigiinde vektoriin
Va

uc noktasi, V2k vektorii dogrultusunda —| sin oty

kadar otelenme yapar. Eger o, agis1 ¢ok kiigiik kabul
edilirse gjp ¢, =, olarak alnabilir; dolayisiyla, bu
Va

donme sirasinda Vrlf vektoriiniin u¢ noktasi (| =1

n Z n
u=> Nyuy +52 Nty (V30 + ViBy)
k=1 k=1

n n
C K K
v= DNy +EZ Nty (=Voyo + Vi By)
k=1 k=1

n n
C K K
w= D N w +52 Nyt (=Va,04 + Vi,By)
k=1 k=1

bagintilari ile verilebilir.

A

oldugundan) VZk vektorii dogrultusunda —ov) kadar
dogrusal otelenme yapar. Benzer sekilde, Vrlf vektori
V; etrafinda 3, acis1 kadar dondiigiinde vektoriin
u¢ noktasi, Vlk vektorii dogrultusunda f, kadar
pozitif otelenme yapar. Dogrultman vektorii Vrlf nin
kendi etrafindaki donmesi kendisinde yer degistirme
meydana getirmemektedir. Yukaridaki kabullerden
Vrlf dogrultman vektoriiniin deformasyondan sonra da
dogru kaldig1 ve referans ylizeye gore rolatif donme

yaptig1 goriilebilir. Dolayisiyla kabuk eleman i¢indeki

herhangi bir noktanin yer degistirmesi

(3a)

(3b)

(30

. Lo v ko AU . - oo .
Sekil 3. Deformasyon sirasinda k diigiimiine ait V . dogrultman vektdriiniin ddnmesi sonucu, bu vektoriin u¢ noktasinin yer degistirmeleri

128
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Sekil 2’de verilen e, e, ve e, birim vektorleri genellikle birbirlerine dik degildir. Bununla beraber Eg, én ve e¢

birbirlerine dik vektorlerdir. Bu vektorler

= €y €

G =r1—— ; § =e & “4)
e, eC”

esitlikleri ile bulunabilir. Kabuk elemanin V rlf ,V lk ve V2k orta yiizey normal vektorleri arasindaki bagintilar ise

<y k
e, "V,

-
Hey Vv

n

CvEeviv ®

denklemleri ile verilebilir. Burada ey global y ekseni dogrultusundaki birim vektordiir (Polat, 2006).

Gerilme ve Sekil Degistirmeler

Kabuk yiizeyine normal dogrultudaki gerilme ve  elemanin kartezyen koordinat sistemindeki ikinci
sekil degistirme sifir kabul edilerek, gerekli gerilme  Piola-Kirchhoff gerilmeleri ¢ ve Green-Lagrange sekil
ve sekil degistirme bagintilar1 elde edilebilir. Kabuk  degistirmeleri € sirasiyla,

T T
0=[0x O'y O, txy ryz rxz] ’ 8=|:‘e’x ‘e’y € ny sz sz] (6)

bagintilari ile ifade edilebilir. Denklem (7)’deki sekil degistirme vektorii

(1 ? v ? ow 27!
[ ou ) l‘—|(—“W +(a ) +( WH
b aex) ex) Lax ) |
TR S i 7
| ov | |1‘ u v ow |‘
oy 1 L2iley) o) oy ) |
| y | | Léy oy oy J\
ow | \
. F@u : ov ? ow 21
SO o T EY S ER
o ov i Tiales) Lon) o) | 7
[0 0| | pwow ovov owow |
IZ_V+ Z_WI I ox 0y ox 0y ox 0y }
|0 Oy | Qudu Oviov Owow |
|8_u+ 8_w| | dy 0z 0Oy 0z 0y 0z |
[ z 3XJ I du du 0Ov v Ow Ow }
( J

ox 0z ox 0z ox 0z

seklinde ifade edilebilir. Burada e, ve e sirasiyla, lineer ve lineer olmayan sekil degistirme vektorlerini

gostermektedir. Eger
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10000O0O0O0O
0000100O00O0
1

H=00000000 )

01 01000O00O0

000001010

001000100
seklinde tanimlanir,

du dv JwTT du Odv Ow1T du dv Ow7T

== = 22 e, =2 2] e, = 2R

* [ax 0x ax] Y [ay Jdy ay] [az 0z az] ©a)
ve
o=[o, 0, 0,7] (9b)
oldugu g6z oniinde bulundurulursa, lineer sekil degistirmeler
e =HO 10)
bagintist ile verilebilir. Benzer sekilde lineer olmayan sekil degistirmeler ise,

0. 0 0

T

B q, 6

A0 0 0,
“\oT o7 o 0=10 0 0} (11)

6 6, 6

6. o 0.
olarak ifade edilerek

1
e =S A0 (12)

seklinde yazilabilir. Burada A matrisi 6x9 boyutundadir.  noktasi deplasman vektorii, her diiglimde bes serbestlik
Herhangi bir elemanin lokal koordinatlarda diigiim  derecesi olmak iizere,

u=|:u1 Vi W, oo By u, v, w, o, BH]T (13)

seklinde verilebilir. Burada n elemandaki toplam diigiim noktas1 sayisin1 gdstermektedir.
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Lineer sekil degistirmelerin varyasyonu
de, =HdO6 ; d6=Gdu
biciminde yazilabilir.

d80=HGdu=B0du , BO=HG

Toplam Lagrange Yontemi ile Kabuklarm Burkulma Otesi Analizi

(14)

(15)

olarak elde edilir. Burada B , lineer sekil degistirme-yer degistirme matrisidir. Lineer olmayan sekil degistirmelerin

varyasyonu ise

olarak verilebilir. Denklem (14) ve (16) kullanilarak

de;, =AGdu=B; du ; B, =AG

(16)

A7)

bagintisi elde edilir. Burada B | lineer olmayan sekil degistirme-yer degistirme matrisini temsil etmektedir. Toplam

sekil degistirmelerin varyasyonu

de =de, +de

(18)

seklinde ifade edilebilir. (15) ve (17) bagintilar1 (18) esitliginde kullanilirsa, sekil degistirme ve yer degistirmeleri

birbirine baglayan B matrisi,

de=[H+AJI' du=[B, +B;]Jdu=Bdu ;

olarak elde edilir. Bu denklemde B, ve B matrisleri

sirastyla, geometrik bakimdan lineer ve lineer
olmayan sekil degistirme-yer degistirme matrislerini
temsil etmektedir. B, matrisinin varyasyonu kiigiik
deformasyonlarda sifir terimleri vermesine karsilik,
biiylik deformasyonlar dikkate alindiginda bu matrisin

varyasyonu sifirdan farkli terimler icerebilir.

B | matrisi ise her zaman yer degistirmelere bagl

olmaktadir (Polat, 2006).

Cilt/ Volume: 7, Say1/ Issue: 3, 2017

B=B0 +BL

19)

Statik Denge ve Teget Rijitlik Matrisi

Geometrik bakimdan lineer olmayan sistemlerde,
yiik-deplasman iligkisi de lineer degildir (Nuhoglu,
2005).

sonucunda olusan i¢ kuvvetler ve dis kuvvetler arasindaki

Sistemdeki yer degistirmeler ve donmeler

fark, artimsal-iteratif yontemler kullanilarak belirlenen
tolerans diizeyine diigiiriilebilir. Sistem diiglim noktasi
yer degistirme ve donmelerini igeren u deplasman
vektorii kullanilarak, gerekli denge denklemleri virtiiel is
metoduyla bulunabilir. Lineer olmayan bir yapi sisteminin

statik haldeki dengelenmemis artik kuvvetleri
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Ru)=F-P =fBTodV—P
\'

(20)

seklinde yazilabilir. Burada R dengelenmemis kuvvet vektoriinii, F i¢c kuvvet vektoriinii ve P ise dig yiik vektoriinii

temsil etmektedir.

Teget rijitlik matrisi K |’yi elde etmek igin (20) denkleminin varyasyonu alinarak

dR = dF = [dB"s dV + [B"ds dV = [dB"s dV+K du=K rdu
v \Y% \%

esitligi elde edilebilir. Burada K rijitlik matrisi

K= [B'DBAV =K +K
\'

2D

(22)

seklinde tanimlanmigtir. Bu denklemde, D kabuk elemanmn malzeme matrisini, K , kiiciik degistirme rijitlik

matrisini ve K | ise biiyiik yer degistirme rijitlik matrisini temsil etmektedir. K , ve K | matrislerinin agik sekilleri

sirasiyla,
K0=fBOTDBOdV ; KL=fBTDBdV (23)
% v
bagintilari ile verilebilir (Polat ve Ulucan, 2007).
K, rijitlik matrisi ise
0)(13 yxyI3 YX213 1 0 0
K,=[G"sGav ; s= {yxyl3 oyl yy213} 1, ={o 1 0} (24)
v YXZI3 szI3 0213 001

olarak verilebilir. Burada S biiyiikliigii alt1 gerilme bilesenini igeren bir matristir. Boylece (21) artimsal denge

denklemindeki teget rijitlik matrisi K 1

Kr=K+K,

biciminde verilebilir (Polat ve Calayir, 2010).

Denge Denklemlerinin Coziimii

Yapilarin lineer olmayan davranigini
inceleyebilmek icin yilik-deformasyon egrisi tam
olarak elde edilmelidir. Yiik kontrollii bir metot olan

Newton-Raphson metodu sinir noktasi civarlarinda

132

(25

¢Oziim vermez ve ilaveten yiik kontrollii metotlarda
bir adimdaki yiik seviyesi parametresi sabit tutulur.
Dolayistyla yilik-deformasyon egrisini tam olarak
elde edebilmek icin yay-boyu (arc-length) metotlari

kullanilmaktadir. Bu metotta yiik seviyesi parametresi

Igdir Uni. Fen Bilimleri Enst. Der. / Igdur Univ. J. Inst. Sci. & Tech.



her iterasyonda yeniden elde edilerek yakinsama
noktasinaulasilir. Boylece sinirnoktalarini (maksimum
ve minimum yiikler) gecen ¢6ziim algoritmalar1 elde
edilebilir (Polat ve Calayir, 2007).

SAYISAL UYGULAMA

Bu boliimde incelenen sayisal 6rneklerin ¢oziimleri,
kabuklarin burkulma 6tesi davranigini elde etmek icin
yazarlar tarafindan MATLAB programlama dilinde
gelistirilen bir bilgisayar yazilimi ile gergeklestirilmistir.

Tekil Yiike Maruz Silindirik Kabuk

Sekil 4’de malzeme ve geometrik oOzellikleri
verilen silindirik kabuk, egri kenarlar1 serbest, diiz
kenarlart ise sabit mafsalli olarak tasarlanmisgtir.

Orta noktasinda tekil yiike maruz kabugun burkulma

Toplam Lagrange Yontemi ile Kabuklarm Burkulma Otesi Analizi

otesi (post-buckling) analizi farkli kabuk kalinliklari
icin yapilmigtir. Simetriden dolayr sadece kabugun
ceyrek kismi dikkate alinmis ve ¢oOziimlerde 4x4
ag yapisina sahip dokuz diigiimli dortgen kabuk
elemanlar kullanilmig ve bu elemanlarin rijitlik matrisi
hesabinda 2x2x2 indirgenmis integrasyon (Q9R) islemi
uygulanmustir. Yakinsama kriterinde tolerans degeri 10
olarak alimmistir. Kabuk tepe noktas: icin elde edilen
sonuclar, ANSYS paket programinin 10x10 ag yapisina
sahip SHELL63 elemanin ¢oziimleri ile birlikte Sekil
5-7’ de verilmistir.

ANSYS
bakimdan

ile problem c¢oziimiinde geometrik

lineer olmayan etkileri g6z Oniine
almak i¢cin Nlgeom, Nsubst, Arclen ve Lnsrch
komutlarindan yararlanilmistir. Nsubst i¢in 30 ve
Arclen icin ise 4 baglangi¢c degerleri se¢ilmistir. Her

iki analiz sonuglarinin birbirine ¢ok yakin oldugu

goriilmektedir.

R =2540 mm

L =508 mm
0=0.1rad,

E =3102.75 MPa
v=0.3

Sekil 4. Tekil yiike maruz silindirik kabuk

Kabuk kalinligr t=254 mm alinarak elde edilen
¢oziim Sekil 5’de verilmistir. Bu grafikte kabukta
herhangi bir burkulma durumu goriillmemektedir.

Kabuk kalinligr 12.7 mm alindiginda denge egrisinde

Cilt/ Volume: 7, Say1/ Issue: 3, 2017

vurgu burkulmasi (snap-through), kabuk kalinlig1 6.35
mm alindiginda ise denge egrisinde ilaveten geri vurgu
burkulmasi (snap-back) davranisi olusmaktadir ve bu

egriler sirasiyla Sekil 6 ve Sekil 7°de verilmistir.
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16000 ; : : : >

Q9R 7
14000 - — ——- SHELL63 1

12000 oz .

10000

8000 B

Yik (N)

6000 B

4000 4

2000 _

O 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Yer degistirme (mm)

Sekil 5. t=25.4 mm (R/t=100) i¢in tepe noktasinin diisey yer degistirmesi

3000 T T T T T
Q9R

—-e—-SHELL63
2500 _

2000 _

1500 | B

Yik (N)

1000 | B

500 B

O 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Yer degistirme (mm)

Sekil 6. t=12.7 mm (R/t=200) i¢in tepe noktasinin diisey yer degistirmesi

1000 T T T T T T

Q9R
—-—-SHELL63 | /I

500

Yiik (N)

-500 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Yer degistirme (mm)

Sekil 7. t=6.35 mm (R/t=400) i¢in tepe noktasinin diisey yer degistirmesi
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Dis Basinca Maruz Ankastre Mesnetli
Silindirik Kabuk

Analizigin Sekil 4’de verilen kabuk kullanilmistir.
Fakat, kabugun tiim kenarlar1 ankastre mesnetli olarak
secilmistir. D1s basing etkisindeki kabugun elastik

otesi analizi farkli kabuk kalinliklar1 kullanilarak

Toplam Lagrange Yontemi ile Kabuklarm Burkulma Otesi Analizi

incelenmigtir. t=3.175 mm i¢in yapilan analizde
kabugun tepe noktasinin denge egrisinde herhangi bir
vurgu burkulmasi davranigi goriilmemektedir (Sekil
8). Kabuk kalinlig1 t=1.5875 mm’ye diisiiriildii§linde
denge egrisinde vurgu burkulmasi davranisi

olugmaktadir (Sekil 9).

2.5

Basing (MPa)

0 ! ! ! ! !

Q9R
~~~~~~~~~~~~~~~ SHELL63

0 1 2 3 4 5

6 7

©
©
-
o
-
-

Yer degistirme (mm)

Sekil 8. t=3.175 mm (R/t=800) i¢in tepe noktasinin yiik-yer degistirme egrisi

x 10*

Basing (MPa)
N
T

0 ! ! !

Q9R
~~~~~~~~~~~~~~~ SHELL63

0 1 2 3

4 5 6 7

Yer degistirme (mm)

Sekil 9. t=1.5875 mm (R/t=1600) i¢in tepe noktasinin yiik-yer degistirme egrisi

SONUC

Bu caligmada, 9-diiglimlii izoparametrik kabuk
eleman kullanilarak kabuklarin burkulma 6tesi davranigi

incelenmistir. Problemin sonlueleman formiilasyonunda

Cilt/ Volume: 7, Say1/ Issue: 3, 2017

toplam Lagrange yaklasimi esas alinmakta ve malzeme
lineer elastik kabul edilmektedir. Lineer olmayan
denge denklemleri yay-boyu metodu ile ¢oziilmektedir.

Kabuklarin burkulma 6tesi davranisini elde etmek i¢in
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degisik niimerik oOrnekler gergeklestirilmistir. Kabuk
kalinligmin burkulma &tesi davranista oldukca 6nemli
etkiye sahip oldugu goézlenmistir. Analizler, yazarlar
tarafindan MATLAB programlama dilinde gelistirilen

bir bilgisayar yazilimi kullanilarak yapilmis ve elde
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