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Bu calismada Oklid 3-uzaymda carpanlara ayrilabilir yiizeyler ve bu
yiizeylerin fokal yiizeyleri ele alinmistir. Oncelikle carpanlara ayrilabilir
ylizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri yardimiyla asli egrilikleri
hesaplanmigtir. Daha sonra bu yiizeyin asli egrilikleri kullanilarak fokal
igin parametrizasyonlar olusturulmustur ve c¢arpanlara

ayrilabilir yiizeyin fokal yiizeyleri i¢in Gauss ve ortalama egrilikleri

Carpanlara ayrilabilir yiizey

yardimiyla bazi karakterizasyonlar verilmistir. Ayrica incelenen 06zel

Fokal ylizeyv durum yardimiyla ¢arpanlara ayrilabilir yiizey 6rnekleri verilmis ve bu
Gauss egriligi yiizeylerin fokal yilizeyleri olusturularak sekilleri gorsellestirilmistir.
Ortalama egrilik

1. GIRIS icin modern mimari ve miihendislikte tercih edilen bir

Van de Woestyne, 1993 yilinda c¢arpanlara
ayrilabilir ylizeyleri tanimlayarak bu yiizeyleri
helikoid yiizeyinin bir karakterizasyonu seklinde
incelemistir (Van de Woestyne, 1993a; Van de
Woestyne, 1993b). Bu yiizeyler homotetik yiizeyler
seklinde de isimlendirilmistir ve bircok calismaya
konu olmustur (Yu ve Liu, 2007; Meng ve Liu, 2009;
Lopez ve Moruz, 2015; Aydin ve Ogrenmis, 2017;
Biiyiikkiitiik, 2018; Biiyiikkiitik ve Oztiirk, 2018;
Biiyiikkiitiik ve Oztiirk, 2019).

Carpanlara ayrilabilir ylizeyler, benzersiz yapilari
ve yapisal Ozellikleri nedeniyle mimari tasarim ve
ingaatta onemli bir rol oynar. Bu yiizeyler, 6zellikle
cesitli kabuk yapilarin miihendisliginde faydalidir.
Bu yiizeylerin uygulamalari, kubbeler, kablo
1zgaralari, tonozlar ve katlanabilir yapilar gibi
elemanlarin tasarimina kadar uzanir. Bu uygulamalar,
carpanlara ayrilabilir yiizeylerin geometrik ve yapisal
verimliliginden yararlanarak hem estetik acidan hos
hem de yapisal olarak saglam tasarimlar olusturmak

*Sorumlu Yazar: gunay.ozturk@idu.edu.tr

se¢im haline getirir.

Bir yiizeyin bir noktadaki dik kesit egrisinin
egrilik merkezi, bu ylizeyin normal vektoriiniin belli
bir kismi ile Ortiisiir. Bu yapmnin minimum ve
maksimum degerleri, iki ana egrinin egrilik
merkezleridir. Bu iki noktaya ylizeyin normalinin
odak noktalar1 denir. Buna gore, bu noktalar
yardimiyla bir yiizeyin fokal yiizeyi tanimlanmigtir
(Hagen vd., 1991).

Yapilar ve 6zellikleri nedeniyle, bir yiizeyin odak
noktas1 ve fokal yiizeyleri, geometrik tasarima ve
mimariye uygulamalari olmasi gz dniine alindiginda
onemli yapilardir.  (Petrusevski vd., 2017)
caligmasinda bir yiizeyin odak noktas1 ve onun
dogrultmani ile ¢aligmiglardir. Bu yapilari kullanarak,
fokal-dogrultu ylizeyini tanimlamiglar ve mimariye
uygulamalarini vermislerdir.

Ayrica Petrovic tezinde (Petrovic, 2016) fokal-
dogrultu ylizeylerini ve baz1 farkli yiizeyleri ele
alarak mimari uygulamalarini vermistir (Sekil 1).

70


https://orcid.org/0009-0006-3947-5507
https://orcid.org/0000-0002-1608-0354
https://orcid.org/0009-0006-3947-5507
https://orcid.org/0000-0002-1608-0354
https://orcid.org/0009-0006-3947-5507
https://orcid.org/0000-0002-1608-0354
https://orcid.org/0009-0006-3947-5507
https://orcid.org/0000-0002-1608-0354

Aydin ve Oztiirk

Sekil 1. Mega yapinin fokal ylizeyi ve tasarimi

Diferansiyel geometrideki fokal yiizeyleri de
dogru kongiiranslar1 yardimiyla tanimlanir. Dogru
kongiirans1 tanimi ilk olarak (Hagen vd., 1991)
tarafindan modelleme yardimiyla agiklanmistir. Bir
dogru kongiiransi, 3-boyutlu uzayda iki parametre ile
verilen bir dogru ailesidir. S: F (u, v) bir yiizey olsun
ve birim normal vektorii N (u, v) ile gosterilsin. Buna
gore dogru kongiiranst,

R(u,v,A) = F(u,v) + 2&(u,v) (1)
seklinde parametrelendirilir. Burada & (u, v) ylizeyin
her noktasindaki birim vektordiir ve A € R dir. Eger
¢(u,v) = N(u,v) alinirsa, bu kongilirans dik
kongiirans olarak adlandirilir ve bu gosterim fokal
ylizey parametrizasyonuna karsilik gelir.

Boylece fokal yiizeyi parametrizasyonu

F'(u,v) = F(u,v) + ki *(u, v)N (u, v), )
seklinde tanimlanir. Burada k, ve k5, S yiizeyinin asli
egrilikleridir (Hagen and Hahmann, 1992). Son
yillarda bazi 6zel yiizeylerin fokal yiizeylerini ele
alan ve bu calismamiza 151k tutan c¢alismalar
yapilmistir (Ozdemir ve Arslan, 2008; Biiyiikkiitiik
vd., 2024a, b).

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. 1.
Boliimde calisma konusu ile ilgili genel bilgiler
verilmistir. 2. Boliimde bazi temel kavramlar ele
alinmistir. 3. Boliimde ise c¢arpanlara ayrilabilir
ylizeyin fokal ylizeyleri tanimlanmis ve 0zel
durumlar altinda bu yiizeylerin bazi
karakterizasyonlar1 elde edilmistir. Elde edilen
karakterizasyonlar i¢in yiizey 6rnekleri olusturularak
sekilleri olusturulmustur. Son béliimde ise sonuglar
derlenmistir.

2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmmm 1. S, Oklid 3-uzaymin bir alt kiimesi olmak
tizere F:U c R? > S tiirevlenebilir doniisimii R3
Oklid uzaymnda bir yama seklinde isimlendirilir.

F(U) yamas1 regiiler ise S kiimesine R3 Oklid
uzayinda bir yiizey denir (O’Neill, 1966).

S c R3, F(u,v) regiiler yamas1 ile verilsin. S
ylizeyinin P noktasindaki T, S teget uzay1 {F,, F, } bazi
ile gerilir. Buna gore S yiizeyinin birinci temel form
doniisiimii;

I = edu? + 2fdudv + gdv? )
seklinde tanimlanir. Boylece S yiizeyinin birinci

temel formunun katsayilar
e=(E,E) f[f=(E,E)
6_F
Jdu
Ayrica F(u,v) parametrizasyonu ile verilen S

g = (F,, F,) 4)
seklinde verilir. Burada F, = —, F, = Z—i dir.
ylizeyinin regiiler olmas1 icin gerek ve yeter sart
W? =eg — f? # 0 olmasidr.

S ylizeyinin P noktasindaki birim normal vektor

alani ise
_ _FuxFy 5)
[|Fy xFyll

esitligi ile verilir. Ayrica S yiizeyinin ikinci temel
form doniisiimii;
II = ldu? + 2mdudv + ndv?
seklinde verilir.
Buna gore S yiizeyinin ikinci temel formunun
katsayilari
l = (Bu, N), m = (Fp, N), n = (Fy, N) (6)

2
ifadeleri yardimiyla hesaplanir. Burada E,, = %,
d°F 0%F
Fuv = Fuov Fvv = F) dir.
S ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla,
In-m?
K= eg-f2 (7)
I-2fm
2(eg—f%) ®)

seklinde tanimlanir. Eger S yiizeyinin Gauss egriligi
sifir ise yiizeye diiz(flat) ylizey, ortalama egriligi sifir
ise ylizeye minimal yiizey denir.
Ayrica S ylizeyinin kq ve k, asli egrilikleri Gauss
ve ortalama egrilikleri yardimiyla
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ky=H-VH?’—K,k,=H+VH?—K (9)

seklinde hesaplanir.

3. OKLID 3-UZAYINDA CARPANLARA
AYRILABILIR YUZEYIN FOKAL YUZEYi

Tanmm 2. F: U c R? - R3 olmak iizere,
F(u,v) = (u,v,h(u,v)) (10)

parametrizasyonu ile verilen yamaya, 3-boyutlu
Oklid uzayinda bir Monge yamasi denir. Burada
h:U - R diferansiyellenebilir bir fonksiyondur
(Gray, 1998).

Tanmm 3. S, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir yiizey
olsun. u,v,z R3 uzayindaki kartezyen koordinatlar
ve g1, g, diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak
lzere;

z=g,(u)g,(v) (11)

esitligi ile tanimlanan yiizeye carpanlara ayrilabilir
ylizey denir. Buna gore bu yiizey Monge yamasi
olarak

F(u,v) = (wv,9:(W)g2(v)) (12)

seklinde bir parametrizasyona sahiptir (Meng and
Liu, 2009).

Bir carpanlara ayrlabilir S yiizeyi, Oklid 3-
uzayinda (12) parametrizasyonu ile verilsin. Bu
ylizeyin teget uzayi;

Ry = (1,0, 93 () g ()

F,=(0,1,9:(w)g,(v)) (13)
vektorleri ile gerilir (Meng ve Liu, 2009). Dolayisiyla
(4) ve (13) esitlikleri yardimiyla bu yiizeyin birinci
temel formunun katsayilari;

' 2
e=1+(g192)
f = 9192919: , (14)
g=1+(9192)
seklindedir (Meng ve Liu, 2009).
Ayrica S yiizeyinin birim normal vektor alani;
1

N=————(-0:9>-6:921) (15
J1+(9192) +(9192)

olarak bulunur (Meng and Liu, 2009).

F(u,v) yamasmin ikinci mertebeden Kkismi
tiirevleri;

Fuu = (0101 gl”(u)QZ(v))a
Fr = (0,0,9:'(w)g2'(v)), (16)

Ey =(0,0,9:(w)g."(v))
dir (Meng ve Liu, 2009). (6), (15) ve (16) esitlikleri
yardimiyla ikinci temel formunun katsayilari;

l — 91”,92
w
91'92’
m=— 17
X am
n= 9192"
w

seklinde hesaplanir (Meng ve Liu, 2009). Burada
© N2 N
W = \/1 +(9192)" + (919,)" dir.

Teorem 1. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyi, (12)
parametrizasyonu ile verilsin. Buna gore bu ylizeyin
Gauss ve ortalama egrilikleri;

_ g1g1"g2g2"'(g1'g2')2
K = b (18)

_ 182" (1+(81'82)%)+81"82(1+(8182)H)-28182(81'82)*
H_lZ 1 62 1;W312 152\61 62 (19)

seklinde ifade edilir (Meng ve Liu, 2009).

Teorem 2. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyi, (12)
parametrizasyonu ile verilsin. Buna gore bu yiizeyin
k; ve k, asli egrilikleri

_9192"(1 +(91'92)%) + 91"9.(1 + (9192)7) — 29192(91'92)°

fiz = 2W3

+

2w3

seklinde elde edilir.

—J[glgz "(1+(91’gz)z)+91”gz(1+(glgz92)—29192(91'9292]2 _ 9191"9292"-(91'92")* (20)

w4
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Ispat. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyi, (12)
parametrizasyonu ile verilsin. (18) ve (19)
esitliklerindeki S ylizeyinin Gauss ve ortalama
egrilikleri (9) esitliklerinde yazilirsa istenilen sonug
elde edilir.

Tanmmm 4. Carpanlara aynlabilir S yiizeyi, (12)
parametrizasyonu ile verilsin. Bu yiizeyinin S* fokal
ylizeyleri

Fi,(uv) = (u, v, g1(W) g (V))

k_l( g ) ' '
+ , 12,2 — — (—9192 — 9192, D (21)
\/(9192) +(9192) +1

parametrizasyonu ile verilir.

Boylece asagidaki durum incelenebilir.

Durum: g,'(u) = 0, yani g, (u) = c sabit fonksiyon
olsun. Bu durumda S ylizeyinin asli egrilikleri,

C rn
k1 — g2

s vek, =0 (22)
[(cgzn)?+1]2

seklinde bulunur. Ayrica S ylizeyinin birim normal
vektor alani

N(u,V) — (0,—092 ,'1)1
[(cgz2)?+1]2

(23)

bulunacagindan S yiizeyinin  k; asli egriligi

yardimiyla tiretilen S* fokal yiizeyi (21) esitliginden
* _ _ 927(cg2)?+1] [(cg2)%+1]

Fi(u,v) = (u,v " ,Cgz + " ) (24)

parametrizasyonu ile verilebilir. Bodylece fokal
ylizeyin teget vektorleri (24) esitligi yardimiyla

Fi, = (1,0,0) (25)

Fr = (0 —3¢2(92)%(92")*+92'92"[(cg2)?+1]
v ’ (92")? ’

3¢29,'(92")*=92""[(cg> 92"‘1])
c(g2")?

seklinde elde edilir. Burada

—3c2(g,nN?(gar1)? 1go 111 N2
A = 3¢°(g21)* (92 )(g:fi;zgz [(cg2n?+1] (26)

1, = 3c295'(92")?~g2"[(cg2)?+1]
2 c(92")?

kisaltmalar1 yapilirsa S yiizeyinin S* fokal ylizeyinin
birinci temel form katsayilar1 (4), (25) ve (26)
esitlikleri yardimiyla

e* =1,
fr=0, (27)
g =% +2

seklinde hesaplanir. S yiizeyinin S* fokal yiizeyinin
birim normal vektor alani

N* = @At (28)

fﬂ§+/‘l§

seklinde elde edilir. Ayrica F;"(u,v) yamasmmn
ikinci mertebeden kismi tiirevleri
Fiuy = (0,0,0)
Fiuy = (0,0,0) (29)
Fiyy = (0, (A1)w, (A2)0)

bulunur. Boylece S yiizeyinin S* fokal yiizeyinin
ikinci temel form katsayilari

=0
m* =0 (30)
nt = —(A)vA2+(A2)pA4

wH*

seklinde hesaplanir. Buna gore (7) ve (8) esitlikleri
yardimiyla S* fokal ylizeyinin Gauss ve ortalama
egrilikleri, sirasiyla,

K*=0
ve

» _ —Z(M)vAa+(A2)vdy
2W*(A2+12)

seklinde elde edilir.

Teorem 3. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyi ve bu
ylizeyin S* fokal yiizeyi swrasiyla (12) ve (24)
parametrizasyonlar1 ile verilsin. Eger g,'(u) =0,
yani g, (u) = c sabit fonksiyon ise her iki yiizey de
diiz(flat) yiizeylerdir.

Ispat: Eger (12) parametrizasyonunda g,(u) = ¢
sabit fonksiyon olarak alinirsa (18) esitliginden S
ylizeyinin Gauss egriligi K = 0 bulunur. Ayrica (27)
ve (30) esitlikleri (7) esitliginde gbz Oniine alinirsa S
ylizeyinin fokal yilizeyinin Gauss egriligi K* =0
bulunur. Bu da istenilen sonugtur.

Teorem 4. Carpanlara ayrilabilir S ylizeyinin S*
fokal yiizeyi (24) parametrizasyonu ile verilsin. Eger
g1'(w) = 0, yani g,(u) = ¢ sabit fonksiyon ise S*
fokal yiizeyinin ortalama egriligi
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Sekil 2. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyi ve bu yiizeyin S* fokal ylizeyi

v _ —(A)pAda+(A2)pde
T 2wr(2+2)) (1)
seklinde elde edilir.

Ispat. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyinin S* fokal
ylzeyi (24) parametrizasyonu ile verilsin. Eger
g1'(w) = 0, yani g, (u) = c sabit fonksiyon ise (27)
ve (30) esitlikleri (8) esitliginde ele alinirsa istenilen
sonug elde edilir.

Sonug 1. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyinin S* fokal
ylizeyi (24) parametrizasyonu ile verilsin. Eger
g1'(w) = 0, yani g,(u) = ¢ sabit fonksiyon olmak
tizere S* fokal yiizeyinin minimal olmasi icin gerek
ve yeter kosul A; fonksiyonu A, fonksiyonunun kati
olmasidir.

Ispat. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyinin S* fokal
ylzeyi (24) parametrizasyonu ile verilsin. Eger
g1'(w) =0, yani g;(u) = c sabit fonksiyon alinsin.
S* fokal yiizeyi minimal ise (31) esitliginden

—(A)vAz + (A2)yA =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin
¢oziimiinden A; =cA, bulunur. Burada c¢ sayisi
integral sabitidir. Tersine A; = cA, alinirsa bu
denklem yardimiyla —(A)pAz + (A2)pA =0
bulunur. Yani S* fokal yiizeyi minimaldir.

Ornek 1: g,(u) = 2 ve g,(v) = eV fonksiyonlarini
ele alalim. Buna gore (12) esitligi yardimiyla

carpanlara ayrilabilir S ylizeyinin parametrizasyonu

F(u,v) = (u,v,2e")
seklinde elde edilir. (22) esitligi yardimiyla S

yluzeyinin 1. asli egriligi kq = L3 olarak
(4e2v+1)2
yazilabilir. Boylece S yiizeyinin S* fokal yiizeyi

2v
Ff(u,v) = (u,v —4e2v —1,% +1)

2e?

parametrizasyonu ile verilir. Bu yiizeylerin grafikleri
Sekil 2°de verilmistir.

Ornek 2: gi(w)=1 ve g,(v)=cosv
fonksiyonlarin1 ele alalim. Buna gore (12) esitligi
yardimiyla c¢arpanlara ayrilabilir S ylizeyinin
parametrizasyonu

F(u,v) = (u,v,cosv)

seklinde elde edilir. (22) esitligi yardimiyla S
yuzeyinin 1. asli egriligi k; = — 277 - olarak
(sin?v+1)2
yazilabilir. Boylece S yiizeyinin S* fokal yiizeyi
Ff(u,v)
< sin®v + sinv cos?v —sin®v — 1>
=(uv—

cos v ’ cos v

parametrizasyonu ile verilir. Bu yiizeylerin grafikleri
Sekil 3’de verilmistir.
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Sekil 3. Carpanlara ayrilabilir S yiizeyi ve bu yilizeyin S* fokal yiizeyi

4. SONUC

Bu ¢alismada 3-boyutlu Oklid uzayinda carpanlara
ayrilabilir ylizeyin fokal yiizeyi ele alinmistir. Fokal
ylzeyin asli egrilikleri elde edilerek fokal yiizey
parametrizasyonu  olusturulmustur. Baz1  06zel
durumlar i¢in bu ylizeyin Gauss ve ortalama
egrilikleri hesaplanmistir. Fokal yiizeyin diiz(flat)
oldugu gosterilmistir ve minimal olma kosulu
verilmistir. Ornekler yardimiyla yiizeylerin yapilart
gorsellestirilmistir.
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