|

BEYKENT UNIVERSITY JOURNAL OF SCIENCE AND ENGINEERING
&~ Volume 6(1), 2013, 77-86

DIK PARCALANMIS LINEER MODEL ve BU MODELIN
iNDIRGENMI$ MODELLERI ALTINDA OLSE’leri ile
ILISKILI BAZI WATSON ETKINLIK AYRISIMLARI

Esma KESRIKLIOGLU*, Nestin GULER **

*Y"ﬂ 1 I . O. . .

Sakarya Umvemm, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Sakarya , Tiirkiye
esmakesriklioglu@hotmail. com

**Sakarya Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Istatistik Boliimii, Sakarya , Tiirkiye
nesting@hotmail. com

OZET

Calismada, dik pargalanmis M = {),X B+ X B,V }lineer modeli ve bu
modelin baz1 indirgenmis modelleri ele almmistir. Ele alinan modeller
altinda parametrelerin aligilmig en kiigiik kareler tahmin edicileri (OLSEs) ile
ilgili bazi Watson Etkinlik ayrisimlar: verilmistir. Elde edilen sonuglar Chu,
Isotalo, Puntanen ve Styan, (2004) tarafindan verilen baz1 sonuglarin X,ve X,
matrislerinin dik ve 7~ dik olma kosullari altinda 6zel bir durumudur.

Anahtar Kelimeler: BLUE, OLSE, dik pargalanmig lineer model, indirgenmis
model, Watson Etkinligi.

ABSTRACT

Some Watson Efficiency Decompositions Associated with OLSEs of Parameters
under Orthogonally Partitioned Linear Model

In this study, orthogonally partitioned linear model M= {3.X,8,+ X,8,V'} and *
its some reduced models are considered. Some Watson Efficiency decompositions '
associated with ordinary least squares estimators (OLSEs ) of parameters are
given under considered models. The obtained results are a special case of some
results given by Chu, Isotalo, Puntanen and Styan, (2004) under the conditions
that the matrices X, and X, are orthogonal and V- orthogonal.

Keywords: BLUE, OLSE, orthogonally partitioned linear model, reduced model,
Watson Efficiency.
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1. GIRIS

R™" | mxn boyutlu reel matrislerin kiimesi olmak tizere, 4", 4",
A", C(4), C(A)" ve N (A) sembolleri AeR™" matrisinin
sirastyla transpozesini, bir genellestirilmis tersini, Moore-Penrose
tersini, siitun uzayini, situn uzaymin dikini ve sifir uzayini

gostermektedir,. 4eR™" ve BeR™* olmak tizere (4:B) bir
par¢alanmig matrisi ve A" ise, C(4")=N (4)=C(A4)" kosulunu
gercekleyen  herhangi  bir  matrisi  gosterecektir.  Ayrica
P,=AA" = A(AAy A ve Q,=I,—P, sirasiyla C(4) ve C(A)*
tizerine dik izdiigim matrisleridir. Ozellikle

P=P, ve Q=I-P,i=12, (1)

gostermektedir.

E(y)=X/ ve cov(y)=V olmak tzere, tam model olarak bilinen
y=Xp+e=X [ +X,5,+¢ 2)

pargalanmig lineer modeli ele alinsin. Bu modelin diger bir
gosterimi

M ={y, XBV}={y,X\f+X,5.V} 3)
dir. Burada E(y)=Xp, E(¢)=0 ve cov(y)=cov(eg)=V dir. Bu
modelde yeR™ gozlenebilir rastgele vektor, X, eR"™™ ve
X,eR"” olmak tzere, X =(X,:X,) bilinenler matrisi,
B eR™ ve pB eR? olmak izere, B=(f:B3)eR™
bilinmeyen parametreler vektérii, £eR™ hata vektorii ve

Ve R™ nonnegatif (negatif olmayan) tanimli varyans kovaryans
matrisidir. M modeli altinda tahminler ile ilgili ¢calisildiginda A

modelinin “bir olasilikla” tutarly, yani
yeC(X :V)=C(X :VQ,) oldugu kabul edilir (Rao, 1973: sf. 282).

M modeli altinda K € R®” olmak tizere bir K/ parametrik

fonksiyonunun tahmin edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu
C(K") < C(X") olmasidir (Alalouf ve Styan, 1979). Buna gore X 3

nin her zaman tahmin edilebilir oldugu agik¢a goriilmektedir ve X
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tam sttun rankli oldugunda ise, A tahmin edilebilirdir. g
parametresinin aligilmig en kiigiik kareler tahmin edicisi (OLSE),
(yv=XB)Y(y—Xp)  ifadesinin S  parametresine  gore
minimumlagtirilmasiyla elde edilir ve ,@ ile gosterilir. p
parametresinin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi (BLUE) ise,
parametresinin tim yansiz tahmin edicileri arasindan Lowner
siralamasina gore en kiigiik kovaryans matrisine sahip olan yansiz
tahmin edici olarak tanimlanir. X tam sttun rankli ve V' pozitif
tanimli oldugunda M modeli altinda

OLSE(B|M )=pM )=(XX)" XY, )
BLUE(BIM )= BM )=(XV'X)'XVy (5)

dir. (4) ve (5)’te verilen tahmin edicilerin kovaryans matrisleri
sirastyla

cov(B|M )=(XX)Y' XVX(XX)?, (6)
cov(B|M )=(XV'X)" (7)

dir. Gauss-Markov Teoremi’nden (Odell, 1983) Lowner
siralamasina gore

cov(B|M )=, cov(B|M ) (8)

dir ya da denk olarak (8)’deki matrisler arasindaki fark nonnegatif
tanimlidir. Iki tahmin edici arasinda karsilastirma yapmak igin baz
yontemler mevcuttur. Bunlardan biri, bir tahmin edicinin en iyi
olmasinin  olgiisii  olarak tamimlanan etkinlik kavramidir.
Istatistiksel tahminde etkinlik konusu Fisher (1922) tarafindan
ortaya atilmigtir. Fisher tarafindan kabul edilmis olan o6lgut, bir
tahmin edicinin diger bir tahmin ediciden daha kiigiik varyansa
sahip ise, daha etkin bir tahmin edici oldugudur. Wilks (1932)
dagilim matrislerinin determinantlari olarak genellestirilmis
varyanslar kavramini tanitmig ve genellestirilmis varyanslarin
oranint bir vektoér degerli parametrenin tahmininde etkinligin bir
olcisii  olarak tanimlamigtir. Aitken (1935) ise, OLSE ’nin
genellestirilmis varyansini ele almig ve Watson (1951) doktora
tezinde genellestirilmig varyanslarin oramt olarak OLSE 'nin
etkinligini tanitmistir. Bu nedenle Watson tarafindan tanitilmis olan

79




Esma KESRIKLIOGLU ve Nesrin GULER

etkinlik Watson etkinligi olarak bilinir. (4) ve (5)’te verilen tahmin

ediciler i¢in (6) ve (7) kullanilarak OLSE 'nin BLUE ’ya gore

(Watson) etkinligi

_leov(BIM )| |XXP
lcov(BIM )| | XVX|IXV'X|

e=eth(B|M ) ©)
olarak elde edilir. Agik¢a gorilmektedir ki O<e<1 dir. e=1
olmasinin gerek ve yeter kosulu OLSE’nin BLUE’ya esit
olmasidir (Puntanen ve Styan, 1989). OLSE ve BLUE nun
esitlikleri ile ilgili literatirde birgok ¢aligma mevcuttur. Bunlardan
bazilari Anderson (1948), Rao (1967, 1968) ve Baksalary ve
Trenkler (2009) olarak verilebilir.

Caligmanin amaci, M modeli altinda £ parametresinin etkinligi
ile S, ve f, alt parametrelerinin etkinlikleri arasindaki iliskiler ile
ilgili olan baz1 sonuglar vermektir. Bunun i¢cin M modeli ve bu
model ile iligkili bazi indirgenmis modeller ele alinmaktadir.
Ozellikle X' model matrisinin alt matrisleri olan X, ve X, nin
dik, yani XX, =0 ve X, ve X,’nin V —dik, yani XVX,=0
oldugu durumda M modeli altinda £ parametresinin etkinliginin

bazi ¢arpimsal ayrigimlari, Chu, Isotalo, Puntanen ve Styan, (2004)
tarafindan ele alinmis olan konunun 6zel bir hali olarak elde
edilmektedir. Literatiirde Watson etkinligi ile ilgili bir¢ok ¢aligma
bulunmaktadir, bkz, 6rnegin, Liski, Puntanen ve Wang (1992), Liu
(2000), Liu ve King (2002), Balakrishnan ve Rao (2003), Chu ve
Styan (2003), Chu, Isotalo, Puntanen ve Styan (2004, 2005, 2007,
2008), Tian ve Wiens (2006).

2. PARAMETRELERIN WATSON ETKINLIiK AYRISIMI

Calismada M modelinin yani sira

M, ={y,X.8.V}, )

M2={y,X2,32,V}, (11)

M , ={0y,0X,5,,0V0} (12)
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indirgenmis modelleri de ele alnacaktir. A/, ve M , modelleri,
M  modelinin kiigiikk modelleri olarak bilinir ve sirasiyla f, =0
ve S, =0 kisitlamalar: altinda M/ tam modelinden elde edilirler.
M |, modeli ise, M modelinin O, dik izdiisiim matrisi ile soldan

carpilmasiyla elde edilir ve Grof3 ve Puntanen (2000) tarafindan
M modelinin diizgiin indirgenmis modeli olarak adlandirimigtir,
(9)’da verilen etkinlik X matrisinin tam situn rankli oldugu

durumda M ,, M, ve M, modelleri altindaki parametreler igin
agsagidaki sekilde ifade edilir.

| XX, P

eth(B, | M )= =e 13
R = =t (13)
= I XIX I2
etk M ;)= 2”2 —e 14
(B, M ) XX, XK, (14)
o | X£Q1X2 |2
etk(B, |M ) =— : - = (15)
2R X0V0X, | X50,(0V0) 0.X, |
XX, =0 oldugu durumda
’ 2
|, | -

XX, | X,0V0) X, |

bigimine indirgenir. Ana sonuglara gegmeden once M ve M,
modelleri altinda f, parametresinin OLSE’leri ve BLUE ’lari

arasindaki iliskiler ile ilgili agsagidaki teorem verilecektir. Teoremin
ispat1 i¢in Puntanen, Styan ve Isotalo (2011, Theorem 15.7-15.8)’e
bakilabilir.

Teorem 2.1. X tam siitun rankli oldugunda ,5’2(M )= ,32 M ) ve
ﬁz(M )::BZ(MIZ) dir.
Teorem 2.1.’e gore agikca gorilmektedir ki M ve M ,, modelleri

altinda f, parametresinin etkinlikleri esittir, yani

eth(f, |M ) =eth(f,|M ,) =e, | (17)
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dir. Simdi ¢aligmanin ana sonuglar olarak etkinlik carpanlarinin
bazi ayrigimlari agagida verilmektedir.

Teorem 22. M ={y, X,/ +X,B,.V} modeli ele alinsin ve
X/ X,=0 olsun. Bu durumda M  modeli altinda S

parametresinin etkinli3i e =e¢,.e,.k, dir ve burada

LXK, - XIVX(XVX) T XVX, |
dir.
Ispat: X|X, =0 oldugunda
| XX = XX XX | (18)

olarak yazilir. Schur tamamlayicist determinant formiili (Seber,
2007, sf. 289, 291) kullanilarak

| XVX | XI’W(I “X;Alea (19)
| XV X | Xl,V+X1 I leBXz I (20)

elde  edilir ~ Burada A=V -VX,(XVX)' XV ve
B=V"-V'X,(XV*X)'XV* dir. (18), (19) ve (20) esitlikleri
(9)’da yerine yazildiginda
o | XoX, Pl XX, P

| XI’VXl ” XéAX2 ” X17+X1 ” XéBX2 |
elde edilir. (13) ve (16), (21)’de yerine yazildiginda
XX, | X5(OVO) X, |

| X3AX, || X3BX, |

@1

€=6€,-6
bulunur. Chu, Isotalo, Puntanen ve Styan, (2004, Lemma 4.2)’ye
gore (QVQ,)” = X,BX, oldugundan

P XX | | XX, |
: | XAX,| | XVX, - X VX, (XVX) ' XVX, |

oldugu gorilir. o
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Asagidaki sonug¢ Teorem 2.2’den agikca gorulmektedir.

Sonug 2.3. M modeli ele alinsin ve XX, =0 olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir.

(a) XVX, =0,

(b) e=¢; -¢,.

Teorem 24. M ={y,X,f+X,5,.V} modeli ele almsin.

X X,=0 ve XVX,=0o0lsun. Bu durumda e=e¢,.e,.k, dir ve
| XV X, |

burada k&, =
2 IX£V+X2 _X::V'.Xl(XerJer)*IXJ’VPXz |

dir.

Ispat. XVX, =0 oldugunda (19)’da verilen esitlik

| XVX = XYV*X1 | Xéwz | (22)
olarak yazilir. Bu durumda (21)’de verilen esitlik

— | XX, P XX, | (23)
|X1'VX'1 I XéV)(z ||X1,V+X1 I[X£V+X2 _X£V1X1(X1’V|.X1) '1X1,V‘X2 l

olarak ifade edilir. (13) ve (14), (23)’de yerine yazildiginda
B | XV X, |
= Ei~ey s+ T+ & -1 +
| XV X, - XV XXV X)XV X, |

| B X |
lXéVsz —XEV‘X1(X1'V+X1)_1X1’V+X2I

bulunur. Burada £, =

dir.
Asagidaki sonug Teorem 2.4’ten agikca goriilmektedir.

Sonug 2.5. M modeli ele alinsin. X[ X, =0 ve XVX, =0 olsun.
Bu durumda agagidakiler denktir.

(a) XI'V+X2 :Oa

(b) e=e;-ey.
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Teorem 2.2 ve Teorem 2.4’ten gorilmektedir ki XX, =0 ve

XWX, =0 kabulleri altinda ~2 = 5 e k =k, oldugunda
e22 kl
e, =e,, olacaktir. Bu durumun 6zel bir sonucu asagida verilmistir.

Sonug 2.6. M modeli ele alnsin. X;X, =0 olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir.

(@) X, ve X,, V dikve X, ve X,, V" diktir,

(b) (32 == 322 :
3. SONUC

Watson Etkinligi, istatistikte ve ozellikle uygulamali bilimlerde iki
tahmin edicinin

karsilagtirilmast soz konusu oldugunda sikga basvurulan bir
yontemdir. Bir lineer modelde model matrisi eger dik olarak
parcalaniyorsa, bu durumda bu model altinda parametrenin
etkinligini alt veya indirgenmis modellerdeki parametrelerin
etkinliklerinin garpimsal ayrigimi olarak ifade etmek sayisal
hesaplamalarda kolayliklar saglayacaktir.
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