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OZET

Sonlu tane idempotent matrisin toplami i¢in rank esitligi ile ilgili agik bir
problem Gauss eliminasyon yontemi ile Chen M. ve arkadaslari tarafindan
¢Oziilmiistiir [Chen M. et al. On the open problem related to rank equalities for
the sum of finitely many idempotent matrices and its applications, The Scientific
World Journal, 2014]. Bu ¢alismada sonlu tane involutif matrisin toplami igin
benzer bir rank esitligi elde edilmekte ve bu esitlikten de bazi sonuglar

turetilmektedir.
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ABSTRACT

Chen M. and et al. have solved an open problem related to rank equalities for the
sum of finitely many idempotent matrices using the Gaussian elimination
method in [Chen M. and et al., On the open problem related to rank equalities for
the sum of finitely many idempotent matrices and its applications, The Scientific
World Journal, 2014]. In this work, it is obtained a similar rank equality for the
sum of finitely many involutive matices and derived some results from this
equality.
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Sonlu Tane Involutif Matrisin Toplaminin Ranki Uzerine Bir Calisma

1. GIRIS
C,, C

matrislerin kiimesini, Nxm boyutlu kompleks matrislerin kiimesini,

|, ve Z" sembolleri, sirasiyla, nxn boyutlu kompleks

nxm? n

nxn boyutlu birim matrisi ve pozitif tamsayilarin kiimesini
gostermektedir. Ayrica, rk(A), A matrisinin rankmna; A", A
matrisinin transpozesine; tr(A), A matrisinin izine; A@B ise A

ve B matrislerinin direkt toplamina karsilik gelmektedir.

Bir AeC, matrisine, A’ =A ise, idempotent matris, A’ =1_ ise
involutif matris denir. Matris teorisinin kullanildig1r uygulamali
bilimlerin bir¢ogunda, bu ve diger tipli 6zel matrislerle sik sik
karsilagilir ve literatiirde bu matrislerle ilgili pek ¢ok ¢alismaya
rastlamak miimkiindiir [Gross ve Trenkler, 1999-Chen ve
arkadaslar1, 2014]. Ozel tipli matrislerle ilgili rank esitlikleri son
zamanlarda yaygin olarak ¢alisilmaya baglanmistir. Bu baglamda iki
idempotent veya involutif matrisin toplamu ile ilgili rank esitlikleri
elde edilmis [Tian ve Styan, 2001], daha sonra idempotent matris
sayisi lige ¢ikarilip, {i¢ tane idempotent matrisin toplamu ile ilgili bir
rank esitligi elde ortaya koyulmustur [Tian ve Styan, 2006].

Chen M. ve arkadaslari, sonlu tane idempotent matrisin toplamu ile
ilgili daha genel bir rank esitligi ortaya koymuslardir [Chen ve
arkadaglari, 2014]. Fakat involutif matrislerle ilgili olarak bugiine
kadar sadece iki involutif matrisin toplamu ile ilgili rank esitligi elde
edilmistir. Bu calismadaki baglica amag, sonlu tane involutif
matrisin toplami igin bir rank esitligi elde etmektir.

Bu kismi, ¢alismanin ana sonucunu ispatlamada ve bu sonucun
uygulamasinda temel teskil edecek olan asagidaki iki yardimei
sonucu vererek kapatalim.

Lemma 1.1. A B, C ve D matrisleri uygun boyutlu matrisler ve
A tersinir ise, bu durumda
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A B

rk =rk(A)+rk(D-CA™B)
C D

gerceklenir.

Bu lemmanin ispati, [Puntanen ve Styan, 2005]” deki Aitken blok-
kosegenlestirme formiiliinden hemen goriilebilmektedir.

Lemma 1.1’ de A=B =1 alindiginda

| |
rk( n nJ:n+rk(X—Y)
X Y

oldugu agiktir.

Lemma 1.2. [Chen ve arkadaglar1 2014, Lemma 4] M,M,,...,M,

matrisleri nxm boyutlu kompleks matrisler olsun. Bu durumda,
ke Z" olmak tizere

M, 0..0 M,
OM,..0M,| k

rk| oot =) Tk(M)+rk(OIMY)
00..MM | ™ =
M, M,...M, 0

olur.

2. K TANE INVOLUTIF MATRIiSIN TOPLAMI iCiN BIR
RANK ESIiTLiGi VE SONUCLARI

Chen ve arkadaslari, 2014°de, sonlu tane idempotent matrisin
toplamimin ranki ile ilgili asagidaki teoremi ifade ve ispat
etmislerdir.
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Teorem 2.1. [Chen ve arkadaslar1 2014, Teorem 6] k € Z" olmak
tizere M;,M,,...,M, eC_ matrisleri idempotent olsun. Bu

durumda,
1
EMI M, M, M M,
M, 0 M,M, M,M,, M,M,
W(Ml""’Mk): M3 M3M2 0 e M3Mk—l M3Mk
Mk—l Mk 1M2 Mk—1M3 0 Mk 1Mk
Mk MkMz MkMS MkMk—l

olmak iizere,

rk(zk:Mijz rk(W(Ml,...,Mk))—Zk:rk(Mi)

i=1 i=2

:rk(W(Ml,...,Mk))—itr(Mi)

= rk(W(Ml,...,Mk))—tr[_k Mij

olur.

Bu teoremin ispatinda kullanilan metot, involutif matrisler igin
kullanilarak benzer bir rank esitligi ortaya koyulacaktir.

Bu kissmda M;,M,,...,M, eC_ olmak iizere asagidaki matris

gosterimi kullanilmaktadir.

V(M,M,,...M,) =

55



Giilsemin Betiil DURAN - Tugba PETIK

I, M, M., M,

M, 1,-M,MM,-M, M,M, ,-M,MM, , M,M, —-M,M,M,
Mk—l Mk—lMZ _Mk—lMlMZ In _Mk—lMle—l_Mk—l Mkfle _Mk—lMiMk
M, MM,-MMM, MM, -MMM,, I, -MMM, -M,

Teorem 2.2. keZ" ve  M;,M,,...,M, €C_ involutif matrisler

olmak lizere

k
rk(ZMij:rk(V(Ml,...,Mk))+n(l—k) (2.1)
i=1
gerceklenir.
Ispat:
M, 0..0 M,
0M,... 0 M,
Nol po
0 0..MM,
M,M,...M, 0

olsun. N matrisini,

N, =M, &M, ®-OM,, N,=(M M .. M) (22
ve

N,=(M, M, ... M,) (2.3)

olmak tizere,

N, N
N =£N“ Olzj (2.4)
21
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seklinde pargalayalim. i=1,...,k i¢in M, matrislerinin involutif

oldugu dikkate alinarak Lemma 1.2° den

rk(N) =kn+rk(D_M,) (2.5)
i=1

yazilabilir. Ote yandan,

:
W, =(0 (M,M,-M,)" ... (MM,-M,)") eC

nkxn?

WZ :(_Ml O oo O)ECnxnk’ (2.6)

W,=(M,~1,0...0)e C,,, W,=(-M 0...0) eC

nxnk ?

ve Q=N,, +W,N,, olmak iizere

Ink 0 Ink Wl Nll N12 Ink 0 Ink W4
w, 1.Jlo 1IN, O )J)lw, I JlOo I
_ Q+ N, W, (Q+ N, W, )W4 + N, 27)
WZQ + N21 +W2 N12W3 (WZQ + N21 +W2 N12W3 )WA +W2 N12

elde edilir.

(2.2)’ nin ilk esitligi, (2.3) esitligi ve (2.6)’ nin ilk esitliginin 15181nda
Q matrisi

M, 0 0 0
M2*M2M1 M2+M2M1M2*In M2M1Mk-1*Msz-1 MleMk*Msz (28)

MH_MHM1 Mk—lMle_Mk—le"'Mk—1+Mk—1M1Mk—1_|n Mk—lMle_Mk—le
M, -M M, MMM, -MM, ... MMM, -MM, M, +MM M, -1,
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seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, (2.2) nin ikinci ve (2.6)’ nin
lclincti esitligi, (2.8) esitligi ile birlikte goz Oniine alinirsa,
Q-+ N,,W, matrisi,

| 0 0 0

n

0 M,+M,MM,-I ... M,MM, ,-M,M, , M,M.M, -M,M, (2.9)

0 Mk—lMlMZ_Mk—lMZ"'Mk—1+Mk—lM1Mk—1_|n Mk—lMle_Mk—le
0 MMM,-MM, ... MMM, ,-MM,, M, +MMM, -1,

olarak bulunur. Yine, (2.9)’ dan, (2.2)’nin ikinci ve (2.6)’ nin
dordiincii esitligi yardimu ile,

(Q+N W)W, +N,, =(0 M7 ... M) (2.10)
elde edilir. Ote yandan (2.3), (2.6)’ nin ikinci esitligi ve (2.9)’ dan
W,(Q+N, W)+ N, =(0 M, ... M,) (2.11)

yazilabilir. Son olarak, (2.2)’nin ikinci esitligi ile, (2.6) nin ikinci ve
dordiincii esitlikleri, (2.11) ile birlikte g6z Oniine alinirsa,

(2.12)

n

(WZQ + N, +W,N,,W, )W4 +W,N,, =—I

bulunur. Dolayisiyla, (2.9), (2.10), (2.11) ve (2.12) esitlikleri (2.7)’
de yerlerine yazilirsa

l, 0 0 0
OM,+M,MM, -1 ... M,M,M, -M,M, M,
: : ; : (2.13)
0 MMM, -MM, ..M, +M MM, -1 M,

0 M, M, |

n
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.. g . Ink O Ink Wl Ink O
matrisi elde edilir. Boylece, , , ve
W, |1, 0o 1 W, I,

Ny
0

ranki, (2.13)” deki matrisin rankina esittir.

Ink W4 . ) .o o N12 . e
| matrisleri tersinir oldugundan, matrisinin

n 21

Simdi,
M, +M,MM, =1 - M,MM, —M,M,
Z, = : - :
MMM, -MM, - M, +MMM, I

Z, :(MZT MkT)T ve Z,, =(M, ... M, ) olmak iizere

( 0 In)[zﬂ zu][o I(k_mHln zﬂj:V(M Vo)
_I(k—l)n 0 ZZl _In _In 0 le _211 ' ‘

0 I, 0 | (k-Dn
oldugu aciktir. Buradan, ve
-1 (k=1)n 0 =l 0

n

. .. .. - ve e ee] Jee e le ZlZ
matrislerinin tersinir oldugu diisliniildiigiinde, Z = 7 :
21

n

olmak tizere,

N;; Ny _ _
rk(N)=rk[N21 Oj_rk(ln@z)_rk(ln)ﬂk(z) (2.14)

=n+rkV(M,...,M,))
bulunur. Boylece, (2.5) ve (2.14)’ den istenen sonug elde edilir.

Teorem 2.2° de k=2 ve k=3 almir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa, sirasiyla asagidaki iki sonug elde edilir.

Sonug 2.1. M, ve M, matrisleri nxn boyutlu involutif matrisler

olsun. Bu durumda
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l, M,
rk(M, +M,) =rk -n
I +M, | —M,

n

olur. Ayrica, M, involutif bir matris ise —M, de involutif bir
matris olacagindan

rk(M, —M,) =rk ! "M
' 2 In_MZ In_Ml

elde edilir.

Sonu¢ 2.2. M;, M, ve M, matrisleri nxn boyutlu involutif

matrisler olsun. Bu durumda,
rk(M, +M, +M,) =rk(M;M, + M;M, +1,)

olur.
Ispat. Teorem 2.2’ ye gore,

In MZ M3

rk(M,+M, +M;)=rk| M, I,-M,M;M,-M, M,M,~M,M,M, |-2n
Ms Mst_MaMle In_MleMz_Ms

yazilabilir. Elementer islemlerle
I n M 2 M 3

Mz In _MleMz_Mz M2M3_M2M1M3
M3 M3M2_M3M1M2 In_M3M1M3_M3

| @ _M2M1M2_M2 _MleMs
" _MleMz _MleMa_Ms

matrisinin
j matrisine denk oldugu
gortilebilir. Boylece,

-M_ MM, -M -M_, MM
k(M +M,+M,)=rk| | @ 2 * 2 2 2o -2n
_M3M1M2 _M3M1M3_M3

veya,
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rk(M;+M,+M,)
_p[TMMM, =M, MMM, i (2.15)
- _MaMle _MleMs_Ms

- -M, MM, -M M. M.M
yazilabilir. Ote yandan, ( 2772 2 M IVl j

_M3M1M2 _M3M1M3_M3

. I, I
matrisi de
1

" matrisine denk oldugundan,
MM, —MM,—1I_

Lemma 1.1°e gore,

| |
rk " " =n+rk(M,M, + M,M., + |
(MIMZ _MlMS_Inj ( 1" 2 1773 n)

bulunur. Boylece (2.15)” den istenen sonug elde edilir.
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